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Vorrede. 


Das  vorliegende  Buch  enlhiilt  die  aigebraiseiien  Grundlagen 
der  analytischen  Gcoinelrie.  Nur  gelegentlich  werden  die  Infini- 
lesiiualhetrachtungen  berührl,  aus  denen  ein  ergänzender  Theii 
analytischer  Geometrie  entspringt,  welcher  als  Diirerentialgeo- 
nielrie  bezeichnet  werden  kann.  Da  die  analytische  Geometrie 
auf  der  Einführung  von  1 ,  2 ,  3  Coordinaten  eines  Punctes  im 
Raum  von  1,  2,  3  Dimensionen  l)eruht,  und  da  ein  Punct  durch 
ebensoviel  Gleichungen  für  seine  Coordinaten  bestinmil  wird, 
so  kann  ein  bestimmter  Punct  (und  ein  bestimmender)  auch 
nicht  real  sein.  Den  nicht  realen  Puncten  war  daher  wie  den 
nicht  realen  Wurzeln  einer  Gleichung  ohne  Weiteres  die  Wirk- 
lichkeit (W'irksamkeit)  einzuräumen.  Dasselbe  gilt  von  andern 
räumlichen  Elementen,  deren  Coordinaten  durch  Gleichungen 
l)estimmt  werden.  Namentlich  sind  es  die  Coordinaten  einer 
Strecke  und  einer  Richtung,  einer  Planfigur  (area)  und  einer 
Stellung,  welche  sich  als  nützlich  erweisen,  ebenso  wie  die 
Coordinaten  der  Gleichungen  und  der  Systeme  von  Gleichungen, 
welche  als  Coordinaten  von  Linien  und  Flächen  seit  längerer 
Zeit  gebraucht  werden. 

Die  unendliche  Mannigfaltigkeit,  welcher  ein  Ifach,  2fach, 
3fach,  .  .  unbestimmtes  Element  angehört,  habe  ich  um  der 
Kürze  willen  eine  Serie,  Doppelserie,  Tripelserie,  .  .  von  Ele- 
menten genannt.  Auch  habe  ich  mir  erlaubt,  den  Puncten  einer 
Linie,  den  Linien  einer  Fläche  sprachlich  gegenüberzustellen  die 
Linien  eines  Punctes,  die  Flächen  einer  Linie,  welche  den  Punct, 
die  Linie  enthalten.  Den  Ausdruck  Singularität  einer  Linie  be- 
schränke ich  auf  die  Eigenschaften ,  in  welchen  die  Linie  von 
andern  Linien  derselben  Ordnung  Abweichungen  zeigt;  die  Linien 
einer  Ordnung  haben  demgemäss  verschiedene  Grade  von  Sin- 
gularität. Rei  Feststellung  der  Terminologie  wurde  den  inter- 
nationalen Ausdrücken  der  Vorzug  gegeben. 


jv  Vorrede. 

lieber  die  l)ehandelten  Materien  gie])l  das  ausfUhrliclie  In- 
haltsverzeichniss  Nachrieht.  Theilnehmender  Beachtimg  empfehle 
ich  die  Anordnung  des  gesammten  Materials  und  dessen  Grup- 
pirung  im  Kinzehien ;  insbesondere  die  Anwendungen  des  New- 
tonschen  Parallelogramms,  die  Bestimmung  der  gemeinschaft- 
lichen Puncte  von  zwei  Linien ,  den  ^Neg .  auf  welchem  die 
Species  der  Linien  und  Flächen  zweiter  Ordnung  bestimmt 
werden. 

Mit  der  Darlegung  des  Inhalts ,  welchen  die  analytische 
Geometrie  bisher  gewonnen  hat,  habe  ich  zugleich  eine  Ge- 
schichte dieser  Wissenschaft  verbunden  durch  Anführung  der 
Autoren ,  welchen  man  die  einzelnen  Sätze ,  Methoden ,  Aus- 
drücke verdankt ,  oder  durch  Anführung  von  Quellen ,  welche 
hierüber  Auskunft  geben.  Es  ist  mir  aufgefallen,  dass  das 
ruhmreiche  ITte  Jahrhundert  genauer  an  die  griechische  Mathe- 
matik anknüpft,  als  die  Berichte  unsrer  Historiker  erkennen 
lassen.  Der  Gebrauch  der  Coordinaten  ist  eine  Erfindung  der 
alten  Zeit:  der  neuern  Zeit  war  es  vorbehalten,  die  von  den 
Griechen  gebrauchten  Gleichungen  der  Kegelschnitte  und  andrer 
Linien  übersichtlicher  zu  schreiben  unter  Anwendung  der  Buch- 
stabenrechnung, welche  seit  dem  löten  Jahrhundert  entwickelt 
wurde,  und  erst  nach  Einführung  der  arabisch -indischen  Zah- 
lenrechnung entwickelt  werden  konnte.  Ich  verweise  hierüber 
auf  §§.  19  und  25  dieses  Buches,  sowie  auf  meine  vorläufige 
Mittheilung,  welche  in  llultsch's  Ausgal)e  der  Pappusschen 
Sammlung  1878  p.  1231   enthalten  ist. 
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Capitel  I. 

Die  Puncte  einer  Geraden. 

Geometrie  des  Baumes  von  einer  Dimension. 


§.  1.    Abscissen  der  Puncte  einer  Geraden. 

1.  Die  Gerade  ^^ird  durch  einen  auf  ihr  gesel)enen  Punct 
0  in  2  Schenkel  (Strahlen  getheilt.  Der  Punct  A  eines  Schen- 
kels wird  durch  die  Strecke  OA  bestimmt,  d.  h.  nach  mathe- 
matischem Gebrauch  durch  die  Zahl  x,  welche  das  Verhältniss 
von  OA  zur  Längeneinheit  ausdrückt.  Die  Strecke  OA  =  x 
wird  die  Absei sse  des  Punctes  A  in  Bezug  auf  den  Anfang  O 
(origo.  NuUpunct;  genannt.  Die  Abscisse  des  Aufangs  ist  null. 
Wenn  A  rückwärts  über  den  Anfang  auf  den  entgegengesetzten 
Schenkel  geht,  so  geht  die  Abscisse  x  abnehmend  aus  dem 
Positiven  ins  Negative.  Zwischen  2  Puncten  von  conträren 
Abscissen  x  und  — x  Hegt  der  Nullpuncl  in  der  Mitte. 

Die  Richtung  der  Geraden  vom  Nullpunct  nach  einem 
Punct  mit  positiver  Abscisse  heisst  die  positive  Richtung 
der  Geraden,  und  wird  angezeigt  durch  eine  der  Geraden 
angesetzte  Pfeilspitze  oder  dadurch,  dass  man  auf  einer  Fläche, 
welche  die  Gerade  enthält,  das  eine  (linke)  Ufer  eines  in  der 
Geraden  fliessenden  Stromes  bezeichnet.     Planim.   §.  9,    10. 

3.  Wenn  die  Gerade  mit  ihrem  Nullpunct  0  und  der  posi- 
tiven Richtung  gegeben  ist,  so  wird  der  Punct  A  durch  seine 
Abscisse  x  eindeutig  bestimmt.  Nicht -realen  Abscissen  ent- 
sprechen nicht -reale  (imaginäre)  Puncte  (von  algebraischer, 
nicht  geometrischer  Existenz  .  Allen  Abscissen  entspricht  eine 
Serie  (Schaar,  einfach-unendliche  Mannigfaltigkeit;  realer  Puncto 

Baltzer,  anal.  Geom.  1 


2  Cap.  I.     Die  Puncte  einer  Geraden. 

der  Geraden;  zu  jedem  realen  Punc-t  j^ehört  eine  Serie  imagi- 
närer Puncte  der  Geraden, 

Durch  eine  Gleichung  nien  Grades  für  x  ist  ein  Punct  der 
Geraden  n deutig  l)estinnut.  Die  entsprechenden  n  Puncte  bil- 
den eine  Gruppe  von  ?i  conjugirten  Puncten;  die  Gleichung, 
welche  durch  die  Proportion  der  Coefficienten  gegeben  wird, 
heisst  die  Gleichung  der  Gruppe.  Wenn  die  Discriminante 
der  Gleichung  null  ist,  so  sind  die  Puncte  der  Gruppe  nicht  alle 
von  einander  verschieden.  Wenn  die  Coefficienten  der  Gleichung 
von  einer  Variablen  (Parameter)  abhängen,  so  ist  eine  Serie  von 
Gleichungen  und  von  Gruppen  gegeben. 

Wenn  die  Gleichung  ax-  ■+■  2  ßx  +  y  =  0  die  Wurzeln 
OA^ ,    OA.^  hat,  so  sind 

OAi  +  OA2  =  ~^^  OA,  .OAo  =  ^ 

a  '         a 

{0A,-0A,)2  =  ^,{ß^-aY) 

real,  auch  in  dem  Fall,  dass  die  conjugirten  Abscissen  OA^ ,  OA.2 
und  die  conjugirten  Puncte  A^,  A.j  des  Paares  nicht  real  sind. 
Unter  der  Bedingung  ß^  —  ay  =  0  fallen  die  Puncte  des  Paares 
auf  den  Punct  ax  -i-  ß  =  0,  von  welchem  der  Punct  ßx  -\-  y 
=  0  nicht  verschieden  ist. 

3.  Die  Strecke  iChorde)  AB^  die  Distanz  des  Punctes 
ß  von  A,  ist  die  Differenz  der  Abscissen  OB  —  OA  des  zweiten 
Punctes  B  und  des  ersten  Punctes  A,  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  die  Richtung  von  A  nach  B  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  Geraden  übereinstimmt  oder  nicht,  unabhängig  von 
der  Lage  des  MuUpunctes,  Diess  ergiebt  sich,  wenn  0  diesseit 
AB,  jenseit  AB,  z%\ischen  AB  liegt.  Wenn  die  Puncte  A,  B 
nicht  real  sind,  aber  conjugirt  complexe  Abscissen  haben,  so  ist 
die  Strecke  AB  imaginär. 

Wenn  A,  B,  C,  .  .  auf  der  Geraden  in  beliebiger  Folge  liegen, 
so   folgt   aus  AB  =  OB  —  OA,    BA  =  OA  —   OB, 

AB  +  .B.l  =  0 ,       BÄ  =  —  AB 

AB  +  BC  +  CA  ==  0 

BC  =  AC  —  AB  =  BA  ~  CA  =  BA  +  AC 


§.   ^.     Abscisson  der  Piincte  einer  (leraden.  3 

Die  eindeutige  Definition  der  Sti-ecke  AB  ist  zuerst  von  Mübils 
harycenti'.  Cak-ul  1827  lestgeslelll  worden,     Vergl.  Planiin.  §.  14, 

4.     Beispiele.      AB   ,   CD  +  BC  .   AD   +    CA  .  BD  = 
[AD  —  BD    CD  -\-   .  .  =  0 

Wenn  M  die  Mitte  von  AB  d.   h,   AM  =  MB,  so  ist 

OM  —  OA  ^  OB  —  GM.        20M  =  OA  +  OB 

Zwei  conjuiiirte  nicht  reale  Punele  haben  eine  reale  Mitte, 

Wenn    ON   normal    zu   AB,    so   ist  AO'^  +  ON'^  =  AA^. 
Aus  AO  =  AC  -i-  CO,  BO  =  BC  -\-  CO  folgt 

^iV^  =  ACi  +  C'iV2  +  -lAC .  CO 

Bm  =  BC^  +  cm  +  -iBC.  CO 

und  durch  Sublraction 

Am  —Bm  =  AC^  —  BCi  +  2C0{AC  —  BC) 
=  AC-^  —  BCi  +  -lAB  .  CO 

Wenn  für  C  die  Mitte  M  von  AB  gesetzt  wird,  so  bleibt 

AN-2  —  BN-^  =  -lAB  .  MO 

Wenn  A,  B  und  Ai\~  —  B]V-  gegeben  sind,  so  ist  MO  be- 
stimmt, und  die  Puncte  iV  liegen  auf  der  Geraden,  welche  AB 
in  O  normal  schneidet.     Ebenso  findet  man 

AN-  +  k  .  BX^  =  AC^  +  h.  BC^  +  (1  +  h)CN-i 

unter  der  Bedingung  AC  +  k  .  BC  =  0.  Wenn  A,  B,  k  und 
AN'^  ■+■  k  .  BN'^  gegeben  sind,  so  ist  C  und  CN-  bestimmt, 
und  die  Puncte  N  liegen  auf  dem  Kreis,  dessen  Centrum  C, 
dessen  Radius  CN  ist.     Dabei  ist 

CA  _  ^^  _  -gg  +  CA  _ 

BC  ~     '         BC  ~         BC  ^  '*'  ^ 

AC2  +  Je  .  BCi  =  AC^  +  CA.BC  =  {BC  +  CA)  CA  =  BA  .  CA 

folglich 

BC.  AN-i  +  CA  .  Bm  +  AB  .  Cm  +  BC .  CA  .  AB  =  0 

für  3  Puncte  A,  B,  C  einer  Geraden  und  den  beliebigen  Punct 
N.     Planim.  S.    14.   22, 
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§.  3.    Bezieliimg  eines  Punetes  der  Geraden 
auf  zwei  Pimcte  dersell)en. 

1.  Die  Strecke  AB  \vird  in  C  nach  dem  Yerhältuiss  l 
getheilt,  wenn  AC  :  BC  =  l.  Man  zieht  durch  A  eine  belie- 
bige Gerade,  macht  auf  ihr  nach  Festsetzung  der  positiven 
Richtung  AC'  =  l,  B'C  =  1,  und  zieht  mit  B'B  parallel  die 
Gerade  durch  C' .  welche  AB  \\\  C  schneidet.  Wenn  A.  B.  C 
die  Abscisseu  x^.  X2,  x  haben,  so  ist 

-  Xi  —  AJJj 

In  Bezug  auf  das  Paar  A,  B  entspricht  jedem  A  ein  C.  Wenn 
/-  positiv,  so  ist  C  von  AB  ausgeschlossen  und  liegt  einerseits 
oder  andrerseits  von  AB.  je  nachdem  A  über  oder  unter  1. 
Wenn  ?.  negativ,  so  liegt  C  zwischen  A  und  B.  bei  /.  =  —  I 
in  der  Mitte.  Wenn  A  =  0 ,  so  fällt  C  auf  A :  \venn  Ä  = 
+   «  ,  so  fällt  C  auf  B. 

Wenn  A  =  1  ,  so  ist  C  sowohl  in  der  Richtung  AB,  als 
auch  in  der  conträren  Richtung  BA  unerreichbar,  der  unend- 
lichferne Punct  der  Geraden,  welchen  sie  mit  einer  par- 
allelen Geraden  gemein  hat.  Es  \\erden  nicht  zwei  unendlich- 
ferne Puncte  der  Geraden  unterschieden  zufolge  der  Hypothese 
der  Euclidischen  Geometrie.     Planim.  §.  2. 

3.     Aus  den  gegebenen  Werthen 

AC  :  BC  =  y  ,        AD  :  BD  =  S  ,        AE  :  BE  =  e 
findet  man 

B0=^^        BD-^         BE^^^ 

}'—    1  (J—    1  f  1 

folglich  das  Yerhältuiss,    nach  welchem  AC  in  D  getheilt  wird," 

AD-  CD-  '^^-*-  ^^  -  (y-1)^ 
^^■^^-  -BD~BC  -  ~^^S~ 

und  das  Yerhältuiss,  nach  welchem   CD  in  E  getheilt  wird, 

CE  ■  DE  =  ^^-^^  =  y-f  .  Ijt  f 
BE  —  BD        y  -  \       S  —\ 


§.  2.     Beziehung  eines  Piinctcs  der  Geraden  etc.  ö 

3.  Wenn  den  I'uncten  ^,  B^  C,  .  .  die  Pnncle  A',  B\  C,  . . 
so  enlspreclien,  dass  AB  in  C,  D,  . .  und  ^'ß'  in  C'.  D' .  .  .  je 
nacli  denselben  Verliältnissen  gelheill  werden  ,  so  sind  die 
Figuren  ^Punclreilieni  ABC...  A'B'C  ..  ähnlicii.  Zwei  ent- 
sprechende Strecken  derselben  werden  in  entsprechenden  fho- 
niologen)   Puncten  nach  demsell)en  Verhältniss  getheilt. 

Es  giebt  einen  tautologen  d.  h.  sich  sell)st  entsprechen- 
den Punct  S  centruni  siiniiitudinis.  poinl  doul)lo  der  lieiden 
Figuren,  so  dass  AS  :  BS  -=  A'S  :  B'S.  Derselbe  theilt  alle 
Chorden  AA'.  BB\  .  .  nach  demselben  Verhältniss,  weil  auch 
AS  :  A'S  =  BS  :  B'S.  Man  findet  den  Punct  S  als  gemein- 
schaftlichen Punct  der  Geraden  AB  und  ÄIM'  bei  beliebigem 
M',  nachdem  man  AM  mit  A'M'  und  BjM  mit  B'jM'  parallel 
gezogen  hat.  Ausserdem  ist  der  unendlichferne  Punct  der  Ge- 
raden tautolog,  weil  in  ihm  AB  und  A'B'  beide  nach  dem  Ver- 
hältniss  1   getheilt  werden.     Planim.  §.    12. 

4.  Die  Bedingung  der;  Aehnlichkeit  von  ABC  und  A'B'C' 

AC  .B'C  —  A'C .  BC  ^  0 

giebt  zu  erkennen,  dass  die  Abscissen^ic,  a;'  eines  Paares  durch 
eine  Gleichung  ersten  Grades 

A  +  jx'x  —  fix'  =  0 

verbunden  sind,    deren   Coefficienten  l,  /ii',  — i^i  aus  den  Ab- 
scissen  von  2  Paaren  gebildet  werden.     Die  Gleichungen 

X  +  fz'a  —  na   =  0 ,        l  +  (j.'b  —  ixh'  =  id  ,        X  +  fi'c  —  /uc'  =  0 

ergeben  die  Gleichung  der  Aehnlichkeit 

1     a    a 

l     b     b'       =  0     d.  i.     {c  —  a){c'  —  b')  —  {c'  —  a'){c  —  b)  =  0 

\     c    c 


5,  Wenn  die  Puncte  S^  A.  B,  .  .  die  Abscissen  x,  Xj ,  a:., ,  .  . 
hal)en ,  und  a,  ß,  .  .  gegebene  Zahlen  sind ,  so  heisst  S  der 
Schw  erpunct  von  «  .  A,  ß  .  B,  .  .  unter  der  Bedingung 
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axi  +  ßx2  +  .  . 

^  a  +  ß+  .V 

unabhäDgig  von  dem  NuUpimct,  weil 

a{x^—  x)  +  ß{x2  —  x)  +  .  .  =  a     d.  i.     a  .  SA  +  ß  .  SB  +  .  .  =  {) 

Der  Sehwerpunct  fällt  auf  den  unendlichfernen  Punct ,  wenn 
der  Nenner  des  Bruches  a  -i-  ß  h-  .  .  =  0.  Er  ist  unbe- 
stimmt, wenn  auch  der  Zahler  null  ist,  d.  h.  wenn  einer  der 
gegebenen  Puncte  der  Sehwerpunct  der  übrigen  ist  z.  B.  .4 
yon  ß  .  B,  y  .  G,  .  .  . 

Der  Sehwerpunct  M  von   a  .  A  und   ß  .  B  theilt  AB  nach 
dem  Yerhältniss  — ß  :  a,  weil 


aXf  +  ßxi 


—  X2 


«  +  /?  1  ^/? 


Der  Sehwerpunct  von  a  .  A.  ß  .  B,  y  .  C  ist  der  Sehwerpunct 
von  (a  +  ß)  31  und  y .  C,  und  theilt  MC  nach  dem  Yerhältniss 
—  y  :  a  -i-  ß.  weil 


axi 
a 

+ 
+ 

ßXi 

ß 

+ 

7^3 

a  +  ß 

1 

+  - 

Y 

+ 

ß 

axi  +  ßx2  +  yx-i 
ß  +  /?  +  y 


u.  s.  w.  Auch  die  Schwerpuncte  von  Linien,  Flächen,  Räu- 
men werden  zu  geometrischen  Zwecken  bestinunt,  Vergl. 
Stereom.  §.    II. 

Jeder  Punct  der  Geraden  AB  kann  als  Sehwerpunct  von 
a  .  A  und  ß  .  B  betrachtet  werden;  jedem  Yerhältniss  a  :  ß 
entspricht  ein  bestimmter  Punct  der  Geraden.  Die  Coefficienten 
a,  ß  sind  homogene  Coordinaten  des  Punctes  in  Bezug 
auf  A  und  B,  und  heissen  seine  barycentrischen  Coordi- 
naten  (bar^centrischer  Calcul .     S.  unten  §.    li,  5. 

6.  \Yenn  11  =  p\x  — /)  =  p  .  FX  und  v  =  q[x  —  g\ 
=  q  .  Gä  gegebene  Functionen  ersten  Grades  sind,  so  sind 

W  =  U  ,       f  =  Ü  ,        i«  +  ßt)  =  0 ,        H  -\-  ßv  =  ^ ,  . . 


S.  3.     Diippelverhältniss  von  vier  Piincten. 

die  (ileichungen  der  Piinclc  1\   G,  A,  B.  .  .  d.  h. 

p.  FÄ  +  aq.GÄ  =  0,        2^{FG  +   GA)  +  aq  .  GA  =  t) 

FA        —  aq  GA  —  p  FA  aq 

GÄ  ~  ~~p  FG  ~  2}  +~aq  FG  ~  p  +  aq 

\\.  s.  \v.     Wie  oben   (2)   findet  man 

FB   _    FG  +  GB   _        ß  p^ 

AB   ~    GB  —  GÄ   ~   ß  —~a   '  p  +~aq 

AC  GC  —  GA  y  —  a      p  +  uq 

~BC   ^    GC^^GB    ^    y~^  '  P+~ßq 

AC      AD  Y  —  a      6  —  a 


BC      BD  y^ß-6 


§.  3.    Doppelyerhältniss  Yon  vier  Puncten. 

1.  Der  Quotient  der  Verhältnisse,  nach  denen  AB  in  C 
und  in  D  getheilt  wird,  heissl  das  Doppelverhältniss  der 
Paare  A^  B  und  C  Z),  und  wird  durch 

(^*CB)  -  ^  :  ^  -  ;. 

bezeichnet.  Möbius  baryc.  Calc.  §,  180  ff.  Grelle  J.  i  p.  101. 
Vergl.  Trigon.  §.7.  8.  Durch  3  Puncte  und  das  Doppelver- 
hältniss ist  der  4te  Punct  eindeutig  bestimmt;  wenn  A  = 
«,  0,   1,  so  fällt  D  auf  A,  B,   C. 

Bei  l  =  —  I  sind  AB  und  CD  in  Harmonie,  A,  B  und 
C,  D  harmonische  Paare,  AB  das  harmonische  Mittel  von  AC 
und  AD    Algebra  §.   1.  9\  weil 

BC_  _  _^  ^      i__:^_i  1 _L        _L 

AC  ~        AD'  AC  '^  AD  '  AB  ^  AC  '*'  AD 

Um  AB  harmonisch  zu  theilen,  macht  man  auf  einer  durch  A 
beliebig  gezogenen  Geraden  OM  =  MN,-  und  zieht  MC,  MD 
parallel  mit  NB,  OB.  Dann  ist  ^C  :  ßC  =  AM  :  NM.  AD  :  BD 
=  AM  :  OM,  folglieh  AC  \  BC]  :[AD  :BD=  —  \.  Während 
C  von  A\B)  bis  zur  Mitte  von  AB  geht,  geht  der  entsprechende 
Punct  D  von  A[B)  bis  zu  dem  unendlichfernen  Punct  der 
Geraden. 
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3.     Den    24   Permutaüouen    der    4    Puncte    entsprechen    6 
verschiedene  Werthe  des  Doppelverhiütnisses,  nämlich 

{ÄBCD)  =  ;.  {ACDB)  =  j-^  {ADBC)  =  1  —  | 

und    die  Reciproken  dersell)en.     (Möbiis  a.  a.   0.)      Denn  man 
findet  zunächst 

{ÄBCD)  =  [BÄDC)  =  [CDAB)  =  [BCBÄ]  =  A 

.,    AC     AD        BD      BC     ,       CA      CB       „ 

^ved    —  •  —  =  :  — ?.  oder  :  ^-^.     rerner  ist 

BC     BD        AD      AC  DA      DB 

{ABCD){ABDC)   =  1,    {ABDC)   =  j 

EndUch  ist  CA  .  BD  -\-  AB  .  CD  =  CB  .AD   (§.  1,  4),  folglich 

{ÄBCD)  +  [ACBD)  =  1  ,        {ACBD)  =  1  —  A 

{ACDB)  =  ^  ,       {ADBC)  =  1  -  { 

U,  s.  w.     Unter  der  Bedinguns  A  =  , r  ist 

i        ;.3  +  i 

d.  h.  l  eine  eigentliche  Cubikwurzel  von  — 1 .  Vier  Puncte  von 
diesem  Doppel -Verhältniss  [ABCD]  =  [ACDB]  ==  [ADBC], 
die  nicht  alle  real  sein  können,  sind  äqui- anharmonisch 
genannt  \Yordeu.  Cremona  1862  Curve  piane  27.  Schröter 
math.  Ann.    10  p.  420. 


3.     Das  Doppelverhältniss    [ABCD]    ist   das   Product   der 
Verhältnisse,  nach  denen  AB  in  C,  BA  in  D  getheilt  wird: 

{ABCD)  =  ^^^AC.BD:CB.DÄ 

Ebenso  ist  das  Tripelverhällniss  (Dreieck-Schnittsverhältniss, 
MöBiLs  a.  a.  0.)  der  Tripel  (Dreiecke)  ABC,  DEF  das  Product 
der  Verhältnisse ,  nach  denen  AB  in  D,  BC  in  E,  CA  in  F 
getheilt  wird.     U.  s.  w. 


,^.  3.     I)(i[ti)elvf'ihältniss  von  vier  Punctcti. 

(ABC,  DEF)  =  ^^-^  ^  ^  =  —  AD.BE.  CF  :  DB  .  EC  .  FA 
^  '        BD  CE  AF 


4.  Wenn  die  Puncle  A,  i5,  C,  D  der  Geraden  die  Ab- 
scissen  a,  b,  c,  d  hal)en,  so  ist 

(ABCD)  =   ^^^-4    :    ^l^^^  =  (abcd) 

^  '         c  —  od  —  h         ^  ' 

Daher  entspringt  die  Delinition  dos  Doppelverlüiltnisses  [abcd] 
von  4  realen  oder  nielit  realen  Zahlen,  welches  die  angegebe- 
nen Eigenschaften  besitzt.  Wenn  nun  durch  A',  B',  C\  D'  die 
Puncte  der  Zahlen  a,  &,  c,  d  auf  der  Zahlenebeue  bezeichnet 
werden,  so  ist 

{A'B'C'D')  =  (abcd)  =  "-—'4  :  ^^ 
^  '         c  ^  b       d  —  0 

das  Doppelverhältniss  von  4  Puncten  einer  Ebene.  Allg. 
Arithm.  ß.  31,  12.  Aus  dieser  Quelle  fliessen  die  Bemerkungen 
über  Doppel-  und  Tripelverhältnisse  von  Puncten  einer  Ebene, 
welche  Möbius  Kreisverwandtschaft  1855  §.11  ff.,  auf  Grund 
geometrischer  Betrachtung  gemacht  hat. 

5.  Wenn  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Puncte  F,  G,  H 
der  Geraden  die  Puncte  A^  B,  C,  D  derselben  durch  die  Doppel- 
verhältnisse 

{FGHA)  =  a,      {FGHB)=ß,       {FGHC)=y,      (FGHD)  ^  6 

bestimmt  werden,  so  ist 


FA  _     FB  _        _  FH  _ 
"ga  ~  "gb  ~  "  ~  GH~ 


folglich 

Ferner  erhält  man 


I.    {FGAB)  =  ^ 


FG  ^    FA  —  GA    _   h  —  a 
FA    ~  FA         ~    ~li 

FB  ^  FB      FB  —  FA  ^   _k_       /  _h Ä_\   _  li  —  a 

AB        FG  '■         FG        ~  /7^"7  '  \h-ß       h  —  a)~  J^~^ 
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FB       FC  V  —  a 

"•       (^■^*«)  =  Ä-B    ■■   AC  -  f^-a 

y—  et   .   y  —  ß 
h—  a    '  h  —  ß 


AC 

FC  -  FA 

BC 

FC  — FE 

IIF.     (ABCD) 

AC       AD 
~   BC  '  BD 

In  der  That  ist 

y  —  a       6  —  a         ,    o    x^ 


(FGAB)  -   (^^^^)  (FABC)  -  (^^^^)   _    1  -  (i''<?4^ 

(ABCD)   -    i^^.^) 

Wenn  a  =  x  ,  so  fällt  A  auf  F,  u.  s.  w.  Die  Doppelver- 
hältnisse von  je  4  unter  n  Puncten  der  Geraden  werden  dem- 
nach bestimmt  durch  n  —  3  dieser  Doppelverhältnisse,  welche 
von  einander  unabhäneia  sind.     Möbils,  barvc.  Calc.  8.  185  ff. 


§.  4.    Collineare  Figuren  einer  Geraden. 

1.  Wenn  den  Puncten  A,  B.  C,  D,  .  .  der  Geraden  die 
Puncte  A\  B',  C',  D',  ..  derselben  so  entsprechen,  dass  mit 
ABC  und  A'B'C  die  Puncte  D  und  D',  E  und  £',  .  .  je  gleiche 
Doppelverhältnisse  bilden,  so  sind  die  Figuren  AB  CD.,  und 
A'B'C'D'  .  .  eollinear.  Das  Doppelverhältniss  von  je  4  Puncten 
der  einen  Figur  ist  dem  Doppelverhältniss  der  entsprechenden 
Puncte  der  andern  Figur  gleich  §.  3,  5j.  Möbils,  baryc  Calc. 
§.  226,  Collineare  Figuren  einer  Geraden  (Punctreihen)  werden 
proj  ectivische  Gerade  genannt.  Steiner  1832  syst.  Entw.  9. 
Der  Ausdruck  eollinear  ist  von  Chasles  1837  durch  homo- 
graphisch übersetzt  worden.     Vergl.  Stereom.  §.   5,  8. 

3.  Dem  unendlichfernen  Puuct  Q,  der  Figur  AB  .  .  ent- 
spricht der  Punct  Q,'  der  Figur  A'B'  .  .  ,  dem  unendlichfernen 
Punct  R'  der  Figur  A'B'  .  .  entspricht  der  Punct  R  der  Figur 
AB  . .  so  dass 


,^.  4.      Cülliuoaie  Fii^uri'ii  einer  (ieraden.  |  | 

iJBC'^)  =  (A'B'C'Q')  c  =  c'  :    '1^1 

A  P 
{ABCR)  =  {A'B'C'a:,)  c  :   ~  =  c' 

BH 

AR.Ä'Q'  =  BR  .B'Q'  =  .  . 

Steiner  a.  a.  0.  Die  Piincle  R.  Q'  sind  die  Gegenpuncte 
der  coUinearen  Figuren  genannt  worden  Magxls  Aufgaben  1833 
p.  45,  oder  auch  die  Brennpunete  derselben  Möbus  Leipz. 
Berichte   1853  p.   11  und   123. 

Wenn  die  Figuren  ähnlich  sind  c'  =  c],  so  fällt  Q'  mit 
R  auf  den  unendlichferneu  Punct  der  Geraden.  Wenn  Q'  mit 
R  auf  einen  endlichfernen  Punct  fällt,  so  sind  die  Figuren  in- 
volutorisch  (§.  6). 

3.  Wenn  S  ein  tautologer  Punct  i§.  2,  3  der  coUinearen 
Figuren,  und  M  die  Mitte  der  Q'R  ist.   so  hat 

SR  .  SQ'  =  SR-2  —  2MR  .  SR 

den  gegebenen  Werth  AR  .  A'Q' 

=  {AM  +  3IR)  {A'M—MR)  =  AM .A'M  —  AA' .  MR  ~  MR2 

folglich  ist 

SM2  =  (SR  —  MR)2  =  AM.  A'M  —  AA'  .  MR 

positiv  oder  negativ  oder  null.  SM  2deutig  bestiniml.  Daher 
giebt  es  zwei  tautologe  Puncte  S,  T  der  coUinearen 
Figuren,  welche  real  oder  conjugirt  imaginär  oder  vereint 
sind."  Die  Gleichungen  SR  -\-  TR  =  %MR,  SM  -\-  TM  =  0 
zeigen  beide  an,  dass  QjR  und  ST  concentrisch  sind,  ihre  ge- 
meinschaftliche Mitte  ist  M.  Steixer,  syst.  Entw.  16.  Die  tau- 
tologen  Puncte  sind  Collineationscentreu  (Magnus  ,  Doppelpuncte 
l)ei  Chasles.  auch  Brennpunete  genannt  worden. 

y.\m\?X  ABST=[A:b'ST:,  folglich  >4 4 '5 r,  =  BB'ST). 
d.  h.  alle  Chorden  AA' .  BB',  .  .  der  entsprechenden  Puncte 
werden  in  den  tautologen  Puncten  S.  T  nach  demselben  Doppel- 
verhältniss  RxSl')  =  SR  :  TR  getheilt.  Chasles,  Geom. 
sup.   133. 
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4.     Unter  der  Voraiisset/Aing   [AB CD)  =  [A'B'C'D')  ist 


AD  .B'D' 
BD  .A'D' 


AC.B'C 
BC^ÄX' 


Wenn  daher  2  Figuren  der  Geraden  collinear  sind,  so  werden 
die  Abseissen  o;,  x'  entspreehender  Puncte  durch  eine  Gleichung 

A  —  n'x  —  ^x'  +  xx'  =  0 

verbunden,  welche  sowohl  für  x.  als  für  x'  ersten  Grades  ist, 
und  deren  Goefficienten  A,  /<',  f^i  aus  den  Abseissen  von  3 
Paaren  gebildet  sind.  Möbils  1829  Grelle  J.  4  p.  105.  Aus 
den  Werthen 


A  —  fix' 
fl'  —  x' 


X  —  na' 


h  = 


fl'  —  h' 


findet  man 


a  —  Z)  = 


(A  -  nn'){a'  —  h') 
[fx'  —  a'){n'  —  h') 


u.  s.  w,,  folglich 

c  —  a       d  —  a 
c  —  b    '    d  —  h 


c' —  a'       d'  —  a' 


c'—b'    •    d'—  b 


,    il.  i.     [ABCD)  =  {A'B'C'D') 


Dieselbe   Gleichung    wird    durch    die   Gleichung   der    CoUi- 
nearität 


0 


ausgedrückt,  die  aus  den  Gleichungen  folgt,  durch  welche  a,  6, 
c,  d  an  a\  b',  c',  d'  gebunden  waren.    Vergl.  Determ.  1875  p.  32. 
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§.  5.    Involution  von  Paaren. 

1,  Wenn  [AB  CA')  =  (A'B'C'A),  so  sind  die  Paare  A 
und  ^',  B  und  B\  C  und  C  in  Involution,  d.  h,  die  Figu- 
ren ABCA'B'C  und  A'B'C'ABC  sind  collinear.  Der  Inhalt 
dieses  Satzes  nebst  dem  Namen  Involution  ist  von  Desargues 
1639   (Oeuvres  i   p.  119)  gegeben  worden.     Trigon.  §.  7,  19. 


§.  5.     Involution  von  Paaren.  13 

Beweis.     Aus  der  Yoraussolzuug 

(ÄBCÄ')  _  ^A'B-C'Ä)    .,.  I.    ^   :   ^j:  -  g^   :   ^^ 
folgt 

W--''ä-  =  WC---pA    ^■^■'iABCB')  =  iA'B'C'B) 

Daher  ist  auch  (5C'yl5')  =  [B'C'A'B  ,  aus  welcher  Gleichung, 
indem  man  BB'  durch  CC  ersetzt,  die  Gleichung  [BCAC' j  = 
[B'C'A'C]  oder  f^ßCC)  =  {A'B'C'C)  abgeleitet  wird.  Zu- 
folge der  Gleichungen 

[ABCA')  =   {A'B'C'A),         {ABCB')  =  {A'B'C'B), 
(ABCC)  =  {A'B'C'C) 

sind  die  Figuren  ABCA'B'C  und  A'B'C'ABC  collinear  !§.  4,  1). 

3.     Wenn   mit  2  Paaren  A    und  ^',    5    und  B'  jedes  der 

Paare  C  und  C,  Z)  und  D'.  .  .  in  Involution  ist.  so  sind  die 
Figuren 

ABCD  ..  A'B'C'D'  ..  und     A'B'C'D'  .  .  AB  CD  .  . 

collinear,  und  je  3  Paare  in  Involution. 

Wenn  mit  dem  unendlichfernen  Punct  der  Geraden  der 
Punctü/ein  Paar  bildet,  so  ist  [AB'Mcc]  =  [A'BxM)  d.  h. 
AÄI .  A'M  =  BM  .  B'M  =-  ...  Daher  ist  M  die  Mitte  (point 
central)  der  tautologen  Puncte  S.  T,  in  welchen  alle  Chor- 
den AA\  BB' .  ..  nach  dem  Doppelverhältniss  [MxST)  = 
SM  :  2'M  =  —  I  d.  i.  harmonisch  getheilt  werden  §.  4,  3'. 
ÜESARGiES  a.  a.  0.  Ghasles  Apercu  bist.  Note  X.  Geom.  sup. 
182  fif. 

Dabei  ist  ST  sowohl  mit  AB  und  A'B\  als  auch  mit  AB' 
und  A'B  in  Involution.  Denn  aus  den  Gleichungen  («ST" .4-4') 
=  —  1,  [STBB')  =  —  I  folgen  die  Gleichungen  [STAB]  = 
[STA'B'),  {STAB')  =  [STA'B].  Werden  ^ß.  ^'.B' beide  har- 
monisch getheilt  in  den  Puncten  C7,  F,  so  sind  U.  Y  sowohl 
mit  .44'  und  BB' ,  als  auch  mit  AB'  und  AB  in  Involution. 
Also  wird  mit  AÄ  und  BB'  auch  UV  in  den  Puncten  S.  T 
harmonisch  getheilt.  U.  s.  w.  Hesse.  Vorlesungen  aus  der  anal. 
Geom.  der  Geraden    1865  p.  76. 
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Wenn  durch  M  die  Gerade  MIK  beliebig  gezogen  worden 
ist,  und  wenn  mit  der  Geraden  ABC  die  Kreise  IKA,  1KB, 
IKC  die  Puncte  A\  B\  C'  gemein  lial)en,  so  sind  die  Paare 
AA',  BB\  CC  in  Involution,  weil  MI .  MK  =  MA  .  MA'  = 
MB  .  MB'.     U.  s.  w. 

3.  Die  Bedingung  der  Involution  [BCAA']  ==  [B'C'A'A), 
mit  welcher  die  Gleichungen 

{CABB')   =   {C'A'B'B)    und    {ABCC)  =   [A'B'C'C) 

congruiren  (1),  ist  nach  der  Definition  eines  Doppelverhältnisses 
congruent  mit   [BC'AA')   =    iB'CA'A),   also  auch  mit 

[CA'BB')  =  [C'AB'B)     und     [AB'CC)    =   {A'BC'C) 

Mit  derselben  Bedingung  congruiren  nach  §.  3  die  Glei- 
chungen 

{BCAB')  =  {B'C'A'B)  d.  i.    {BCA',  AB'C)  =   1 

(CABC)  =  [C'A'B'C)  d.  i.    [CAB',  BC'A')  =    1 

[ABCA')  =  [A'B'C'A)  d.  i.    {ABC,   CA'B')  =   1 

sowie  die  Gleichung 

{AB CA')   =  {A'B'CA)     d.  i.     {ABC,   CA'B')  =   1 
oder  auch 

BA  .  CB'  .  A'C  +  B'A'  .  CB  .  AC  =  0 
CB  .  AC  .  B'A'  +  CB'  .  A'C  .  BA  =  i) 
AC  .  BA'  .  CB'  +  A'C  .  B'A  .  CB  =  0 
AB'.BC  .  CA'   +   A'B  .B'C.C'A  =  0 

Die  letzten  i  und  die  ersten  3  (oder  die  folgenden  3)  Gleichungen, 
deren  jede  die  übrigen  bedingt,  sind  von  Desargues  a.  a.  O, 
aufgestellt  worden. 

4.     Die  Bedingung  der  Involution  von  3  Paaren  z.  B. 

{\ABC'A')  =  {A'B'CA)     d.  i.     AB' .  BC' .  CA'  +  A'B  .  B'C .  C'A  =  0 

giebt  zu  erkennen,  dass  die  Abscissen  ar,  x'  eines  Paares  durch 
eine  Gleichune; 


J^.   5.     fnvolution  von  Paaren. 
I.     X  —  i«  (^  +  x')  +  xx'  =  0 
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verbunden  sind.  d«M"en  CoefHeienlen  X,  fi  aus  den  Abscissen 
von  i  Fuaren  i^el)ildet  N\ei'den.  Vergl.  §.  4 ,  4,  Aus  den 
Werlhen 


X  — fix' 


X     =    , 


X  —  (xa 


h  = 


X  —  ixh' 


findet  man 


u.  s.  w.,  foIii;lich  z.  B. 

c' —  a        a'  —  a  c  —  a'        a  —  a'  ,ti>r>'A'\  /«'üV^^n 

— i    :    — ,    = i-,    : r'     'I-  '■     (ABCA  )  =   (A  B  CA) 

c  —  0        a   —  o  c  —  0         a  —  b 

oder 

II.     {a  —  h'){h  —  c'){c—  a)  +  {a>' —  h){h' —  c)  {c' —  a)  =  0 

Dieselben  Gleichungen  enthält  die  Gleichung  der  Involution 


III. 


die  aus  den  Gleichungen  1  folgt,  durch  welche  a,  5,  c  an 
a\  b\  c  gebunden  Nvaren,  und  die  von  der  Gleichung  der  Colli- 
nearität 


1 

a  -if  a 

aa 

1 

h  +   b' 

bb' 

=    0 

1 

c  +    c' 

cc' 

1 

a 

a'        aa' 

1 
1 

b 
c 

b'        bb' 
c'         cc' 

= 

0 

1 

a' 

a         aa 

nicht  verschieden 

ist. 

IJ 

enn 

1 

a 

+  «' 

aa' 

1 

a 

a  + 

a' 

[a'-a] 

1 

b 

+  b' 

bb' 

'     = 

l 

b 

b  + 

b' 

1    1 

c 
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1 
0 

c 
a' 

—  a 
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a 
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1 

1 

a 

a' 

aa' 

1 

h 

b   + 

b 

' 
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1 

1 

b 

h' 

bb' 

" 

1 

c 

f   + 

c 

cc' 

t 

c 

c' 
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1 
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Insbesondere  sind  die  Paare  AA'.  BB'.  CC  in  Involution  (III), 
wenn  aa'  =  bb'  =  cc',  oder  wenn  a  -\-  a'  =  b  +  b'  =  c  +  c' 
d.  h.  wenn  die  Chorden  AÄ,  BB'.  CC  coneentrisch  sind. 
Vergl.  Detenn.  a.  a.  0. 


§.  6.    Oleieliimgen  liarmoniseher  Paare. 

1.  Die  Paare  AA\  PP'  sind  in  Harmonie,  wenn 
{AA'PP')  =  —\,        AP.A'P'+AP'.A'P=0 

oder  in   den  Abscissen  der  Puncte 

{p  —  »){p'  —  a')  +  (i/— «)  iP  —  fl')  =  0 
PP'  —  hiP  +  P')  («  +  «')  +  ««'  =  0 
Wenn  die  Gleichungen  der  beiden  Paare 

ax-   +  2ß'.r  +   a"  =   0,         7r./-2  +  2n'x  +  n"  =   0 

gegeben  sind,  a  ■+■  a'  ^=  —  2u:a.  aa'  =^  a"  :  a.  u.  s.  w., 
so  ist  die  Bedingung  ihrer  Harmonie 

an" —  'lu'n'  +  u"n  =   ü 

durch  Composition  der  a.  2a'.  a"  mit  n" ,  — n' .  n  gebildet, 
Z.  B.  die  Paare  x'-  -+-1=0  und  x-  -i-  ^yx  —  1  :^  0  sind 
harmonisch. 

2.  Setzt  man  n"  =  Kn.  so  ist   (I) 

^    ,  u"  +  ).a 

In    =   , —  n 

u 

folglich  sind  in  Harmonie  die  Paare 

o.r'^   +  2a'.r  +   u"  =  0,         a-2   +    ,^- x  +  A   =   0 

a 

bei  jedem  /..  Insbesondere  (^  =  —  1  ist  mit  dem  Paar 
(tx-  ->r   ..   in  Harmonie  das  reale  Paar 

a"  —  « 

o-  '^   +    7 —  a-  —  1   =   0 

a 


§.  6.    fileicliuni^en  liaiiiiuiiisLlier  Paare. 

sowie  bei  jedem  f.i   das  Paar 

(a  +  n)x^  +  'lux  ■¥  a"  ■¥  n   =   U 
(I.  i.  ß.r2  +  'la'x  +  «"+  |U(.r-  +  1)    =   0 
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3.     Es  giebt  ein    bestimmtes  Paar  P,  P' .  welches  mit  den 
Paaren  A.  A'  und  B.  B'  in  Harmonie  ist.    Aus  den  Gleichungen 

pp' —  l{p  +  p'){a  +  a')  +  aa    =0  \  \      a  +  a'    aa'  1 

PP'  —  ÜP  +  P')ib  +  h')  +  bh'  =   0       folgt  1      b  +  h'     bb'   •  =  i) 

pp'  —  (i?  +  p')x  +  a;2    =    0  I   1      2«  ic2    I 


oder 


ß         « 

-  X         x^ 


=  0 


die  Gleichung  des  Paares  p.  p' . 

4.     Um    das   Paar  p.  p'  zu  berechnen,    kann  man  p  -i- p' 
=  2q.   p  — p'  =  2q\  pp'  ^^  q~  —  q''  setzen,   und  findet 


(I  = 


^q-a){q-a')-q'2    =   0,         {q  -  b){q  -  h')  -  q''^   =   0 

aa'  —  bb'  ,._,  {a — &)(«  —  ^')(«'  —  ^){^' — ^') 


Wenn  a,  a'.  b,  b'  die  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung 
4ten  Grades  sind,  so  kann  a  entweder  mit  a' ,  oder  mit  b.  oder 
mit  b'  dergestalt  gepaart  werden,  dass  q"^  positiv  wird,  und 
dass  mit  den  beiden  Paaren  der  4  Wurzeln  ein  reales  Paar  p,  ;/ 
in  Harmonie  ist.  Hierauf  gründet  sich  Legendre's  Transformation 
der  elliptischen  Integrale.    .Transc.  ellipl.    1793  n°  ö. 


5.      Um    das    Doppelverhältniss     der   Paare    c(x-  -\-  .  . 


und  /?a 


k  =   {AA'BB')  = 


{b  —  a){b'  —  a') 
{b  ~  a'){b'  —  a) 


durch  die   Coefficienten   ihrer   Gleichungen   auszudrücken,    bil- 
det man 

Baltzer,  anal.  Geom.  2 
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1  +  k    _    {a  +  a'){b  +  b')  —  laa   —  2bb' 

—  uß"  +  2u'  ß'  —  a  "  ß 

2  -/ß'^—  aa"  YJ"i  -  ßß '' 

Entsprechend    den    Werthen    i^-   und    —9"   dieser   Formel   findet 
man  für  k  die  reciproken  \Yerlhe   ;§.  3,  'i) 


.»  —  1 
d  +  1 


-     ^  +  1 


In  der  Thal  werden  ^1  und  A\  B  und  B'  durch  die  gegebenen 
Gleichungen  nicht  unterschieden.  Bei  '/  =  0  sind  die  Paare 
in  Harmonie  i  .  Vergl.  Sai.mox  Conics  1855  n°  343,  1873 
n»  335. 

6.  Wenn  die  Gleichungen  eine  Wurzel .  die  Paare  einen 
Pvuict  gemein  haben,  so  ist  k  null  oder  unendlich.  0-  =  1, 
milliin  die  Kesultanle  der  Gleichungen  ax'-  ■+■   .  .   inul  ßx'-  ■+■  .  . 

A{uu"  —  u'-^){ßß"  —  ß'-^)  —  [aß"  —  -laß'  +  u"ßY  =  0 

BooLE  I8i5  Grelle  .1.  3i  p.  3'(.  Dieselbe  Gleichung  ist  in  der 
Gestalt 


ß    ß' 


a      a  a     a. 

ß'     ß"\'^\ß     ß" 


bekannt.    Determ.  §.11.    \\.    Für  den  gemeinschaftlichen  Punct 
findet  man  nacli   Kliniination  a on  x-  die  Gleichuuü 


ß     2« 

ß     2^' 


ß      a 

ß   '  ß' 


=   0 


Anmerkung.  Eine  Gleichung  4len  Grades  für  x  bestimmt 
ein  Quadrupel  von  Puncten,  die  auf  3  verschiedene  Arten 
in  Paare  vertheilt  werden  können.  Daher  ist  das  Doppelver- 
hältniss  des  Quadru])el  6 deutig  bestimmt,  die  Wurzel  einer 
reciproken  Gleichung  6ten  Grades  mit  einer  Resolvente  3teu 
Grades     §.3,  2). 


7.     Involutionen.  i9 


§.  7.    Involutioueu. 


1.     Die  Paare  AA\   BB' .   CC  sind  in  Involution,  wenn 

j   1      a  +  a'     aa    1  ,  a      a'     a"  | 

1       6  +  fc'     &&'      =   0     d.  i.     i  ^     ^'     ^"1   =   0 


1      c  -k-  c'     cc' 


y    Y    y 


Dieser     Bedingung     gentigen     /   =  «  -h  /./i,     y'  =  a'  -i-  /.,i', 
y"  =  «"-+-  Xß".     Also  sind  in  Involution  die  Paare 

u  =   ux-  +  2a'x  +  a"  =   0 
V  =  ßx^  +  2ß'x  +  ß"  =   0,         u  +  ;.r   =   ü 

bei  beliebigem  l.     In  der  That  ist 

a{c  —  a){c  —  u')  +  lß[c  —  h)[c  —  h')   =  0 
a(f'  —  «)(c'  —  d')  +  /^?(c'  —  6)(c'  -  6')   -=   U 

folglich 

{c-a){c^a')    _     {c'-a^-a')     ^    .       ^^^^,^.     ^  ^^'ß'c'C) 
[c —h)[c  —  h)  (c    — &)(c   — ^) 

u.  s.  w.    (§.  5,    1i.      Chasles  Geom.   sup.    220.      Salmon    Conics 
1855  n°  344. 


2.  Wenn  ein  Punct  des  Paares  u  +  Zi?  =  0  der  unend- 
lichferne Punct  ist  d.  h.  «  +  Xß  =  0,  so  erhält  man  für  das 
entsprechende  Gentrum  M 

u     2  a'  \  Iß     a"  \ 

,\x+\  „   '    =    0 

■\  ß     2ß'\  \  ß     ß 

welches   auf    den   gemeinschaftlichen    Punci    der    Paare    n  =  0. 
y  =  0  fallt,  wenn  ein  solcher  existirt  (§.  6,  6,. 

\\'enn  die  Puncte  des  Paares  u  -\-  Ar  =  0  zusammen- 
fallen, so  erhiilt  man  für  den  taulologen  Punct 

ax  +  u'  +  ?.{ßx  +  ß')   =   0      und      a'x  +  u"  +  ).{ß'x  +  ß")   =   0 

folglich 
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ax  +  a       a  X  +  a 

ßx  +  ß'     ß'x  +  ß' 


=    0 


I  «      ax  +  a       a  X  +  a 

d.  i.     I  ß      ßx  +  ß'     ß'x  +  ß' 
10  0 


=  (»     oder 


a  u  a"  \ 
ß  ß'  ß"  I 
1      —X      x^ 


Deiiinacli    siiebt   es    2    tiiuloloizc   Puncte,    in   welchen    die  Paare 
2<  =  0,  %■>  =  0  beide  hannonisch  getheiil  werden     §.  (5.  2i, 

Wenn  der  Nnlipuncl  auf  die  Mitte  M  der  tautologen  Puncte 
fällt,  so  hat  in  der  Gleichung  der  tautologen  Puncte  x  den 
Coeffieienten  0  d.  h. 


tt    a 

ß     ß' 


=  0,       MA.MA'  =   MB.  MB' 


Wenn  die  Paare  »  =  0.  r  =  0  einen  Punct  gemein  haben, 
so  fallen  die  tautolosen  Puncte  zusanunen  und  zwar  auf  den 
gemeinschaftlichen  Punct  der  Paare ,  wie  dessen  Gleichung 
anzeigt. 

3.  Es  giebt  ein  bestimmtes  Paar  PP\  welches  sowohl  mit 
den  Paaren  AA'  und  BB\  als  auch  mit  den  Paaren  CC\  DD' 
in  Involution  ist.     Aus  den  Gleichuneen 


1 

a  +  a' 

aa' 

1 

c  +  <-' 

cc' 

1 

h  +  h' 

hh' 

=   0 

1 

d  +  d' 

dd' 

1 

P  +  P' 

1>P' 

l 

P  +  p' 

PP' 

oder 


).l)p'  +  ?.'{2)  +  ij')  ■¥  X"  =  0 

Upp'  +  fi'  [p  +  p')  +  n"  =   0 

PP'  —   -'-{p  +  p')  +  x-^   =  0 


folst 


A 

X' 

;. 

1 

—  x 

X 

=  Ü 


tlie  Gleichung  des  gesuchten  Paares,   welches  mit  2  bestinnnten 
Paaren  LL'  und  MM'  in  Harmonie  ist   i§.  6,   2). 


4.     Die  Abscisse   eines    tautologen    Punctes    der   durch  die 
Paare  m  =  0,    v  =  0   gegebenen    involutorischen    Figur   macht 


§.  7.    Involutionen.  21 

die  Üiscriminanle  der  Fiinelion  u  -\-  Iv  indl.  Versteht  ni;in 
unter  m,  v  die  (homogenen  Formen  desselben  (ii-ades  von  x,  t, 
wek'he  bei  /  =  I  mit  den  gegebenen  Functionen  von  x  über- 
einstimmen, so  \\ird  das  System  für  X,  x 

iliscr((f  +  At')   =   0,         u  +  Iv   =  0 
ersetzt  durch  das  System 

^u    ,     .  bv  ^^  ÖM        ,  hv 

o.T  fix  d(  i)t 

mit  der  resuitirenden  Gleichung 


hu  ör    [ 

ö.T  bx 

ÖM  bv 

bi  ¥ 


j      •        b(H,v) 

b{x,  f) 


Diese  Fluxionen- Determinante  heisst  nach  Sylvester  Philos. 
Trans.  1853  f.  143  p.  476  die  »JxcoBi'sche  Covariante«  der 
Formen  u,  v,  ein  durch  diese  Gleichung  bestimmter  tautologer 
Punct  ist  ein  «Jacobi'scher  Punct«  der  Paare  «  =  0,  v  =  0. 
Vergl.  Determ.  §.  11,  19.  §.  12,   1. 

5,  Wenn  (Uirch  n,  v  gegel)ene  F'unctionen  mten  Grades 
von  X  bezeichnet  werden,  so  sind  die  Grup})en  von  je  m  con- 
jugirten  Punclen  m  =  0,  y  =  0,  m  +  A^'  ^  0  in  Involution 
weiteren  Sinnes.  Sturm  hatte  1826  Gerg.  Ann.  t.  17  p.  173 
gefunden,  dass  auf  einer  Geraden  durch  die  Linien  und  Flächen 
2lter  Ordnung  m  ==  0,  «?  =  0,  «  -i-  Ar  =  0  Paare  von  Puneten 
bestimmt  werden,  die  in  Involution  sind.  Dieser  Satz  ist  von 
PoNCELET  1843  C.  R.  t.  16  }).  933  zu  der  Definition  verwendet 
worden,  dass  auf  einer  Geraden  durch  die  Linien  oder  Flächen 
mter  Ordnung  «  =  0,  v  =  0,  u  -^  Iv  =  ^  Gruppen  von  je 
m  Puneten  bestimmt  werden ,  die  in  Involution  ??iten  Grades 
sind.  Vergl.  JoNQüifeRES  1859  Ann.  di  Mat.  t.  2.  p.  86.  Cremona 
Curve  piane  n°  21.  Salmon  Gonics  1873  n"  344.  Eggers  Gru- 
nert  Archiv  55  p.  337.  Durch  einen  gegel)enen  Punct  wird  X 
eindeutig,  mithin  eine  Gru])pe  C  bestinunt,  welche  mit  den 
Gruppen  A  und  B  in  Involution  ist  dergestalt,  dass 
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«(c,-«,)  ..  (c,-«,„)  +  A^(cv-ft,)  ..  (c,-/v)   =    0 
r  =   1;  2,  .  .  ,  ?)^ 
folglich 

ici-a,)  ..  (c,  — ff,J    ^    (V:-  «])  ••  (t^-fe— «,J 

d.  i.     iA,B,C.C,){A,B,C^C,)  ..  (A^^AnCiC,)   =   1 

Die  Gruppe  a  +  Xß  =  ü  enthält  //(  eonjugirte  Punele,  deren 
einer  unendlichfern  ist.  Jede  Gruppe  discr(i<  -4-  /?;)  =0  ent- 
häll  unter  m  conjugirten  Puncten  einen  tautologen  (Jacobi'schen 
Punct,  der  auf  einen  der  conjugirten  Puncte  fällt.  Die  Abscisse 
dieses  Puncles  ist  durch  eine  Gleichung  2  [m  —  I  ten  Grades 
bestimml   (i),  d.  h.  es  existiren  'im  —  2  tautologe  Puncte  C. 

6.  Unabhängig  von  den  vorstehenden  Betrachtungen  (5; 
ist  die  Involution  höh  er  n  Grades  von  Mobil  s  Leipz.  Be- 
richte 1835  p.  23  und  123.  IS3(j  p.  lii  auf  folgende  Art  deti- 
nirt  worden. 

Wenn  aus  den  Gruppen  A^A.,  ..  A^^^,  ^^v^i  ••  ^m' 
CjC.2  .  .  C„j,  ..  von  je  m  conjugirten  Puncten  2  Figuren  so  ge- 
bildet werden  können,  dass  dem  1  ten,  2 ten,  ..,  ??iten  Punct 
einer  Gruppe  als  Puncten  der  ersten  Figur  der  Reihe  nach  der 
2te,  3te,  ...  I  te  Punct  derselben  Gruppe  als  Puncte  der 
z^^eiten  Figur  mit  derselben  bestimmten  Correlalion  Verwandt- 
schaft! entsprechen,  so  sind  die  Gruppen  .4,  /?,  C,  . .  in  Invo- 
lution ?;/ten  Grades.     Wenn   z.  B.    [vi  =  3     die  Figuren 

^,  ^2 -I3 -ßi  ^2 B,  Q  6'2 C,  .  .     und     A,  A.  A ,  B^ £3 Bi  C^ C^C^  .  . 

gleich  und  ähnlich  sind ,  oder  collinear ,  oder  in  einer  andern 
bestinunten  Gorrelation,  so  sind  die  (iruppen  A^  B,  C,  ..  in 
Involution  3  ten  Grades   (lernär). 

Eine  Figur  ist  symmetrisch,  wenn  sie  sich  selbst  auf  mehr 
als  eine  Art  gleich  und  ähnlich  ist  (Möbus  Leipz.  Berichte  1831 
p.  19.  Vergl.  Planim.  §.6,  7);  involutorisch,  wenn  sie  zu 
sich  selbst  auf  2  oder  mehr  Arten  dieselbe  Correlation  hat. 
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7,  Wenn  die  IMiiurcn  XX^X.^  ..  und  X\X.^_X.j^  ..  coli  in  cm  r 
sind,  und  dem  uncndlichfernen  Puncl  der  zwcMton  Figur  der 
Puncl  i?  der  ersten  Figur ,  dem  unendlichfernen  Puncl  der 
ersten  Figur   der  Puncl   Q  der  zweiten  Figur  entspricht .   so  ist 

RX .  QXi  =  i?X,  .  QX,  =  BX, .  QX,  =  .  . 

(1.  li.     x{Xf  — «)  ^  Xi{x-2  —  «)  =  X2{x-j  —  a)  -=  .  .  ^   b ,     tVilL'licli 

b 


b 

(.-2     =     rt    + 

Xy 

= 

b         b 

u  H 

a  +    X 

b 

Xt 

= 

b        b 

a  H 

«  +   a  + 

b 

X 

u.  s.  w.  Die  Kettenbrüche  x^.  iCg,  ..  sind  Quotienten  ganzer 
Functionen  ersten  Grades  von  x. 

Die  Gruppen  X  sind    in    eollinearer  Involution   ??(tcn 

Grades,  wenn  ^^  auf  2f  fällt,  also  unter  der  Bedingung,  dass 

für  alle  x 

m  =  2  ,         X  =   a  +  — 

a  +   X 

b        b         b 

m  =  S ,        X  =    a  H — 

a  -k-    a  +    X 

u.  s,  w.  Diese  Gleichungen  sind  5ten  Grades  für  x.  Allen 
diesen  Gleichungen  genügt  ein  Werth  x  der  Art.  dass 

X  =  a  -^ x-  —  ax  —  b  =   y) 

X 

Daher  ist  jede  der  Functionen  2ten  Grades  von  x.  welche  null 
sein  sollen  für  alle  x,  von  x-  —  ax  —  h  nur  durch  einen  von 
X  unabhängigen  Factor  verschieden,  nämlich 

m  ^    2  ,         C2(a?2  —  (ij;  —  i)^ 

m  =   3  ,         c^{^-  —  «-^  —  &) 

u.  s.  w.  Diese  Functionen  sind  nur  dann  null  für  alle  x^ 
w  enn  c.2  =  0 ,  Cg  ==  0  ,  ...  Indem  man  in  den  obigen  Glei- 
chungen x  =  0  setzt,  erhält  man  statt  c.^  =  0,  Cg  =  0,  .  . 
die  Gleichungen 
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w  =  2,         0  =  a 

h 

m  =  S  ,         0  =  a  -I 

a 

h         b 

ni  ^  4  ,  0  =  ff  +  — 

a  +    a 

deren  \^ eitere  Entwickelung   und  Verwendung   Möbiis  a.  a.  0. 
gegeben  hat. 

§.  8.    Harmonische  Centren  und  Polaren. 

1.  Eine  Form  homogene  Function)  n?ten  Grades  der  Ver- 
haltnisse Q/?,  :  FB^j  .  .  ,  QBf^  :  PR^i  nach  welchen  die  Strecke 
QP  in  n  durch  die  Gleichung  m  =  0  conjugirten  Puncten  R 
getheilt  ist.  werde  durch  (f  bezeichnet,  und  Q,  an  P  in  Bezug 
auf  die  Puncte  m  =  0  durch  die  Gleichung  ^  =  0  gebunden. 
Die  Gleichung  qp  =  0  ist  ?nten  Grades  für  die  Abscisse  des 
Puncles  Q,  und  (n  —  ?/<Uen  Grades  für  die  Abscisse  des  P;  sie 
bestimmt  daher  einem  gegebenen  Punct  P  entsprechend  m  con- 
jugirte  Puncte  Q,  und  einem  gegebenen  Punct  Q  ents])rechend 
n  —  m  conjugirte  Puncte  P. 

Die  Gleichung  fjp  =  0  und  die  zugehörige  Correlation  der 
Puncte  P,  Q,  R  ist  projectiv  §.  13,  10  ,  weil  nach  Division 
durch  die  mi&  Potenz  eines  der  n  Verhältnisse  statt  r^r  =  0 
eine  Gleichung  bleibt,  welche  n  —  1  Doppel  Verhältnisse  ver- 
bindet z.  B. 

[QPR,R,),     (QPSoRJ,  ..  ,     (gPi?,_ii?J 
3.     Vermöge  der  Gleichung  rp  =  0 


QR^       QR^  QR^ 


PRt       PRo  PR. 


'■     "        PRi       PR.        •  •   —    " '        PQ  PR,'^  ■■   '^  PR^^ 

ist  PQ,  das  harmonische  Mittel  der  PPj ,  PP2  •  •  •  1  und  Q  heisst 
das  dem  Punct  P  entsprechende  harmonische  Centrum  der 
Puncte  R.     Poncelet    1828  Grelle  J.  3  p.  232. 
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Bezeichnet  man  durch  QR  :  PRy^i  die  Summe  der  Pro- 
ducte  von  je  m  verschiedenen  Verhältnissen  Q,R^  :  PRy ,  .  .  , 
QR^  :  PRf^,  so  heisst  cU'r  durch  die  Gleichung  {QR  :  PR)^  =  0 
w deutig  l)estimmle  Punct  Q,  ein  dem  Punct  P  entsprechendes 
harmonisches  Centrum  wten  Grades  der  Puncle  R. 
Grassmann  1842  Grelle  J,  24  p.  271.  Vergl.  Salmon  Plane  curves 
1852  n°  57.  Jonqui^res  Liouv.  J.  1857  p.  249.  CREMONa  Curve 
piane  1862  art.  3.  Briot-Bouqüet  Compl.  de  la  geom.  anal. 
1864  p.  18i. 

Durch  Multiplication  mit  dem  Product  aller  PR  :  QR  geht 
jede  Combination  mVen  Grades  der  QR  :  PR  über  in  eine  Com- 
binalion  [n  —  mUen  Grades  der  PR  :  QR^  also  geht  die  Glei- 
chung [QR  :  PR)tn  =  0  über  in  die  Gleichung  [PR :  QR)n—m  =  0, 
d.  h.  wenn  Q  ein  dem  P  entsprechendes  harmonisches  Centrum 
7?üen  Grades  der  Puncte  R  ist,  so  ist  Pein  dem  Q  entsprechen- 
des harmonisches  Centrum   [n  —  772] ten  Grades  der  Puncte  ß. 

Anmerkung.  Durch  Multiplication  mit  P/?^"'  geht  die  Glei- 
chvmg  [QR  :  PR),„  =  0  über  in 


Cm'«''  1^'^"  •■),„  = 


Wenn   nun  Pauf  den  unendlichfernen  Punct  fallt,  so  bleibt 
[QE,,  QR,,  ..  )„,   =  u 

eine  nicht  projective  Gleichung,  vermöge  deren  Q  ein  dem  un- 
endlichfernen Punct  entsprechendes  harmonisches  Centrum  mten 
Grades  der  Puncte  R  ist,  und  ein  Centrum  mten  Grades 
der  Puncte  R  heisst.  Das  Centrum  I  ten  Grades  der  Puncte 
R  ist  ihr  Schwerpunct,  Punct  mittlerer  Distanz. 

3.     Durch  Absonderung   der  Cond)inationen  ,    \\elche  eines 
der  Verhältnisse  QR  :  PR  enthalten,  findet  man 

/QR,     QJi2       \    _   mrQRj       \  .    (QR2       \ 

\PR,  '    FR2'      '  ),n  FR,  \PB2  '   ■  ■  )m  -  1  lPi?2  '    ■  ■  }m 

Also  kann  die  (ileichuug  QU  :  PR  ,^1  =  0  nach  Multiplication 
mit  PR^  ersetzt  werden  durch 
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Wenn  Qi2,  =  0,  so  ist  f%^',  . .)    =  0.  d.  h.  ein  a  fülU 

auf  einen  der  Puncle  R,  wenn  dieser  sell)sl  ein  harmonisches 
Cenlrum  desselben  Grades  der  ül)rigen  Pnncte  R  ist. 

Wenn   Pi?.    =   0 ,    so    ist    (-IR^i $~ ,  .  ?\  =   0,  d.  h. 

ein  dem  R^  entsprechendes  harmonisches  Centrum  /«ten  Grades 
der  R  fällt  auf  R^ ,  die  übrigen  sind  die  dem  R^  entsprechen- 
den harmonischen  Centren  [m —  l)ten  Grades  der  R^,  R^,  ... 
L.  B.  Von  den  dem  R^  entsprechenden  harmonischen  Centren 
2ten  Grades  der  /?j ,  i?., ,  R^  füllt  eines  auf  /?, ,  das  andre  auf 
Q,  so  dass 

4.  Um  aus  der  Gleichung  für  R  die  Gleichung  für  Q  zu 
formiren,  setzt  man,  wenn  u  =  0  die  Wurzeln  x^,  x^^  .., 
^n  hat, 

und  findet   [QR  :  Pi?),„ 

Denn  die  vorliegende  Formel  umfasst  \\  Glieder,  deren  jedes 

das  Product  von  m  Binomien  ist;  die  Entwickelung  eines  jeden 
Products  beginnt  mit  1.     Die  Formel  enthalt  ferner 

ein  Glied,  welches  durch  eine  der  Grössen      -     z,  B.  durch 

— -    theilbar   ist,    sovielmal   als   es   Gombinationen    [m  —  'l)ten 

ri  '  ^  ' 

Grades  der  Binomien  1  —  — ,    1  —  -  ,  .  .  aiebt  d.  i.  (  "  ~  ,  |mal; 

ein  Glied,  welches  durch  zwei  der  Grössen  — ^  z.  B.  durch 
— -    -      theilbar  ist,  sovielmal  als  es  Gombinationen  [in  —  2)ten 
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Grades   der  Binoiiiicii    I  —  -  .   ..    szieltt   d.   i.   (  „Irnal: 

u.  s.   \v.      Dabei   ist 

{n  —  k)l  «!  »i!  k'.{n  —  k)\ 


weil 


(n  —  »i)!(w  —  k)\  m\{n  —  m)'.  k'.  (tn  —  k)\  n\ 

Während 

\\  ie  die  Goefficienten  sieh  verhalten ,  w  eiche  in  der  durch  Po- 
tenzen von  X  —  p  ausgedrückten  Function  u  die  0  te .  1  te. 
Ste.   .  .  Potenz  haben. 

5.     Die  Gleichungen  [QR  :  PE  ^  =  0,     QR:PE]r^-i  =0. 
QR  :  PR)n  —  2  =  0,   .  .  sind  nach  iii   congruent  mit 

oder  nach  Division  durch  5",  q"'~^^  (?"~^,   ..  congruent  mit 

(i_i)  =„,   (i-i)     =„,   (i-i)     .„,.. 

V3         'Vn  \q         rj„-y  \q        r/n-2 

Es  entspringen  aber  aus  der  Identität 

(i_i)  =('_'.)('-_±)..(i_i) 

durch  fortgesetzte  Differentiation  nach  —  die  Identitäten 


\q        rjn  \q         rjn-l 

(i_n"  =  2;(i-i) 

Vg         r/»  \q        r)n  —  \ 

C-iv"  =  3  1  (i-i) 

V?        rJn  \q        r)n- 
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11.  s.  w.  Denn  das  Product  von  n  —  2,  n  —  3,  .  .  bestimmten 
Binomien  entsteht  durch  Differentiation  von  je  2 ,  3 ,  . .  be- 
stimmten Gliedern  der  Iten,  2ten,  ..  Fhixion  Differentialquo- 
üent,  Derivation). 

Also    sind    die    obigen    Gleichungen    der   Reihe   nach    con- 
gruent  mit 

(i_i)  _„,  (i_iy  _o.  (i-i)".«,.. 


6.  Wenn  Q,  die  Abscisse  x  hat,  d.  h.  q  ^=  x  —  ;?,  so 
^vird   die   durch    Potenzen   von   q  ausgedrückte  Function  u  null 

bei   g  ==  ?-| .   r.y.   ...    gleichwie  il — -~|  .     Also  hat  man 
fl_l)     =    Cn,       (1-1)     =^' 

so  dass  C  von  q  unabhängig  ist. 

Unter  M  werde  nun  die  Form  der  x,  t  verstanden,  welche 
iiei  t  =  1  mit  der  gegebenen  Function  von  x  übereinstimmt. 
Dann  wird  die  Form  u  durch  qn  dividirt ,  indem  man  die 
Variablen  x,  t  durch  q  dividirt.  und  nach  der  von  Cauchv 
Resume  1823   p.  ö4  eingeführten   symbolischen  Bezeichnung  ist 

Daher  erhält  man 

(1_1)'=    c{läx^lAu:d'- 
\q        r)n  \ox  öf     J  q 

indem   man  in  den  Fluxionen   .    .    .,   und  in  den  Differentialen 

ox       of 

für    X.    t  die   Werthe  ^^ ^,    — ,     also    dx  =  pd  —  ,  dt  =  td  — 

q        '     q  ^       q  q 

setzt,  so  dass   die  Gleichung  für  q 
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time-li  die  (iloicliuiiii   für  die  Abscisse  x  des  Ci 

bei    t  =  \   vertreten    wird.      Illtciiso    wird    die   (ileicliiiiiL:   lür  7 

('-')"  =  " 

diin-li  die  Gleicluiiiii  lilr  x 


/     ö  ö\2 


ersetzt.     U.  s.  w  . 


/      0  0  \"» 

7.     Die  Form  v  =  (■'"oNr   +  ^0^7  I    "  der  x.  t  vom   n  —  m  ten 

Grad,  welche  man  aus  d'"^u  dadurch  ableitet,  dass  man  dx.  dt 
durch  Xq,  Iq  ersetzt,  wh'd  die  7Hte  Polare  Emanante:  der 
Form  u  in  Bezug  auf  die  Werthe  x^,  t^  der  Varial)len  genannt. 
Demnach  heisst  die  Gruppe  Q'v  =  Ol  die  /«te  Polare  der 
Gruppe  R{u  =  0)  für  den  Punct  P  oder  die  7rtte  Polare  des 
Punctes  P  in  Bezug  auf  die  Gruppe  R.  Die  successiven  Polaren 
des  Punctes  P  in  Bezug  auf  gegebene  Linien  und  Flächen  sind 
von  BoBiLLiER  1827  Gers.  Ann.  18  p.  137,  19  p.  MO  und  302 
der  Polare  eines  Punctes  in  Bezug  auf  eine  Linie  und  Fläche 
2ter  Ordnung  nachgebüdet,  von  Joachimsthal  1846  Grelle  .1.  33 
p.  373  aus  einem  neuen  Gesichlspunct  gezeigt  worden.  Vergl. 
Plücker  1830  Grelle  J.  5  p.  3'i.  Stelner  1848  Grelle  J.  47  p.  1. 
Sai.mox  Lessons  1839  n°  78.  Glebsch  binäre  Formen  1872  p.  12. 
Vorlesungen  über  Geometrie  (ed.  Lindemann j  p.  203.  Die 
Gruppe  der  einem  gegebenen  Punct  entsprechenden  harmoni- 
schen Centren  [n  —  m)  ten  Gi'ades  der  Puncle  E  ist  nach  dem 
Obigen  nicht  verschieden  von  der  /«ten  Polare  des  P  in  Bezug 
auf  die  Puncte  i?. 

Die  letzte  der  congruenten  Gleichungen 
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welche  für  P  die  m\e  Polare  der  R  definiren,  zeigt  die  mte 
Polare  der  R  als  die  lle  Polare  der  [m  —  1)ten  Polare  der  i?, 
als   die    2te   Polare   der  [m  —  2)ten  Polare   der  i?,  ii.  s.  w. 

Wenn  Q  ein  Punct  der  mten  Polare  der  R  für  P,  so  ist 
nach  (2)  P  ein  Punct  der  (n  —  ??i)len  Polare  der  R  für  Q, 
d.  h.  mit  der  Gleichung 

congruirl  die  Gleichung 


H     =     0 


welche  man  aus  jener  ableitet,  indem  man  p.  x,  m  durch  a?, 
p^  n  —  ni  ersetzt.  Die  Congruenz  dieser  Gleichungen  kommt  in 
Joachimsthal's  Satz  zur  Anschauung. 

Hiernach    bestinuut   man    für    P  die    [n —  l)te,    (n  —  2)te 
Polare  der  R  durch  die  (ileichungen 

welche  u  voraussetzen,  wie  es  bei  x  =  p  sich  ergiebt. 


Capitel  IT. 
Winkel,   Flächen,   Projectionen. 


§.  9.    Winkel  von  zwei  (xer.-ideii. 

1.  Wenn  die  Puncte  A,  B  auf  einein  Kreis  liegen,  so  isl 
der  Bogen  AB  unendlichdeutig  auf  2  Arien ,  denn  ein  Punct 
kann  den  Kreis  von  A  bis  B  in  dem  einen  Sinn  und  in  dem 
conträren  Sinn  so  durchlaufen,  dass  er  den  Endpunct  B  kein- 
mal oder  einmal  oder  zweimal  u.  s.  \v.  überschreilet.  Um 
über  den  Sinn  der  Fortschreilung  auf  dem  Kreis  7ai  urtheilen, 
muss  man  die  zu  lieiden  Seiten  der  Ebene  des  Kreises  liegen- 
den (durch  die  Ebene  getrennten)  Riiume  unterscheiden.  Man 
stellt  sich  ins  Centrum  des  Kreises ,  den  Kopf  auf  die  eine 
Seite,  und  hat  sich,  indem  man  den  den  Kreis  durchlaufenden 
Punct  mit  dem  Auge  verfolgt,  entweder  linksum  oder  rechtsum 
zu  drehen  (gegen  den  Uhrzeiger,  mit  dem  Uhrzeiger).  AYenn 
der  Beurlheiler  sich  auf  die  andre  Seite  der  Ebene  stellt,  so 
erhält  er  über  den  Sinn,  in  welchem  der  Kreis  durchlaufen 
wird,  das  conträre  Urtheil. 

Nachdem  der  positive  Sinn  der  Ebene  d.  h.  der  Sinn 
der  Drehung,  bei  welcher  positive  Bogen  beschrieben  werden, 
für  die  Ebene  willkürlich  festgesetzt  worden  ist,  hat  der  Bogen 
AB  einen  eindeutig  bestimmten  Werth ,  welchem  eine  beliebige 
(ganze)  Anzahl  Peripherien  addirt  oder  sublrahirt  werden  kann. 

3.  Der  Winkel  ab  der  Geraden  a,  b  der  Ebene  wird 
durch  ASB  ausgedrückt,  wenn  die  Geraden  den  Punct  S  ge- 
mein haben,  und  SA,  SB  positive  Strecken  der  Geraden  a,  b 
sind  fS.  1).     Zu  seiner  Bestinununs  ist  es  erforderlich,  dass  die 
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positiven  Richtungen  der  J)eiden  Geraden  und  der  positive  Sinn 
der  Ebene  festgesetzt  worden  sind. 

Unter  der  Grösse  des  Winkels  wird  sein  Arcus  verstan- 
den, d.  h.  das  Verhültniss  eines  dem  Winkel  eingeschriebenen 
Kreisbogens,  dessen  Centrum  der  Scheitel  ist,  zu  dem  Radius 
des  Kreises :  also  auch  der  Kreisbogen  unter  der  Redingung, 
dass  der  Radius  die  Längeneinheit  ist.  Wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Figuren  haben  gleiche  Winkel  denselben  Arcus,  und  Winkel, 
welche  denselben  Ai'cus  haben .  sind  einander  gleich  !  Planim. 
§.13,  8).     Es  ist 

arclSOO   =   n,       art,»"   =   —^   =   *  :   — 

180  71 

180 
und  X  der   Arcus    des    Winkels    von    — x   Grad.     Dem    Arcus 

kann  2 t/r   addirt    oder  subtrahirt    werden,   wenn  k  eine  ganze 
Zahl  ist     I  .     Der  m[e  Theil  eines  Winkels  ist  mdeutig. 

Die  Geraden  der  Ebene,  welche  einen  Punct  gemein  haben, 
sind  durch  die  Winkel  Anomalien  i  bestimmt,  welche  sie  mit 
einer  unter  diesen  Geraden  bilden.  Die  Winkel,  welche  hori- 
zontale Richtungen  mit  der  Südrichtung  bilden,  heissen  Azi- 
mut he.  Declinationen.  Winkel  von  Geraden  mit  einer  Ver- 
ticalen  gebildet  heissen  Elonga tionen.  Winkel  von  Geraden 
mit  einer  horizontalen  Ebene  gebildet  heissen  Höhen,  Ele- 
V  a  tionen,  D  e  jj  r  e  s  s  i  o  n  e  n ,  1  n  c  l  i  n  a  t  i  o  n  e  n . 

Die  scheinbaren  Oerter  des  Punctes  C  l'ür  die  Staud- 
])uncte  A.  B  sind  die  Richtungen  AC.  BC:  wenn  man  von  A 
nach  B  geht,  so  verändert  sich  der  scheinbare  Ort  des  C.  die 
Richtung  AC  und  der  ^^'inkel  ACB.  Der  Winkel  ACB  heisst 
die  Parallaxe  des  C  für  die  Standpuncte  A.  B,  und  ist  die 
scheinbare  Länge  der  Strecke  AB  für  den  Standpunct  C. 

3.  Wenn  die  Geraden  a,  b.c..  der  Ebene  einen  Punct 
gemein  haben,  so  ist  unter  den  Voraussetzungen   (2) 

rtZ;  +  i«   =   0;        ba   =  ~  ab   =   Ikn  —  ah     {h  =  0,    +1,    +2,   .  .  ) 

ab  +  bc  +  ca   =  0  ,       bc  =   ba  +  ac  =  ac —  ab     (  Vergl.  §.   1.  3) 

ASB  +  BSA   =  0,      ASB  +  BSC  +  CSA  =  0 
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Wenn  b  und  b'  contrüre  Riflitunuen  Imheii.  so  isl 

ab'  =    ab  +  hb'  =   ah  +  n 

(1.  li.  der  Winkt'l  wird  um  7i  veriinderl,  wenn  eine  der  Geraden 
die  conträre  positive  Richtung  erhalt.  Die  Winkel  ab  und  h'a 
sind  Nebenwinkel.  Wenn  die  Puncle  A,  B^  C  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  ist  der  Winkel  ABC  entweder  0  oder  n,  also  in 
jedem  Fall  -ZABC  =  0. 

Wenn  a',  6' die  Normalen  der  a,  h  sind,  welche  mit  .-/,  i  je 
einen  rechten  Winkel  bilden,   so  ist 

ah    ==   aa'  +  ab'  +  h'h   =    a'b' 

Wenn  die  Nel»enwinkel  ah  und  ha'  von  c  und  c^  halbirt 
werden,  so  isl 

ac  +  eh  +  hc,  +  CiCi'  =   71 ,        2ch  +  2bci  =  n  ,         2ccj   =  7t 

und  lilr  eine  beliebige  Gerade  a- 

ax  +  xc  =  ex  +  xb ,         2  xc  =   xa  +  xb 

4.  In  dem  Euclidischen  Raum  (§.  2,  1)  ist  ab  -h  bc  -i-  ca 
=  0  auch  dann .  wenn  die  Geraden  der  Ebene  einen  Punct 
nicht  gemein  haben.  Wenn  man  durch  einen  Punct  der  Ebene 
die  Geraden  a'.  b' .  c'  zieht,  welche  mit  a,  b.  c  der  Reihe  nach 
parallel  und  gleicher  positiver  Richtung  sind,  so  ist  ab  =  a'b 
=  a'b',  bc  =  b'c',   ca  =  c'a',   folglich 

ah  +  bc  +  ca   =  a'b'  +  b'c'  +  c'a'  =  0 

Wenn  die  Winkel  rr',  ss'  von  den  Geraden  7?i,  n  halbirt 
werden   [rin  =  mr',  sn  =  ns'),  so  ist 

rs  +  r's'  =  rm  +  ms  +  r  n  +  ns 

=   mr'  +  ms  +  r'n  +  sn  =   2mn 

Wenn  der  Lichtstrahl  r  von  der  Geraden  s  reflectirt  die 
Fortsetzung  r',  und  wenn  ?-'  von  s'  reflectirt  die  Forlsetzung 
r"  hat,  so  ist  rs  =  sr',  r's'  =  s'r",  die  Winkel  rr' ,  r'r" 
werden  von  s,  s'  halbirt.     Folglich  ist 

Baltzer,  anal.  Geom.  3 
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rr"  =   r.s  +  sr'  +  r's'  +  s'r"  ==    '2sr'  +  2r's'  =   '2-9s' 

Hieraiit'   litTuht    der    (lehriuu-h    des    Spiegelsext.inten  .    des    Re- 
llexionsgonionieter,  und  die  Beol)achtiing  kleiner  Sch\vingnngen, 

Wenn  in  dem  Dreieck  ABC  die  Seiten  BC,  CA,  AB  posi- 
tive Strecken  der  Geraden  a,  b.  c  sind,  so  ist  der  Winkel 
BAC-\-  bc  =  TT.   n.   s.   \v.,    rolglicli 

BAC  +  AGB  +  CBA   =   71 
Ebenso  ist  für  einen  andern  Punct   D  der  Eigene 

CAD  +  ADC  +  DCA  =   tt 
folglich  (hn-ch  .Vddition   für  das  Viereck  AB  CD 
BAD  +  ADC  +  DCB  +  CBA  =  0,     BAD  -  BCD  =  ABC  —  ADC 

Wenn  die  i*uncte  .4.  B,  C,  D  auf  einem  Kreis  liegen, 
dessen  Centrum  O,  so  ist  OAC  =  ACO,  2ACü  +  COA  =  jr. 
Wenn  C  und  C,  Gegenpuncte  des  Kreises  sind  ,  so  ist  ACO 
=  ACC^,   COA  +  AOC^   =  TT,   folglich 

2ACCi   =  AOCi,         2C^CB  =    C,OB 

und  durch  Addition 

•2ACB  =   AGB,         2ADB   =   AGB,         2{ACB~  ADB)   =   0 

d.  h.   ACB  —  ADB  ist  n  oder  0,  je  nachdem  C  und  /)  durch 
die  (ierade  AB  gelrennt  sind  odei-  nicht     l'lanim.  §.  4). 

§.  10.    FlUcLe  einer  Plaiifigiir. 

1.  Die  El)en(>  %vird  diu'ch  eine  ilu'er  (ieraden  in  zwei 
Felder  getlicilt.  Puncto  eines  Feldes  6',  C'  haben  von  der 
Geraden  Distanzen  eines  Zeichens  und  l>ilden  mit  Strecken  eines 
Zeichens  AB,  A'B'  der  (ieraden  Dreiecke  eines  Sinnes  ABC, 
ABC',  A'B'C,  A'B'C'  und  von  Flachen  eines  Zeichens,  der 
Art  dass  die  Umdrehungen,  welche  man  macht,  indem  man  die 
Perimeter  ABC,  ABC'.   ..  von  A  über  B  nach   C  und  A.  von 
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A  ilher  />'  iiacli  C'  iiiul  A.  ii.  s.  \\ .  zurückleiil,  eines  Sinnes 
sind.  WCnn  der  Sinn  ABC  der  positive  Sinn  der  l'LI)ene  ist, 
so  h;il  das  Dreieek  eine  positive  Fläelie,  die  sowohl  durch  ABC, 
als  anch  durch  BCA  und  CAB  ausgedrückt  wird.  Zwei  Drei- 
ecke eiiiei'  l''J)ene.  die  iiichl  eines  Sinnes  sind,  hal)en  Fliiclien 
von  contiiiren  Zeichen.  Wenn  eine  Seite  des  Dreiecks  das 
Zeichen  wechselt,  oder  wenn  die  Distanz  einer  Spitze  von  der 
gegenüberliegenden  Seite  das  Zeichen  %\echselt.  so  Ncrändert 
sich  der  Sinn  des  Dreiecks  und  (his  Zeiclien  seiner  Flüche. 
Daher  ist 

ABC  +  BAC   =  (»,    BAC   =  ACB  =   CBA   =  —  ABC 

in  Uebereinstimnuing  mit  AB  -+-  BA  =  0  nach  Multiplication 
mit  der  halben  Distanz  des  C  von  der  durch  A,  B  gehenden 
Geraden.      E])enso  ist.  wenn   0  auf  der  (ieraden  AB  liegt, 

AB   =  AO  +  OB,        ABC  =  AOC  +  OBC, 
AOC  :  OBC   =  AO   :  OB 

bei  Beachtung  der  Zeichen  sowohl  der  Dreiecke,  als  der 
Strecken. 

Wenn  die  (ieraden  AB  und  UE  den  Punct  )S  gemein  haben, 
so  haben  die  Dreiecke  ylQi?  und  ASB,  BQR  und  BSE  je 
gleiche  Höhen,  folglich  ist 

AQB  :  BQR  =  ASB  :  BSE  =   AS  :  BS 

3.  Wenn  0  ein  beliebiger  Punct  der  l^bene  des  Dreiecks 
ist,  so  ist 

ABO  +  BCO  +  CAO  =   ABC 

Denn  von  einer  der  Geraden  AO,  BD,  CO  w  ird  eine  der  Seiten 
z.  B.  BC  von  AO  in  S  getheilt.     Nun  ist     I 

ABO   =   OAB  =   OSB  +  SAB , 
BCO   =  BSO  +  SCO,        CAO  =   CAS  +  CSO 

folglich,  weil   OSB  -\-  BSO  =  0.   u.  s.  w. 

ABO  +  BCO  +  CAO   =   ABS  +  ASC   =  ABC 

3* 
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Die  Flache  'iABC  wird  durch  jedes  der  Producte  BC .  /tj, 
CA.h.2,  AB.h.^  ausgedrückt,  wenn  /«^  ,  ^2  ,  h^  die  Höhen  des 
Dreiecks  sind  d.  h.  die  Distanzen  A  von  BC,  B  von.C^,  C  von 
AB.  Unter  Voraussetzung  positiver  BC,  CA,  AB  hahen  die 
Höhen  das  Zeichen  der  Fläche. 

Wenn  O  von  BC,  CA,  AB  die  Distanzen  p^,  p.^,  p^  hat, 
so  ist  IBCO  =  BC  .p^,  u.  s.  w..  folglich 

BC  .2)1  +  CA  .  2h  +  -^B  .2h   =   2ÄBC 

Ä|  ^2  h-i 

die  Gleichung .    durch   w  eiche   die  Distanzen  eines  P  u  n  c  t  e  s 
von  3  Geraden  vcrl^unden  sind. 

3.  Die  Gleichung  der  4  Puncto  besteht  in  derselben  Weise 
für  4  Gerade.  Das  Dreieck  der  Geraden  abc  hat  die  Ecken 
ab,  bc,  ca,  welche  durch  C,  A,  B  bezeichnet  werden;  die  Ge- 
rade d  enthält  die  F^cken  ad,  bd,  cd,  welche  durch  A',  B',  C' 
bezeichnet  werden;  daher  ist  die  Flüche  abc  =  CAB,  dbc 
=  B'AC,  u.  s.  w.  Auf  der  Geraden  AC'  liegt  der  Pnnct  B, 
u.  s.  w.,  folglich  ist 

B'äC  =  B'AB  +  B'BC 
C'BA'  =  BA'B'  +  BB'C 
A'CB'  =  A'BB'  +  BCB' 

und  durch  Addition 

B'AC'  +  C'BA'  +  A'CB'  =  BGB'  +  BB'A   =  BCA 

d.  i.  bei  der  obigen  Bezeichnung 

dbc  +  üca  +  (Iah   =   bca   =   cah   =   abr 

MöBius  Leipz.   Berichte  18G5  p.  Gl. 

4.  Wenn  O,  P  beliebige  Puncto  der  F'bcne  des  Polygons 
ABC  .  .  MNA  sind,  so  ist   [Ij 
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PAB   =  OAB  +  OBF  +  Ol'Ä 
'PBC   =  OBC  +  OCr  +  ÜPB 

PMN  =  OMN  +  ONP  +  OFM 
PNA   =  0  NA  +  OAP  +  0  PN 

Die  Siiinmc  dci'   beiden   lelzlcn   Coloiuien   is(    null,    loliilicli ' 
PAB  +  PBC  +  .  .  +  PNA  =   OAB  +  OBC  +  .  .  +  ONA 

5.  Die  von  der  Lage  des  Puneles  0  nnai)li;iniiige  Siininic 
der  Dreiecke  OAB  +  OBC  -t-  OCD  H-  .  .  ,  für  welehe  man  z.  B. 
ABC  +  ACD  -i-  ..  setzen  kanü,  ist  die  Fliiehe  des  Polygons, 
wenn  dasselbe  ein  ordinäre^  aus  einer  Zelle  bestehendes  ist. 
Dieselbe  Summe  definirl  die  Fläche  eines  singuliiren  Polygons, 
dessen  Perimeter  einen  oder  mehr  Doppelpuncte  hat,  in  welchen 
er  sich  selbst  schneidet,  so  dass  das  Polygon  mehrere  Zellen  mit 
einfachen  oder  mehrfachen  positiven  oder  negativen  Flächen  hat. 

Die  Flächen  singulärer  Polygone  sind  von  Meister  1769, 
von  MöBus  1827  und  1865  bestimmt  worden.     Planim.  §.  9.  7  ff. 


§.  11.    K^ormalprojectioneii. 

1.  ^Yenn  die  Puncte  A,  B.  C  der  Geraden  h  durch  Nor- 
malen der  Geraden  x  auf  die  Gerade  x  nach  A^,  ß, .  Cy  pro- 
jicirt  werden,  so  ist 

AB,  _  AC  _  Ml  =  COSTA 

~ÄB~    -    -AC    -     BC  '"'"■"' 

d.  h.  die  Normalprojection  einer  Strecke  der  h  auf  x  hat  zu 
der  Strecke  ein  von  der  Länge  und  dem  Anfang  der  Strecke 
unabhängiges  durch  den  Winkel  xh  eindeutig  bestimmtes  Ver- 
hältniss,  welches  der  Cosinus  des  Winkels  heisst.  Wenn 
xh  =  0,  so  haben  die  Geraden  x  und  h  dieselbe  positive  Rich- 
tung; Ä^B^  und  AB  sind  gleiche  Strecken  der  x  und  h  eines 
Zeichens,  A^B^  =  AB.  'cosO  =  I.  Wenn  xh  =  ^tt,  so  ist 
A^By^=~_0,  cos^/f  =  0. 
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Wenn  h  die  conträre  positive  Riehlung  erhält,  so  verändert 
sieh  xli  um  n  (§.  9,  3),  und  die  Strecke  AB  wechselt  das 
Zeichen,  folglich  ist 

cos(a  +  7r)   =   —  cos«,         costi   =   —  1 

Wenn  die  Ebene  den  conträren  positiven  Sinn  erhält,  so 
wechselt  xh  das  Zeichen,  aber  J.,  ß,  :  AB  =  i-osxh  ])leil)t  un- 
verändert,  folglich  ist 

cos( —  ö)    =    eosa 

3.     Vermöge  der  Definitionen 

sin«  =  cos{^n—  a) ,      tanga  =  sin«  :  cosa,      cot«  =  tang(|7t  —  «) 
erhält  man 

sln(— ß)  =  cos(|7r  +  a)  =  —  cos(—  l7t  +  a)  =  —  cos  (i  7t  —  a)  =  —  sin« 

sin(a  +  n)  =  cos{^n  —  a  —  7t)  =  —  cos(^7i  —  a)  =  —  sin« 

sin  (7t  —  ß)  =  !^iii  ß 

tang( —  ß)   ^    —  tangß,       tang(ß  +  n)   =   tanga 

cotß   =    1  :  lang  a 

tang(ß  +  In)   =   tang(a —  I71)   =   — eut« 

tangß  tang(ß  +  l^n)   =   —  1 

Wenn  eine  Strecke  AB  der  Geraden  *  durch  Normalen  auf 
die  Geraden  r  und  r'  })rojicirl  wird,  so  sind  die  beiden  Nor- 
malprojectionen 

A^Bi  =  ABco<.rs,      A^B,  =   AB  cossr' 

Unter  der  Voraussetzung  rr'  =  J /r  ist  rs  ■+-  s?-'  =  ^n.  coss?-' 
=  sinr^,   folglich  cot  rs  =  A^B^  :  ^2^2- 


-J 


3.  Dem  Winkel  xb ,  dessen  Scheitel  0, 
sei  der  concentrische  Kreis])ogen  AB  einge- 
schrieben; die  Normalen  der  x  durch  B,  A 
werden  von  x.  6  in  C,  T  geschnitten;  die 
Gerade  B  C  habe  mit  der  Geraden  y ,  auf 
welcher  A  T  liegt,  dieselbe  i)Ositive  Richtung, 
so  dass  xy  =  \/i.     Dann  ist 


•5-  12.   Polygoiionieti-ie.  39 

OC  =   OBcusxb,       CB  =   OB  cos%  =   OB  <,iaxb 
OA  =  OTcosxh,      AT  =  OTco^bij   ==  OT  smxh 

weil  xb  -\-  by  =  xij  =   },7C.      Wenn  OA  =^    I ,   so  ist  ^Z>'  =  a,6 
der  Arcus  dieses  Winkels  i^.  9.  2  ,  luitiiin  auch  den  Zeiclien  naeh 

OC  =  cos.lii;       CB  =   shiAB,       AT  =   [mv^AB 

enlspreeliend  den  geouielrisehen  Delinilionen  der  uonionielriseiien 
Funclionen  heiieljiger  Winkel. 

Die  (Ihorde  AB  auf  der  (ieraden  ^  wird  von  der  dui-cli  O 
gehenden  Normale  in  D  halbirt.  Wenn  nun  OD  auf  der  Ge- 
raden t  üegl  und  st  =  ^/r,  so  ist  AB  =  2 AD  =  iAO  cosa?^, 
OD  ==  OA  cosxi.     Nun  ist 

cosxs  =  cos(x^  +  ijs)   =   —  siii//s 
cosxt   =   cos{xy  +  ys  +  at)   =   —  cosy.s 
folglieh 

AB   =  iOAsini/s,      OD  =  —  0.1  cosys 

daher    haben    die    Strecken   AB   auf   .';,    OD    auf  t    wechselnde 
Zeichen  je  nach  der  Grosse  des  Winkels  ys.    Vergl.  Trigon.  §.  i. 


§.  1'^.    Polygouometrie. 

1.  Wenn  die  geschlossene  Linie  AB  CA  durch  parallele 
Gerade  auf  eine  Gerade  ihrer  Ebene  nach  A^B^C^A^  projicirt 
wird,  so  ist    §.  I 

A^B^  +  B,C,  +  CiJi   =   0,       A,Ci  =   A^B,  +  B^C^ 

d.  h.  die  ge])rochene  Linie  ABC  und  die  Strecke  AC  die 
»geometrische  Summe«  der  Strecken  AB,  BC  nach  Möbus 
Mechanik  des  Himmels  1843)  hal>en  auf  einer  beliebigen  Geraden 
dieselbe  Projection,  welche  null  ist.  wenn  die  Projicirenden  mit 
AC  parallel  sind. 

Wenn  mit  den  gegebenen  Strecken  rfj ,  (f.,-  ••  ^^i*-'  Strecken 
EEj,  E^E.^.  ..  [parallel  und  gleich  und  eines  Zeichens  d.  h. 
von'sleieher  Grösse  und  liichluug  sind,  so  haben  bei  parallelen 
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Projicirenden  d^  und  EE^  auf  einer  Geraden  gleiche  Projectio- 
nen eines  Zeichens.  Die  Summe  der  Projectionen  der  d^,  r/., 
ist  die  Projection  der  EE.2.  die  Summe  der  Projectionen  der 
rf^,  d.2,  d^  ist  die  Projection  der  E-E3,  u.  s.  w. 

AYenn  die  Summe  der  Projectionen  der  cZj ,  d2^  ..;  t?,^  null 
ist  bei  i  verschiedenen  Richtungen  der  parallelen  Projicirenden, 
so  ist  EE^  mit  den  beiden  Richtungen  parallel,  mithin  null, 
d.  h.  die  Strecken  c?, ,  d.2^  . .  sind  mit  den  Seiten  eines  Poly- 
gons von  gleicher  Grösse  und  Richtung,  und  die  Summe  ihrer 
Projectionen  auf  eine  Gerade  ist  null  bei  jeder  Richtung  der 
parallelen  Projicirenden.    Möbus  Statik  47.    Vergl.  Stereom.  §.11. 

3.  Wenn  die  Strecken  BC,  CA,  AB  der  Geraden/,  g,  h 
auf  die  Gerade  x  ihrer  Ebene  durch  Normalen  der  x  projicirl 
werden,  so  erhält  man  (§.  II) 

B^C^  +  evtl  +  A^By  =  0,       BC  cos. cf  +  CA  cos.rijr  +  AB  cosxh   =   0 

und  insbesondere 

BC  cos  ff  +  CA  cos  fg  +  AB  cos  hf  =  0 
BC  cosfg  +  CA  cosgg  +  AB  cosgh  =  0 
BC  cos hf+  CAcosgh+  AB  cos  hh  =  0 

folglich  für  3  und  4   Gerade  der  Ebene 

cos  ff     cosfg      coshf  1  1  cosxf    cosxg    cosxh  1 

cosfg      cosgg     cosgh  1  =  0  00s  fg     cosgg     cosgh      =  0 

coshf     cosgh     coshh  \  \  coshf    cosgh     coshh  \ 

und  die  Lösung  des  linearen  Systems 

BC  :  CA  :  AB  =^  adj  cos  ff  :  adj  cosfg  :  adj  coshf 

BC-i  :  CA^  :  AB^  =   adj  cos  ff  :  adj  cosgg  :  adj  coshh 

=   sin'-gh  :  sin-hf  :  s'm'^fg 

Vergl.    Determ.   §.   3,    8.     Indem   man    die    3    Gleichungen    mit 
BC,   CA,  — AB  componirt,  findet  man 

BCi  +  CAi  +  2BC.  CA  cosfg  =  AB^ 

Analoge  Resultate  ergeben  sich  für  Polygone.  Vergl.  Trigon.  §.  4 
und  6. 
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Wenn  M  die   Mille  der  AB.  so  ist   '§.  I,  i) 

BC'i  +  CA-i  =   2AM^  +  2MC-^,       AB^   =  4AM-^ 

folglich 

ßC  .  CA  cos/y/  =  AM-^  —  3rC^ 

3.  Wenn  ßC,  CA.  Ali  (Imvli  l'ariilleleii  der  x  niif  die 
Normale  ?/  der  x  projieirl  werden,  und  xi/  =  \ji:  isl,  so  ist 
BCfosfi/  =  BCsinxf,  also 

BC  s'm xf  +  CA  sin. ty  +  AB  s'mxh  =   0 

und   insl>esondere 

CAsmfy  +  ABswfh  =  0,      ^CsinÄ/*  +  Cyi  sin  %   =  0 
BC  :  CA  :  AB  =  sin  (/h  :  sin  hf  :  sin  fg 

eindeulig  unter  Voraussetzung  eines  bestimmten  positiven  Sinnes 
der  Ebene  (bei  welchem  xy  =  i^i). 

Durch  Substitution   in  den   obigen  Gleichungen   erhält  man 

7    "^"OS      jy  .      j_c  tos  .         .       .     COS      , 

sin  Ort    .    xf  +  smhf    .    xg  +  sinfa    .    xh   =   0 
sin  sin  sin 

die  Grundlage  der  Goniometrie. 

4.  Wenn  hh'  =  ^tt,  so  wird  die  Distanz  des  C  von  AB 
durch  BC  cos fh'  d.  i.  BC  sink/  ausgedrückt,  und  man  erhält 
für  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks 

2  ABC  =  AB  .  BC  sin  hf  =  BC  .  CA  sin  fg  =   CA  .  AB  sin  gh 

oder  auch  AB  .  ACsmhff^  u.  s.  w.  Vergl.  (3).  Wenn  k  die 
conträre  positive  Richtung  erhält,  so  wechseln  AB  und  sinÄ/' 
das  Zeichen,  und  die  Fläche  bleibt  unverändert.  Wenn  die 
Ebene  den  conträren  positiven  Sinn  erhält,  so  wechselt  mit 
sin/</  die  Fläche  das  Zeichen,     Vergl.  §.  11. 

5.  Die  von  dem  Punct  C  ausgehenden  Lichtstrahlen  wer- 
den von  einem  Kreis  gebrochen.     Der  leuchtende  Punct  C  und 
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der  Radius  AB  liegen  auf  der  Geraden  a-,  der  Radius  AM 
auf  der  Geraden  r.  der  nach  il/ gehende 
Strahl  auf  der(ieraden  s,  seine  Fortsetzung 
auf  der  (ieraden  /,  \velche  mit  x  den 
Punct  D  gemein  hat.     Wenn   t  von  der 

~(r^ i'j — ^   durch  C  mit  r  parallel  gezogenen  Geraden 

in  D'  geschnitten  ^vird.  so  ist   (3) 

MD'  :  MC  =   Sinns  :  s\nrt   =   n 

der  Refractions -Index   für  die  durch  den  Kreis  getrennten  Mv- 
dien.     Zudeich  ist  MD'  :  MD  =  AC  :  AD.  hil^lich 


MD'  :  MC 


AC 
CM 


AD 
DM 


Rei  hinreichend  kleinem  BM  haben  CM  :  CB  und  DM  :  DB 
von   I   heliebiü  kleine  Differenzen.     Daher  ist 


AC 
CB 


AD 
DB 


=   {AB  CD) 


so  dass  die  gel)i'ochnen  Strahlen  von  einem  hi'slinuuten  Punct 
D  divergiren.  Das  Objecl  C  (der  leuchtende  Punct  und  sein 
Rild  D  theilen  die  optische  Axc  AB  nach  dem  Doppeher- 
hältniss  n;  die  Objecte  der  Geraden  x  und  deren  Rilder  sind 
collineare  Figuren  (§,  4)  mit  den  tautologen  Punclen  A,  B 
(MÖBirs  Leipz.  Berichte  18oö  p.  10). 

Rei  der  angegebenen  Beschrankung  ist 


rs  =  n  .  ff  j 
folglich 


xf  =  n{xt  —  xr) ,      arcx.s   = 


BM 
'CB 


1 
CB 


1 
AB 


"\DB       ab) 


d.  i. 


AC  _       AD^ 
CB   ~   "dB 


1 
CB 


n 
DB 


1  —  « 
^5 


Bei  n 


—  I    tritt   Rellevion  an  die  Stelle  der  Refraction. 
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1.     Aus  dem  Cenlrum  S  werden  die  Puncte  A,  B,  .  .  durch 


die  Geraden  «,  i, 


die    Strecken   AB,    AC. 


durch    die 
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Winkel  ab,  ac.  .  .  projirirt.  Wenn  C,  D  auf  der  Geraden  Aß 
liegen,  so  ist  AC  :  BC  =  ylC5  :  BCS  f§.  10,  1),  'iACS  = 
CS.SAs'mca  f§.  12,  41,  u.  s.  w..  folglich 

AC  :  BC  =    14^"«^  AD  :  Z^/.   =    f^^  '^f, 

/  II.  ^f>N  ^1 1'        yIZ>  sin  ac        sinatZ  ,    ,     ,, 

^  '  BC        BT)  sinoc         smoa  ^  ' 

Das  Doppelverliiiitniss  der  \  Pnucle  einei'  (ieradcn  i;.  3,  I) 
ist  zugleich  das  l)(tp|)e  I  \  crliäl  t  n  iss  nou  \  (iei'aden  dei' 
l'^bene,  welche  einen  Puncl  gemein  haben  und  aus  demselben 
jene  Pvmcle  projiciren.  Pü.ncelkt  propr.  proj.  9.  Stei.nkr  syst. 
Entw.  p.  7.  Einen  Fall  dieses  Salzes  hatte  Carnot  1806  Trans- 
vers. 7  bemerkt. 

Durch  das  Verhällniss  sin  ac  :  sin  6c  ist  die  den  Winkel  ah 
(heilende  Gerade  c  (nicht  ihre  positive  Richtung  eindeutig  be- 
stimmt. Denn  wenn  siuöcZ  :  sin  6(7  =  sin  oc  :  sin  6c,  so  ist 
[ABCD]  =  \.  D  füllt  auf  C.  mithin  d  auf  c.  Dasselbe  er- 
kennt man  aus 

sin  ac  sin(a6  +  6  c)  ,    ,  ., 

-: 5 : — T-     =     — r-^-^ ^-^ —       =     COt  «6   +    COt  6t' 

sma6  sin  6c  sin  «6  sin  6c 

Wenn  sin  0(7  :  sin6rf  =  sin  «c  :  sin  6c.  so  ist  cot6rf  =  cot  6c, 
also  cd  zweideutig,  0  oder  /r. 

3.  Das  Doppelverhai tniss  von  i  Geraden  eines  Punctes 
[abcd]  hat  dieselben  Eigenschaften,  wie  das  Doppelverhaltniss 
von  4  Puncten  einer  Geraden  (ABCD).  Wenn  [abcd]  =  —  I. 
so  sind  die  Paare  a.  6  und  c.  d  in  Harmonie  (§.  4),  z.  B.  die 
Schenkel  eines  Winkels  ab  und  die  llalbirenden  c,  d  des  Winkels 
und  des  Nebenwinkels   [ac  =  cb.    ad -i-  bd  ==  /r;. 

Wenn  a6  =  In,  so  ist  sin  6t'  =  sin  ac  —  ab]  =  — cosac, 
u.  s.  w.,   folglich 

{ah cd)   =   tangrtc  :  tangrtrf  =   cot  6c  :  cot  6rf 

Wenn  ausserdem  cd  ==  ^u,  so  ist  lang  atZ  =  —  cot  ac, 
folglich 

(abcd)   =   —  tang2«c 
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fS.  Wenn  die  Piincle  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  aus  cnnem 
i>eliel)igen  Pnnct  S  durch  die  Geraden  a.  b,  c,  d  auf  eine  Ge- 
rade nach  A',   B\   C,   D'  projicirt  werden,  so  ist   (1) 

{ABCD)  =   {(ihcd)   =  {A'B'C'D') 

Und  \Nenn  dieselben  Punete  aus  *S''  durch  die  Geraden  a' .  b\  c',  d' 
projicirt  werden,  so  ist 

(abcd)   =    {ABCD)   =   {a'h'c'd') 

Ueberhaupt,  wenn  die  Seiten  eines  (eigenen  oder  unebenen) 
Polygons  in  je  einem  Punct  getheilt  sind,  z.  B.  AB^  BC,  CD, 
DA  in  K,  L,  M,  N,  und  wenn  aus  S  die  Puncle  A,  B,  K 
durch  die  Geraden  o,  b,  k  auf  eine  Gerade  nach  A\  B',  /v', 
die  Puncle  B,  C,  L  durcli  die  Geraden  6,  c,  /  auf  eine  Gerade 
nach  B'.   C   L' .   u.  s.  w.  projicirl  werden,   so  ist 

AKBL  CMDN^    _    sinak  sinbl  sin  cm  sindn    _    A^K'  B^I/  (fW  D'N' 
BK  CL  DM  AN  ~~   sin bk  shid  sindm  sinan    ~    B'K'  C'L'  D'M'  A'N' 

Und    wenn   die   Puncle  A,  B,  K,  .  .  aus   S'  durch  die  Geraden 
a\  b\  k\   .  .  ])rojicirt  werden,  so  ist 

sinaÄ;         AK         siaa'A;' 

sin5fc  *  '  BK  '  '  sin&'Ä;' 

Vergl.  §.  i   und  Trigon.  §.  7. 

4.  Die  Seiten  BC  und  DA,  AB  und  CD,  und  die  Diago- 
nalen AC  und  BD  des  planen  Vierecks  ABCD  enthalten  3  Paare 
von  Puncten  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene  F  und  F' , 
G  und  G',  H  und  H' ,  welche  in  Involulion  sind  (Desarüles, 
Vergl.  Trigon.  §.  7,  19),  Denn  man  hat  bei  Projeclion  der  Ge- 
raden ^C'aus  D  und  B 

[DA,  DC,  DB,  DH)   =   {BA,  BC,  BD,  BII) 

also    auch     [F'G'H'H]    =    [FGU'H)  =    [FGHH')   u.  s.  w. 

(§•5). 

Ebenso    ergiebt    sich    bei    gegenseitiger    Vertauschung    von 

Puncten  und  Geraden  der  Satz : 
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Die  Schiiitl|)iiiii't('  bc  und  tia .  ab  und  cd ^  ac  und  bd  des 
|)l,MU'n  Vicrseits  abcd  enthalten  3  Paare  von  (leraden  eines  be- 
li('liii:en  l*nnctes  der  Kl)ene  /"  und  /',  g  und  f/',  //  und  //, 
welche   in   Involution  sind   d.  ii.  {fghh')   =   [f'g'k'h)   u.  s.  \v. 

5.  Zwei  Figuren  ABC  .  .  ,  A'B'C'  .  .  werden  perspeeti- 
visch  (bei  Stei.m-k,  honiotiietiseh  bei  (jiaslks)  genannt,  wciui 
die  (iera(h'n  a.  b.  ...  aiil'  wch-lien  die  (ihorden  (h'r  enlspi'cchen- 
(h'u  Punete  AA'.  Bß'.  ..  liegen,  einen  Punet  gemein  hal)en. 
so  dass  die  beiden  Figuren  derselben  Figur  abc  .  .  eingesehrieben 
sind.  Die  Figur  abc  .  .  ,  deren  Elemente  (ierade  sind,  gegen- 
über dem  Polygon  ABC  .  .  .  dessen  Elemente  Punete  sind,  mag 
wo  es  nöthig  seheint  ein  Polygramm  (Vielseit)  genannt  wer- 
den, und  zwar  eentriseh  Büschel),  wenn  die  Geraden  einen 
Puncl  gemein  halben,  liibenso  werden  die  eentrisehen  F'iguren 
abc  ..,  a'b'c'  .  .  .  welche  beide  die  Figur  ABC  ..  aus  S.  .s' 
projiciren,  perspectivisch  genannt. 

Wenn  zwei  collineare  gerade  Figuren  (§.  i  die  eine  aus  /8 
durch  die  Geraden  a.  b.  c,  ...  die  andre  aus  S'  durch  die 
Geraden  a  .  b\  c  .  ..  projicirl  werden,  so  heissen  auch  die 
Figuren  abc  .  .  .  a'b'c'  .  .  coUinear  (projectivisch  nach  Steiner. 
homographisch  nach  Chasles).  in  Betracht  dass  das  Doppelver- 
hältniss  von  je  4  Geraden  der  einen  Figur  dem  Doppel verhältniss 
der  entsprechenden  Geraden  der  andern  Figur  gleich  ist. 

Wenn  demnach  zwei  gerade  Polygone  oder  zwei  plane  cen- 
trische  Polygramme  perspectivisch  sind,  so  sind  sie  collinear. 
Dabei  ist  in  dem  einen  Fall  der  Schnittpunct  der  beiden  Ge- 
raden, in  dem  andern  Fall  die  Gerade  der  beiden  Centren  tau- 
tolog   (sich  selbst  entsprechend). 

6.  Wenn  in  den  collinearen  geraden  Polygonen  ABC  .  .  . 
a'b'c'  .  .  der  gemeinschaftliche  Punct  R  ihrer  Geraden  tautolog 
ist  d.  h.  [ABCE)  =  [A'B'C'R],  so  sind  die  Figuren  per- 
spectivisch d.  h.  die  Gerade  CC  enthält  den  Schnittpunct  -S 
der  AA'^  BB'.  Wären  SC  und  SC'  verschieden,  so  wären 
[SA,  SB,  SC,  SR)  und  [SA',  SB',  SC',  SR)  verschieden,  also 
auch  {ABCR)   und   [A'B'C'R]   verschieden. 
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NN  cnn  in  don  collinearen  planen  cenlrisi-hen  Polygranimen 
abc  .  .  .  a'b'r'  .  .  die  Gerade  r  der  Cenlren  tautolog  ist  d.  h. 
[aber]  =  [a'b'c'r).  so  sind  die  Figuren  perspeetivisch  d.  h.  der 
Sehnittpunct  cc'  liegt  auf  der  (ieraden  s  der  aa' .  bb'.  Wiiren 
sc  und  «c'  versehieden  ,  so  wären  [sa,  sb.  sc,  sr)  und 
[sa'j  sb\  sc',  sr]  verschieden,  also  auch  [aber]  und  [a'b'c'r) 
verschieden . 

Zwei  coUineare  Figuren  der  angegebenen  Art  werden  per- 
speetivisch, wenn  ein  Element  (Punct,  Gerade  der  einen  Figur 
mit  dem  entsprechenden  Element  der  andern  vereinigt  wird, 
W07A1  in  dem  einen  Fall  eine  Translation,  in  dem  andern  Fall 
eine  Rotation  und  eine  Translation  der  einen  Figur  genügt. 

7.  Die  collinearen  Puncte  TAB  .  .  .  TA'B'  .  .  von  zwei 
Geraden  sind  perspecliviseh  ((>)  :  die  Chorden  AA' ,  BB' .  .  . 
haben  den  Punct  S  gemein ,  den  unendlichfernen  Puncten  der 
beiden  Geraden  entsprechen  die  Puncte  Q,',  P,  so  dass  das 
Viereck  TPSQ'  ein  Parallelogramm  ist.  Wenn  der  Winkel  der 
beiden  Geraden  verändert  wird  und  (l'  einen  Kreis  l)eschreibt, 
dessen  Centrum  T  und  dessen  Radius  TQ',  so  beschreibt  S 
einen  gleichen  Kreis  um  das  Centrum  P.  Nach  der  Vereinigung 
der  beiden  Geraden  sind  S,  T  die  tautologen  Puncte  der  beiden 
collinearen  Figuren.     Stereom.  §.  5,  9. 

Die  collinearen  Geraden  tab  ...  ta'b'  .  .  von  zwei  Puncten 
S,  S'  sind  perspeetivisch:  die  Schnitt])uncle  aa' ,  bb',  ..  liegen 
auf  der  Geraden  s,  der  Geraden  p,  \\  eiche  den  unendlichfernen 
Punct  der  ä  enthält,  entspricht  die  parallele  Gerade  //.  Wenn 
der  Punct  S'  auf  der  Geraden  t  fortschreitet,  während  p'  mit 
p  parallel  bleibt,  so  bleibt  .^^  mit  ihnen  parallel.  Nach  der  Ver- 
einigung des  S'  mit  *S'  liegt  j/  mit  s  auf  p,  und  s,  t  sind  die 
tautologen  Geraden  der  beiden  collinearen  Figuren. 

8.  bi  den  collinearen  Geraden  abc  .  .  ,  a'b'c'  .  .  der  Puncte 
S,  S'  giel)t  es  einen  rechten  Winkel  ef  der  einen  Figur,  dem 
ein  rechter  Winkel  e'f'  der  andern  Figur  entspricht  (Steiner 
syst.  Entw.  9].  Wenn  die  zweite  Figur  so  bewegt  worden  ist, 
dass  die   beiden  Figuren   perspeetivisch  sind .    und  die  Schnitt- 
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piinclf  aa  .   hh'.   cc'.   ..   iiiil    di-r   (icriidcn   .«    liegen     6 1 .   so  giel)l 

es    einen   bestiininlen    Kreis,     der    dtircli    die  Puncle   S.   S'  geht 

und    dessen    Centruin   auf   der   (ieraden    s    liegt.     Dieser   Kreis 

sehneidet  seinen  Diameler  *■  in  E,  F  so.    dass  ESF,   ES'F  die 

(■II Isprechenden    rechten  Winkel   sind.     In    dem  hesondeni   l'all. 

dass   die  Strecke   SS'  von   der  (ieraden   .s  normal  halhiil   wird. 

giebt   es   eine  Serie    von  Kreisen    der    gelorderleii  Art    und  eine 

Serie  von  enlsprecliciidcii   rechten  ^\  inki'Iii. 

Wenn   dem  rechten   Winkel  ef  der   einen  Figur   der  rechte 

\\  iiikel  e'f'  der  andern  Figur  entspricht,  so  ist  \ahef]  =    a'b'e'f' 

d.  h.  (2) 

tangea  :  tangeft  =  coif'a   :  cotf'b' 

tangea  tangf'a'  =  tangeö  tang/"5'  =  .  .  . 

Wt'iin  ausserdem  dem  rechten  \\inkel  gk  der  einen  Figm- 
der  rechte  Winkel  g'/i'  der  andern  Figur  entspricht,  so  ist 
efgh]  =  [e'f'g'h'  d.  h.  {i\x\a}eg  =  \i\\\3?-e'g'.  Daher  sind 
die  Figuren  efg  .  .  .  e'f'g'  .  .  .  also  auch  die  gegebenen  Figu- 
ren abc  ..,  a'b'c  .  .  gleich  und  iümlich  eines  Sinnes  oder 
nicht  eines  Sinnes,  so  dass  jedem  rechten  Winkel  der  einen 
Figur  ein  rechter  Winkel  der  andern  entspricht. 

Die  Figuren  abc  ...  a'b'c'  .  .  werden  von  einer  (ieraden 
in  A.  B.  C.  .  .  .  A' .  B' .  C.  .  .  so  geschnitten,  dass  die  Figuren 
ABC  .  ,  ,  A'B'C  .  .  coUinear  sind.  Die  tautologen  Puncte  S.  T 
der  letztern  §.  ö  liestinuuen  die  tautologen  (ieraden  s,  i  der 
erstem,  so  dass    [aast     =     bb'st  . 

0.  Wenn  den  (ieraden  a.  b,  c.  .  .  eines  Punctes  0  die 
(ieraden  a'.  b' ,  c'.  .  .  desselben  Punctes  so  entsprechen,  dass 
mit  2  Paaren  aa'.  bb'  jedes  der  übrigen  Paare  cc' ,  .  .  in  bi- 
volution  ist  (4],  so  sind  die  Figuren  abc  ..  a'b'c'  .  .  und 
a'b'i'  .  .  abc  .  .  collinear.  und  je  8  Paare  der  entsprechenden 
Geraden  in  Involution  §.  6  .  Die  Paare  aa' .  hb' .  ..  haben  auf 
einer  beliebigen  Geraden,  die  den  Punct  O  nicht  enthält,  die 
Paare  von  Puncten  AA' .  BB',  ...  von  ^^ eichen  je  :}  in  Invo- 
lution sind. 

Die  Kreise  AA'O,  BB'O  haben  ausser  dem  Punct  0  einen 
zweiten  Punct  P  gemein.  Die  (ierade  OP  hat  auf  der  Geraden 
aa'  den   Punct  vi/,   so  dass 
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MO  .  MI'  =   MA  .  MA'  =   MB  .  MB' 

Daher  bildet  M  mit  dem  unendlichfernen  Punct  der  AA'  ein 
Paar  (§.  6) ,  so  dass  MA  .  MA'  =  MB  .  MB'  =  MC.  MC'  =  ... 
Folglieh  enthalten  auch  die  Kreise  CC'O.  . .  den  Punct  P.  Der 
Kreis  OP^  dessen  Cenlrum  auf  der  Geraden  AA'  liegt,  schneidet 
die  Gerade  AA'  in  E,  E',  so  dass  ME.  ME'  =  MO.MP  und  das 
Paar  EE'  mit  den  Paaren  AA',  BB',  also  das  Paar  ee',  dessen 
Gerade  einen  rechten  Winkel  bilden,  mit  den  Paaren  aa' ,  bb' 
in  Involutioo  ist.  Demnach  giebt  es  ein  Paar  ee',  dessen 
Gerade  normal  zu  einander  sind;  auch  in  dem  Fall,  dass 
M  unendlichfern  ist,  wobei  die  Strecken  AA',  BB',  ..  con- 
centrisch  sind. 

Wenn  die  beiden  Winkel  AOA'  und  BOB'  recht  sind,  so 
ist  die  Gerade  AA'  ein  Diameler  der  beiden  Kreise,  zu  welchem 
die  Puncte  0,  P  symmetrisch  liegen.  Daher  ist  die  Gerade 
AA'  auch  ein  Diameler  der  Kreise  CC'O,  .  .  d.  h.  wenn  2  Paare 
recht^^  inkelig  sind,  so  sind  alle  Paare  rechtwinkelig. 

Aus  der  Gleichung  [abee')  =  [a'b'e'e]   folgt  (2) 

(lang^'«  :  langet) (tangea'  :  lüwgeh')  =    1 
langert  tangea'  =   tangeZ»  lauget'  =   .  . 

Wenn  aa  =  -i^j  ^^  ist  lange«  lange«'  =  —  lange«  cote« 
=  —  I,  u.  s.  w.    Je  drei  rechtwinkelige  Paare  siiul  in  Involution. 

Durch  die  lautologen  Puncte  S,  T,  deren  jeder  mit  sich 
selbst  ein  Paar  bildet,  welches  mit  je  zwei  Paaren  AA'  und 
bb'  in  Involution  ist,  gehn  die  lautologen  Geraden  s,  t,  deren 
jede  mit  sich  selbst  ein  Paar  bildet. 

Vergl.  Chasles  Ap.  bist,  nole  10.  Geom.  sup.  c.  M.  Steiner 
Vorlesungen  von  Schröter  §.  17. 

10.  Doppelverhältnisse  von  je  4  Puncten  einer  Geraden,  und 
Producte  der  Verhältnisse,  nach  welchen  die  Seiten  eines  Poly- 
gons in  je  einem  Punct  getheill  sind,  sowie  Functionen  solcher 
Grössen  heissen  projectiv  (nach  Poncelet  propr.  proj.  5  ff.), 
weil  sie  ihre  Werthe  behalten,  wenn  für  die  Strecken  der  Figur 
die  Sinus  der  aus  einem  beliebigen  Punct  die  Strecken  pro- 
jicirenden  Winkel  gesetzt  werden,  oder  für  das  gerade  Viereck 
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iiiiil    für  (las   l'oKiritn  eine  l'iLziii'  derselben  AiM.   die   inil   dci-  jic- 

i;^ebenen  Kigur  perspi'cliviseh  ist. 

In   dem   lici-aden    Viereek  AB  CD  isl  das   Doppels  ei'liältniss 

[ABCD]    j)r()jecli\ .     Wenn  diese  Puncte  aus  e'nu'in  l'iincl  dnrcli 

die    (leraden    a,  6,   c,  d  projieirl    werden,    und   /war  auf  eine 

niil    d    parallele   Gerade   nach  A\  B\   C',  x  ,     so    ist    (Trigon. 

§•  T,  9) 

(ABCD)   =   (uhccl)   =   {A'B'C'^)   =   A'C  :  B'C 

Wenn   die  Seiten    eines   Dreiecks   5C',   CA^   AB  von  einer 

Geraden  in  F.   G.  II  seschnitlen  werden,  so  ist  das  'rri|»el\er- 

hiiltniss 

BF  CG  AH 
CF  Tg  BH 

projectiv.  Man  ])roiieire  die  Figur  aus  einem  Punel  des  Raumes 
>S  durch  Gerade  auf  eine  Ebene,  die  mit  SFG  parallel  ist.  nach 
A'B'  .  .  .  Daiui  ist  B'F'  :  C'F'  ^  I ,  w^eil  F'  unendlichfern, 
u.  s.  w.,  also  hat  das  Tripelverhältniss  den  Werth  I  (Trigon. 
§.7,6). 

In  dem  planen  Viereck  ABCD  schneiden  sich  die  Geraden 
AB  und  CD  in  Ä',  BC  und  AD  in  L,  CA  und  BD  in  M, 
CA  und  KL  in  iV,  AB  und  LM  in  0,  so  dass 

m'ci'Ä--^'         (•'"»')=-■-        iABOK)--, 

Man  projicire  die  Figur  aus  S  durch  Gerade  auf  eine  Ebene, 
die  mit  SKL  parallel  ist,  nach  A'B'  .  .  .  Dann  ist  A'B'C'D' 
ein  Parallelogramm  mit  dem  Centrum  i/',  weil  K'.  L'  unend- 
lichfern sind.     Folglich  u.  s.  w.  (Trigon.  §.  T,  5  und  M). 

Auf  einer  Geraden  sei  die  Gruppe  der  Puncte  Q  die  mte 
Polare  der  Gruppe  von  n  Puncten  R  für  den  Punct  P  (§.  8i. 
Diese  Relation  der  P,  Q,  R  ist  projectiv :  sie  besteht  für  die 
Sinus  der  projicirenden  ^Yinkel  und  für  die  Projectionen  der 
gegebenen  Puncte  P'.   Q',  R'  auf  einer  Geraden. 


Baltzer,   anal.  Geoin. 


Oapitel  111. 
Coordinaten  eines  Punctes  der  Ebene. 


§.  14.     Parallele  und  polare  Coortlmateii 
eines  Punctes. 

1.  Die  Ebene  Nvird  durch  zwei  ihrer  Geraden  a,-,  ^,  die 
sich  in  dem  Punct  O  schneiden,  in  4  Felder  2;elheill.  Nach 
Festsetzung  der  positiven  Richtung  für  jede  von  l)eiden  Geraden 
werden  die  Punete  der  beiden  Geraden  durch  ihre  von  dem 
gemeinschaftüchen  Anfang  0  ,  anfangenden  Abscissen  bestimmt 
(§.  Ij.  Ein  andrer  Punct  P  der  Ebene  wird  durch  die  ParalleU- 
der  y  auf  die  Gerade  x  nach  A,  durch  die  Parallele  der  x  auf 
die  Gerade  y  nach  B  projicirl,  und  durch  die  Projectionen  A^  B 
eindeutig  bestimmt  als  Gegenpunct  des  0  in  dem  Parallelo- 
gramm BOAP.  Wenn  A  auf  der  Geraden  x  die  Abscisse 
OA  =  x^  B  auf  der  Geraden  y  die  Aliscisse  OB  =  AP  =  y 
hat,  so  heissen  von  den  beiden  Abscissen  die  erste  die  Al)- 
scisse,  die  andere  die  Ordinate  des  Punctes  P,  und  der 
Punct  P  wird  durch  x\y  bezeichnet.  Beide,  Abscisse  und 
Ordinate,  heissen  Coordinaten  des  Punctes  in  Bezug  auf 
die  Geraden  x,  y  (Coordinatenaxen,  Fundamentallinien),  welche 
den  Anfang  (Nullpunct)  0  der  Coordinaten  gemein  haben,  und 
zwar  parallele  Coordinaten  (gemeine,  Cartesische) ,  weil 
die  eine  mit  .r,  die  andre  mit  y  parallel  ist;  rechtwinke- 
lige (orthogonale)  in  dem  Fall,  dass  ihr  Winkel  recht, 
xy  =  ^ji  ist. 

Der  Punct  0  hat  die  Coordinaten  0|0,  der  Puncto  hat  die 
Coordinaten  rc  0,  der  Punct  B  hat  die  Coordinaten  (i\y.  Ein 
Punct   des  Winkels  xy  hat  positive  Coordinaten,  ein  Punct  des 
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Sclicilclwiiikcls   lijil    iicii.ilivc  Cnordiii.ilcn.   die  Coordinalen   eines 
Piinclcs   des   NcIumun  iiikcls  sind   niclil   eines  ZeieluMis. 

Dil'  Punele  gleielier  Al)scissen  liegen  ;iid  einer  l';ii;illele  der 
?/.  die  Punete  izleielier  Ordinalen  liegen  anl' einer  Parallele  der  a;. 
Die  (^liorde  dcv  IMinete  ah  und  n\ — h  ist  parallel  niil  ?y  und 
wird  von  a- halhirl.  Die  Punele  a\b  und  //  a  liegen  s\  niinelriscli 
zu   der  Ilalbirenden  des  Winkels  xy. 

3.  Allen  i-ealen  Coordinaten  x.  y  enlsprielil  eine  l)()i)i)el- 
serie  ^zweifaeli-nnendliehe  Mannigfalligkeil  \(in  Punclen  der 
Ebene.  Jedem  realen  Punct  isl  eine  Doppelserie  son  nicht 
realen  (iniaginJii'en)  Punclen  beigeordnet.  I'".in  Paar  coiijngirte 
imaginäre  Puncto  heissen  insbesondere  solche,  deren  Cooi- 
dinalen  beide  conjugirt  complex  sind. 

Den  Coordinalen  .r,  y,  welche  durch  eine  Gleichung  ver- 
bunden siiul.  entspricht  eine  Serie  von  Punclen  d.  i.  eine  Linie 
der  Ebene.  Die  (ileichung  für  die  Coordinalen  lieisst  die 
(ileichung  der  Linie.  Die  Classilication  der  Linien  l)eruhl 
auf  der  Classification  der  Gleichungen.  Wenn  /  eine  gegebene 
Function  der  x,  ?/,  so  ist  a\b  ein  Punct  der  jjnie  /  =  0  unter 
der  Bedingung,   dass  f  bei  x  =  a.  y  =  b  null  isl. 

Den  Coordinalen  a-,  y,  welche  durch  i  Gleichungen  ver- 
bunden sind,  entspricht  ein  Punct  oder  eine  Gruppe  von  Punclen, 
der  Schnitt  von  2  gegebenen  Linien.  Wenn  /  und  g  Functionen 
der  x,  y  vom  ?«ten  und  nten  Grade  ohne  einen  gemeinschaft- 
lichen Divisor  sind,  so  ist  der  Punct  ' /'  =  0,  g  =  0)  w/ndeutig 
bestimmt  und  die  Gruppe  enthält  mn  conjugirte  Punele.  real  oder 
nicht,  in  endlicher  oder  unendlicher  Ferne,  gesondi'rt  oder  nicht 
Determ.  §.  M,  ö  . 

Der  Punct  (/  =  0,  ^  =  0)  liegt  auf  der  Linie  /-+-  lg  =  Ü 
bei  beliebigem  l  (LAMfi  Examen  1818  p.  i8  .  Wenn  _/"  +  lg  =  0 
ist  bei  allen  a-,  y  (identisch  null  ,  so  sind  die  Linien  /  =  0  und 
(/  =  0  congruent  wie  die  Gleichungen.  Und  \Nenn  /,  g.  h 
Functionen  der  x.  y  sind  der  Art,  dass  f -^-  /-g  -\-  iih  =  0  bei 
allen  a-,  y.  so  ist  die  Linie  ////  =  0  congruent  mit  der  Linie 
/-4-  lg  —  0     und    enthält    den    Punct    (/ =  0,  ^  =  0  .      Es 

4* 
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giebt   eine    Serie    von   Linien     /'-+-  lg  =  0    entsprechend    allen 
realen  A. 

3.  Die  Bestimmung  eines  Punctes  einer  Fläche  durch  2  Coor- 
dinaten stammt  aus  früher  Zeil.  Man  bestimmte  ein(>n  Punct 
der  Himmelskvigel  durch  Azimuth  und  Höhe,  durch  Rectascen- 
sion  und  Declination,  durch  Länge  und  Breite  desselben,  einen 
Punct  der  Erdoberfläche  durch  Länge  und  Breite,  einen  Punct 
einer  bestimmten  Linie  der  Ebene  durch  eine  (Ileichang  für 
seine  Coordinaten.  Die  Gleichungen  für  die  Kegelschnitte  wer- 
den von  den  Mathematikern  der  Platonischen  Schule,  von  Archi- 
MEDES  Gon.  et  Sph.  4  u.  A.  angewendet.  Von  Ai'Ollonrs  werden 
zeTayf.i€V(og  y.azr]yixevai  (ordinatini  applicalae)  definirt  und 
a.TC0TSi.ivni.iivai  (abscissae)  ano  rijs  diaf-iergov  hnh  töjv  xax. 
xaTtjy^iarcoi'  erwähnt  Con.  I,  20.  Der  erste  Ausdruck  ordinatim 
applicatae,  zunächst  noch  ohne  den  zweiten  abscissae,  hat  nach 
Einführung  der  Buchstabenrechnung  Verbreitung  erhalten  durch 
Descartes,  Fermat,  Pascal,  und  wurde  von  Fermat  durch  Apph- 
cale,  von  Andern  durch  Ordinale  ersetzt.  Abscisse  und  Ordi- 
nate sind  von  Leibniz  Acta  Erud.  1692  Coordinaten  genannt 
worden.     Vergl.  Leipziger  Berichte   I8üö  p.  L 

4.  lu  Bezug  auf  eine  den  gegebenen  Punct  0  enthaltende 
Fundamentallinie  x  wird  ein  Punct  P  der  Ebene  durch  den 
Winkel,  welchen  mit  x  die  Gerade  r  der  Strecke  OP  bildet, 
und  durch  die  auf  der  Geraden  /•  von  0  anfangende  Abscisse 
eindeutig  bestimmt.  Der  Winkel  xr  =  0-  heisst  nach  astrono- 
mischem Gebrauch  die  Anomalie,  die  Abscisse  OP  =  r  der 
Vector  (radius  vector)  des  Punctes  P;  Anomalie  und  Vector 
werden  seitdem  19ten  .Tahrhundert  die  polaren  Coordinaten 
des  Punctes  P  genannt,  weil  der  lixe  Punct  0  der  Geraden  r 
von  Alters  her  ein  Pol  heisst,  Punete  gleicher  Anomalien  liegen 
auf  einer  Geraden  des  0,  Punete  gleicher  Vectoren  liegen  auf 
einem  Kreis,  dessen  Centrum  0  ist.  Der  Punct  d-\r  ist  von 
dem  Punct  ^  +  ?r| —  r  nicht  verschieden   (§.  9,  3). 

Mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punctes  P  stehen 
die  polaren  Coordinaten  in  einfachem  Zusammenhang  (§.  W). 
Man  findet 


S.  15.    Die   f:(KH(liii;iton   oiiior  Strecke.  ,").3 

OA   =  OPcosxr,      X  =  r  cosS- 
AP  =   0  P  sin. rr,       1/  =  rsin<> 

uikI   imiiickehrl 

cot  ff   =   ^  ,.=    —-    =    ^^-    =    Y^^2 

y  cos*  sin^ 

Es  ergeben  sicli  zwei  iiiii  >7  Nci'scIiicdeiH'  .V.  wolclien  coiilrür- 
gleiclie  r  entsprechen  :  in  Ix'iden  Füllen  erreiehl  man  di'nselhen 
l'iincl.  Der  Ziisanniienhang  7,\visehen  den  parallelen  Coordiiialen 
nnd  den  polaren  Coordinaten  eines  l'nneles  wird  in  gleicher 
Weise  ans  §.   12  ahgeleilel. 

5.  Der  l'nncl  P  kann  auch  in  Ik'/ng  aul  i  l'niicte  O.  O' 
der  (ieraden  x  durch  2  Anomalien  a;r,  xr'  oder  cfureh  2  Vec- 
loren  i\  r'  bestimmt  \verden,  eindeutig  im  ersten  Fall,  zwei- 
deutig im  andern  Fall.  Die  l)eiden  Anomalien  sowie  die  beiden 
Veetoren  sind  bipnlai'e  Coordinaten  genannt  wordcMi.  re])er- 
haupt  können  irgend  2  von  einander  unabhängige  Functionen 
der  a:,  y  als  Coordinaten  eines  Punetes  betrachtet  werden,  in- 
sofern gegebene  Werlhe  der  beiden  Functionen  den  Puncl  x\y 
ein-  oder  mehrdeutig  bestimmen.  Dazu  gehören  die  von  LamS 
u.  A.  gebrauchten  und  sogenannten  krummlinigen  Coordinaten 
eines  Punetes  z.  B.  die   elliptischen.      Liouv.  .1.  1833  t.  2  p.  147. 

Ausserdem  ^^erden  3  gegebene  Functionen  der  x.  3/,  inso- 
fern ihre  Proportion  den  Puncl  x  i/  bestinunt,  als  homogene 
(trimetrische'  Coordinaten  eines  Punetes  der  F>bene  gebraucht. 
Dazu  gehören  .Möiuis'  barycentrische  Coordinaten  (trigonale, 
Dreieekcoordinaten)  und  Plicker's  Irilineare  Coordinaten,  die 
von  jenen  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 


§.  15.    Die  Coordinaten  einer  Strecke. 

1.  Der  Puncl  P^  wird  durch  die  Parallele  der  y  auf  x 
nach  Ä^,  durch  die  Parallele  der  x  auf  y  nach  B^^  projicirl,  und 
die  Coordinaten  OA^^  0B{  des  P^  werden  durch  X{ ,  y^  be- 
zeichnet. Dann  sind  A^Ä^  =  x.j  —  ar^  und  ByB.j  =  ?/.,  — y^ 
coordinirte  Projectionen  der  Strecke  P^P^  wnd  heissen  Coordi- 
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na  ton  der  Strecke.  Wenn  die  Strecke  eine  Geschwindigkeit, 
Beschlennignng,  Kraft  bedentet,  so  sind  die  Coordinaten  der 
Strecke  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  u.  s.  w.  nach  den 
Richtungen  x.  y.  Die  Coordinaten  des  Yector  OP^  sind  von 
den  Coordinaten  des  Punctes  P^  nicht  verschieden.  Wenn  AB. 
DC  mit  den  Geraden  x.  y  parallel  sind,  so  hat^C  die  Coordi- 
naten AB^  BC.  Wenn  AB  CD  ein  Parallelogramm  ist,  so  hat 
BD  die  Coordinaten  B A.  AD  d.  i.   —AB.  BC. 

Gleiche  Strecken  einer  Geraden  oder  paralleler  Geraden  von 
derselben  positiven  Richtung  haben  gleiche  Coordinaten,  und  wenn 
zwei  Strecken  gleiche  Coordinaten  haben,  so  sind  sie  parallel 
und  gleich.  Daher  ist  eine  Strecke  durch  ihre  Coordinaten  ein- 
deutig l)estiijnut,  wahrend  ihr  Anfang  unbestimmt  bleibt. 

3,  Eine  Strecke  wird  aus  ihren  Coordinaten  als  geome- 
trische Summe  derselben  construirt  und  berechnet  §.  12  .  Wenn 
AB.  BC  parallel  und  gleich  sind  mit  den  Coordinaten  Ä.  Y 
der  Strecke,  so  ist  .4C  jiarallol  und  gleich  inil  der  Strecke  XY 
der  Geraden  s.  und 

AC  :  AB  :  BC  =^   sin.r^  :  siiisv/  :  sin.rs 

Man  findet  tangas  aus  sina;s  :  sins_y  ^==  Y  :  X^  daher  zwei  um  n 
verschiedene  xs.  denseU)en  entsprechend  conträre  positive  Rich- 
tungen der  Geraden  6-  und  conträre  Werlhe  AC.  also  in  beiden 
Fällen  dieselbe  Lage  des  Punctes  C  gegen  den  Anfang  A  auf  der 
Geraden  s.     Aus  der  Gleichung 

ACi  =   AB^  +  BC^  +  2AB  .  BC  in<~.ri/ 

erfährt  man  nur  die  Länge  der  Strecke  AC;  nachdem  ent- 
sprechend dem  Winkel  xs  die  positive  Richtung  der  Geraden  s 
bestimmt  worden  ist,  giebt  der  eine  Werth  der  Quadratwurzel 
den  Werth  ACj  der  andre  nicht.  Bei  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten ist 

cosxy  =   0,       sins//   =   cosxs,       inngxs  =    Y  :  X,   u.  s.  w. 

Beispiele.  Das  Dreieck  der  Puncto  21.3,  41 — o,  — 3|  —  6 
hal  die  Seilen  2;  —  8,  — 7  — I,  5  9  d.  i.  bei  rechtwinkeligen 
Coordinaten  y^G8,  "v^öO,  y^lOC,  u.  s.  w. 


g.  IG.    Drei  l'uiictc  eiiici-  Geraden.     .Scliwerpunct  etc.  ,')5 

Wenn  dci'  Fiiiicl  xy  von  den  Puiiclen  2|3,  4  ö,  G;1  üleiehc 
Disliinzeii   lial   und  die  Coordinnlen  reehtw  inkeliir  sind,   so  isl 

ix-2y  +  iu-sy  =  {x  -  4)2+  (y-5)2  =  (x-ay  +  ii,-  ly 

•^   =   ¥'        ^=1'        (•^-2)-^  +  (.y-3)2   =   5g^      U.S.  XV. 

Von  den  Streeken  X  Y,  Ä'\  Y',  .  .  h;i(  die  i;ef)nielriselie 
Summe  die  CoordiiKilen  Ä  +  ä'  +  .  .  ,    }'+)'-!-... 

Weini  die  Streeken  2^  Y,  X'  Y'  normal  zu  einander  sind, 
so  ist  taniz.r.«  tanga?6'+  1  =  0  (§.  11,  2),  also  l)ei  reehtwinke- 
ÜLien    (idDrdinalen 

XX'  +  YY'  =  0 

3.  Parallele  Streeken  haben  (loordinalt'n  derselben  l'ro- 
[lortion.  und  wenn  zwei  Strecken  Coordinaten  derselben  Propor- 
tion  haben,    so  liegen  sie  auf  parallelen  Geraden   (vergl.  §.  M  . 

Parallele  Gerade  s,  welche  denselben  unendliehfernen  Punel 
enthalten,  werden  durch  die  Proportion  X  :  Y  der  Coordinaten 
einer  ihrer  Streeken  hestinunt,  weil  sina:s  :  sin sy  ])ei  recht- 
winkeligen Coordinaten  tanga?*)  den  Werth  Y  :  X  hat.  Die 
|)ositive  Richtung  der  Geraden  ^  wird  durch  freie  Wahl  des 
zweideutig  bestimmten  Winkels  xs  festgesetzt.  Demnach  sind 
X,  Y  homogene  Coordinaten  (§.  14,  5)  der  Richtung  (des 
unendlichfernen  Punctes)  von  parallelen  Geraden,  deren  eine  die 
Strecke  X\Y  enthält. 


§.  IG.    Drei  Piiucte  einer  (geraden.    Schwerpuiict 
YOii  Puncten  der  Ebene. 

1.     Wenn    die  Puncto   F,    G,   U  einer  Geraden  die  Coordi- 
naten a  0.   0  h.  p  q  haben,   also  /''  auf  x.   G  auf  ?/  liegt,   so  ist 


fdlülich 


;           GH 

',    "    GF 

q           HF 
b           GF 

a        0 

GH  +  HF 

GF         ~    ^ 
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Wenn  die  Puncte  rt|0,  0\b,  c\c  jiiif  einer  Geraden  liegen,  so  ist 

111 
ab  c 

3.  Der  Punct  P^  habe  die  Coordinaten  AO^  =  a-  ,  OB; 
=  j/j.  Wenn  P, ,  P2.  P3  auf  einer  Geraden  liegen,  und  wenn 
P3  die  Strecke  PyP^  naeli  dem  Verhällniss  Z  theilt,  so  isl 

FiF.  :  I\F,   =   .1,.43  :  A,A^    =   i^.i^;;  :  B.B,   =   Ä     (9.2) 
a,-3  —  xi  :  .i-3  —  .r,   =  Di  —  Vx  •  Vi  —  112   "=   ^■ 

x^  —  *'i      -^z  —  -''2  -^'i  —  ^^2  y_\~  i^ 

z/3  —  2/1  2/3—2/2  1    —   '^  '   —  ^ 

3.  Die  Gleichung  für  die  Coordinaten  kann  gestaltet  wer- 
den Nvie  folgt. 

*-l(Z/2  —  Vi)   +    *.(Z/3  —  2/1)    +  *'3(2/l   —  2/2)     =     <> 

yi{x2  —  x.i)  +  y2{xi  —  x^)  +  y-i{Xi  —  x;)   =  0 

J,Pi  .  .1^.13  +  .I2P2  .  A-,Ai  +  J3P3  .  ^li.l,   =   0 

(■■t-2Z/3  —  ^3/72)  +  (-^-iZ/i  —  ■'^■i  2/3)  +  (-^1  'J2  —  xyy^)   =   U 

11       1       1 

■   X\  X-i         iC3    !     =    U 

I  2/1      2/2     2/3  1 

Dieser   Gleichung   genügt    nach   Veränderung   der   3len   Colonne 
das  System  f^i  =   I  —  ■?^-  /'av;  =  ^j  —  Aa^.  py.-^  =  U\  —  '^^Vi- 

4,  Wenn  die  6  Gooi'dinalen  der  Gleichung  (2)  genügen,  so 
liegen  die  3  Puncte  auf  einer  Geraden,  Hatte  die  Gerade  PjP2 
mit  der  Geraden  A^P^,  den  Punct  Q  gemein,  der  durch  die 
Parallele  der  x  auf  y  nach  C  projicirt  wird,  so  wäre 

^,yl3  :  A^Ao   =   P,  g  :  P,Q  =  BiC  :  3^0 

verschieden  von  B^B^   :  B.jBr.   gegen  die  Voraussetzung.     Oder 
Ulan  findel 

A,l\  .  A^A;  +  .I2P2  .  ^13 ^^1  +  AiQ  .  A^A^   =  ü 


§.  IC.     Drei  Punctc  cinor  noriidon.     Sflnvorpmicl  ctr.  •^7 

fnl-lich  A^^^  .  A.^A^  +  A.-,l\  .  A,  yl,  +  ytyPg  .  A^A.^  iiidil  null. 
gciion  die  Vorausselzuiii:. 

l'^hcnso  folgt  aus  der  (llcicIiuuL;  I),  dass  der  Puncl  //  auf 
dei"  (leradeu  FG  liegt. 

Beispiel.  Wenn  auf  [\vv  (icradm  x  die  l'iinclc  .1.  li  die 
Abseissen  o.  b.  auf  dci-  (icradcn  y  die  Punete  C.  1)  die  Ordi- 
nalen c.  '/  haben,  so  hat  die  Mitte  der  Streeke  A(J  die  (loor- 
dinalen  ia.  \c,  die  .Milte  der  Streeke  BD  die  Coordiiiaten 
\h ,  \d.  ^Weun  die  (ici'aden  BC.  AI)  den  I'unct  E  gcniein 
haben,  dessen  Coordinaten  x.  y  sind,  so  hat  die  Mille  der 
Strecke  OE  die  Coordinaten  \x.  \y.  und  es  ist  (I) 

+  j^_l=0  —  +  ^—1   =   0 

0        c  ad 

folglicfi 

{x  —  ('){d  —  c)   =   —  aij  —  ex  +  ac   =   {1/  —  c){b  —  a) 

d.  h.  -i]  die  Mitten  der  AC.  BD,  OE  liegen  auf  einer  Geraden. 
Planini.  §.  8,  5.  Durch  Centralprojeetion  der  Figur  ergiebt  sich: 
Wenn  AC,  BD,  OE  von  einer  Geraden  in  F.  Cr,  H  gelheill 
^verden,  und  wenn  FF'  mit  AC,  GG'  mit  BD,  HH'  mit  OE 
in  liarmonie  sind,  so  liegen  F' ,   G' ,  H'  auf  einer  Geraden. 

5.  Als  Schwerpunct  (baryceutrum)  der  Puncle  «j.Pj, 
a^.  P.y,  ..  der  Ebene  wird  der  Puncl  P  defuiirt.  dessen  Coor- 
dinaten 

_  «i-ri  +  a^Xi-\-  .  .  _   uii/i  +  a^iii  +  .  • 


«2       +   •  •  «1      +      «2     +    .  . 

sind  (§.  2,  5).  Wenn  «j  +  «^  "+"  •  •  =  —  f'-  so  erhält  man  das 
System  von  Gleichungen 

ux  +  a,.Ti  +  a^xo  +  .  .  =  0,      "!/  +  dit/i  +  «2^2  +  .  .  ^  0 

welches  zu  erkennen  giebt,  dass  unter  den  Puneten  ct.P,  c(yP{. 
a^-Pi',  ••  jeder  der  Schwerpunct  der  übrigen  ist,  und  dass 
die  Strecken  a.  OP.  a^.  OP^,  a^.  OP^.  .  .  parallel  und  gleich 
sind  mit  den  Seiten  eines  Polygons  (§.  12,  1),  weil  die  Strecke 
OP  die  Coordinaten  x.  y  hat,  u.  s.  w. 
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6.  Wenn  die  Puncte  0,  P,  P, ,  .  .  durch  i)arallele  Gerade 
von  l)eliel)iger  Rieliluug  auf  eine  belieliige  Gerade  nach  iV,  Q, 
Qj ,  .  .  projicirl  werden,  so  hat  OP  die  Coordinalen  NQ^ 
QP  —  jyO,  u.  s.  \v.    Also  erhält  man  nach  §.  12,  I  das  System 

a  .  NQ  +  ßi  .  NQi  +  «2  .  NQ^  +  .  .   =   0 
a{QP—  NO)  +  a,{QiPi  -  NO)  +  .  .   =0 

oder,  weil   a  ■+■  a^  -\-  a.y  +  .  .  =0. 

ß  .  NQ  +  ßi .  NQi  +  ß^  .  ^^^2  +  .  .  =  0 
a  .  Q  P  +  ai  .  Qi  Pi  +  ao  .  Qo  P.  +  ■  ■   =   0 

welches  zu  erkennen  giel)t,  dass  die  in  einem  beliebigen  l'uncl 
Ä"  der  Ebene  anfangenden  Strecken  «  .  iYP,  «j  .  Ä'Py ,  «2 .  NP^ ,  .  . 
parallel  und  gleich  sind  mit  den  Seiten  eines  Polygons.  Dem- 
nach ist  der  Schwerpunct  der  Puncte  o;,  .  Pj ,  «^ .  P2 ,  •  •  unab- 
hängig von  den  coordinirten  Geraden  x,  3/,  auf  welche  seine 
Definition  Bezug  nahm. 

7.  Der  Schwerpunct  M  der  Puncte  «1  •  Pj  und  a.^.P.^ 
theilt  die  Strecke  P^Pi  nach  dem  Verhältniss  — a^  :  a^  (l). 
Der  Schwerpunct  der  Puncte  (a,  ■+■  ci.^)  M  und  «3 .  Pg  ist  der 
Schwerpunct  der  Puncte  a,  .  Pj ,  a.^.P,^,  «g.Pg,  und  theilt  die 
Strecke  ^IP-^  nach  dem  Verhältniss  — «3  :  a^  +  a^.  U.  s.  w. 
Auch  hieraus  erkennt  man  die  Unabhängigkeit  des  Schwer- 
punctes  von  den  coordinirten  Geraden,  auf  welche  seine  Defi- 
nition Bezug  nahm. 

Aus  dieser  Construction  ^^ie  aus  der  Definition  erkennt 
man,  dass  unter  der  Bedingung  «,  -\-  a.^-^  .  .  =0  der  Schwer- 
punct unendlichfern  in  bestimmter  Richtung  ist,  nämlich  in  der 
Richtung  (§.  15,  3) 

ßi^i  +  ß^.Tj  +  .  .  :  «,?/,  +  aiiii  +  .  . 

Wenn  aber  unter  den  Puncten  «,  .Pj,  a.^.P^-,  ••  jeder 
der  Schwerpunct  der  übrigen  ist,  so  ist  (.5) 

Der  Schwerpunct  solcher  Puncte  exislirt  nicht,  weil  die  ilm 
definirenden  Gleichunüen  nicht  e.vistiren. 


,^.  10.    Drei  Piinclc  ciiici'  Geraden.     Schwerpiiiict  elc  öO 

8.  Wenn  S  der  Schwerpuncl  dor  PiiiU'lc  a  .  A.  ß.B,  y.C 
1111(1  0  ein  beliebiger  Puncl  ist,  und  wenn  in  Bezug  auf  zwei 
l)eliel)ige  (Jerade  des  O  die  Puncte  ä,  A,  B^  C  die  Goordinalen 

X  y,    X|    ?/|  ,    '?'2i.'/2;    ^3    2/:}    lli''*'''!,    SO    isl    (6) 

irx  +  ß  +  y)x  =   axi+ßx2  +  yxj,       [a  +  ß  +  y)i/  =   ai/i  +  ßi/2  + Y!/-: 
folglieh 

{a  +  ß  +  y){axi^  +  ßx2^  +  yxji)  —  {a  +  ß  +  y^x"- 

=  [u  ^  ß  +  }')(«^i^  +  ß-^^'r  +  Y^i-)  —  («•<•!  +  ßJ^i  +  Y-r^z)- 

=    aß{x2  —  J^i)-  +  «/'(•^:i  —  -fi)^  +  ßYi'^^J  —  ^2)" 

und  ebenso  für  die  Ordinalen.  \un  sind  x  y,  x.^  —  ^\\l/-2  —  ^n  •  • 
die  Coordinaten  der  Strecken  OS.  AB,  .  .  und  unter  Voraus- 
setzung reehtwinkeliger  Coordinaten  x'^  +  i/'  =  OS-,  \i.  s.  w. 
§.  15,  2).  Also  fuHlet  man  durch  Addition  der  beiden  Glei- 
chungen 

(«  +  ß  +  y){a  .  OÄ-^  +  ß  .  OB^  +  y  .  OC^)  -  {u  +  ß  +  y)WSi 
=   aß.AB^  +  uy  .ACi  +  ßy  .BC^ 

Ebenso  für  mehr  Puncte.  L.vgr-v.nge  1783.  S.  Stereoni.  §.  II, 
7   u.  8. 

9.  Jeder  Proportion  der  Coeflicienten  a  :  ß  :  y  entspricht  ein 
bestimmter  Punct  D  der  Ebene  ABC,  der  Schwerpunct  der  a  .  A, 
ß.B,  y.C  ;7).  Daher  sind  a,  ß,  y  homogene  Goordinalen  des 
Punctes  D  §.  li,  o),  die  baryceutrischen  Coordinaten  des 
Punctes  in  Bezug  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  C:  wenn  A, 
B,  C,  D  durch  parallele  Gerade  auf  eine  beliebige  Gerade  nach 
A',  B' ,   C' ,  D'  projicirt  werden,  so  isl    6) 

«  .  A'A  +  ß  .  B'B  +  y  .C'C  =   {a  +  ß  +  y)D'D 

Insbesondere  werden  die  i  Puncte  auf  BC  nach  ^i ,  B,  C,  Dy, 
auf  CA  nach  A,  B.^,  C,  D,,  auf  AB  nach  A,  B,  C^,  D.^  pro- 
jicirt, so  dass 

a  .  A^A   =   {a  +  ß  +  y)  D^  1) 

ß  .  BoB   =   {a  +  ß  +  y)D.yD 

y  .  C36'   =   {u  +  ß  +  y)D.^D 
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Daher  erhält  man  für  4  Puncle  der  Ebene 


oder 


A'A  ^  ^^       B'B  ^  ^,       C'C  ^^  ^^ 


DJ)       I/D       D^p       D'D       D^I)       D'D  _ 


Nun  sind  D^D  :  A^A  und  D'D  :  A' A  die  Verhältnisse,  naeh 
welchen  DA  von  BC  und  der  l)eliel)igen  Geraden  *•,  auf  der 
A\  D'  liegen,  getheill  wird.  Bezeichnet  man  dieses  Doppel- 
verhällniss  durch    D,  A,  ßC,  .vi  u.  s.  w..  so  ist  ^Trigon.  §.  7,  12) 

{D,  .A,BC,  s)  +  {D,  B,  CA,  s)  +  {D,  C,  AB,  s)  =   1 
10,     Für  den  Punct  E  gilt  die  analoge  Gleichung 

folglich  erhält   man   durch  Su!)traclion 

^^^{E.E-  D^D)  ^  ^iE,E-  D,D)  ^'^^iE,E  -  D,D) 
=  E'E—  D'D 

Nun  sind  DiEjlEjE—DiD,  D^E^\E^E  —  D.-^D,  D.^E^\E^E—D.^D 
und  D'E'i  E'E  —  D'D  Coordinaten  dersell)en  Strecke  DE.  ^Yenn 
diese  Coordinaten  rechl^^  inkelig  sind  d.  h.  A'A,  B'B,  C'C  die 
Distanzen  der  A,  j5,  C  von  der  Geraden  s,  A^A,  B.^B,  C^C  die 
Höhen  des  Dreiecks  ABC,  wenn  DE  auf  der  Geraden  p  und 
D^D,  D^D,  D.^D,  D'D  auf  den  Normalen  /,  g,  h,  n  der  Ge- 
raden BC,  CA,  AB,  s  liegen,  so  ist 

EiE—D^D  =  DEcoi^pf,      E-^E  —  D,D  =  DEcoi^pg 
E.E—  D.D  =  DE  co<> ph  ,      E'E  —  D'D   ^  DE  cos^m 

und  daher 

A'A  ^      B'B  C'C 

373  cosi>/-  +  ^^  co,pg  +  ^-^^  cosph    =   cospn 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  Kronecker  1870  Borchardt  J.  72 
p.  160  gegeben  hat,  folgt  nach  §.  13,  I,  dass  die  Strecken 


§.  17.    Product  von  zwei  Strookm.  Q\ 

A'A       ,.  „        B'B       ,.  C'C      .  -  ^        „ 

aTa       ^'     b7b       ^'     (Tc         '      ~         " 

oleicli  und  [);ii;ill('l  sind  niil  don  Seilen  eines  Vierecks  'Deterni. 
1876  §.  17,  4).  Die  Iriiionoinelrisehe  (ilei('!nin|i .  diircli  welelie 
demnach  die  Dislauzen  dei"  Puncle  A,  B,  C  von  einer 
(leraden  verl)unden  sind, 

XA'Ay  A'A  B'B         , 

UT^j  ^  ■■  ^'^aab^b'^^'^^-^    ■  =  ' 

ist  von  Salmon  Plane  cnrves  1852  c.  I  auf  andi-e  Grundlagen 
i^ebavit  worden. 

Die  linke  Seile  der  Gleieliung  ist  die  Summe  der  Quadrate 

/■A'A       B'B         .        C'C         ..y       (B'B    .    „         C'C    .    ..V^ 

weil  cosfg  cos/if — sin /(/ sin /«/ =  Qos[hf  +  fg)  =  cos///(. 
Dabei  ist  j^=  .^jj^,  u.  s.  nv. 

1  cos  fg       coshf  _  BC  +  CA  cos/V/  +  AB  coh  Jif  _ 

ä;A  "*"  ^B   "^  "CiC^  ~   "  2ABC  '• 

sin/y;        slnhf  CAshifg  —  AB  sin  hf  

BiB^   CyC    ~  ~fÄBC 


§.  17.    Product  Tou  zwei  Strecken. 

1.  Die  Projection  einer  Strecke  ist  von  der  Summe  der 
l'rojectionen  ihrer  Goordinaten  nicht  verscliieden  (§.  lö,  2'. 
Wenn  daher  die  Strecken  AB^  CD  der  Geraden  r,  s  «lie  mit 
X,  y  parallelen  Goordinaten  X\Y^  X'\Y'  haben,  so  ist 

AB  cos  rs  =  X  cosa?s  +  l'cos//.s- 
CD  cos  xs  =  X' -\- Y' cos  xij ,      CD  cos ys  =  X' cosxg  +  Y' 

folglich 

AB  .CD  cosrs  =  X{X'  +  T'cos  xy)  +  Y{X' cosxy  +  Y') 
=  XX'  +YY'  +  (X  Y'  +  XT)  cos  xy 
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Bei  rechtwinkeliizen  Coordinaten  ist  das  Product  AB  .  CD  cos  rs 
aus  den  Coordinaten  der  l)eiden  Strecken  coniponirt: 

AB  .  CD  cos  rs  =  XX' +  YY' 

Carnot  1803  (t.  de  pos.  3öi.  Spuren  dieses  Salzes  finden  sich 
bei  Eii-ER  th.  niulns  227  und  Lagrange  Rotation  ö  (Meni.  de 
Berlin  1773;. 

Durch  die  Coordinaten  sind  die  Strecken .  also  auch  der 
Cosinus  des  \Yinkels  ihrer  Geraden  besliniint.  Bei  rechtwinke- 
ligen Coordinaten  sind  die  Strecken  ÄY.  Ä'  Y'  normal  zu 
einander  unter  der  Bedingung 

XX' +  YY'  =  0 

2.  Wenn  die  Puncte  A.  B.  C.  D  die  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten 'I  a'.  h'h'.  c|c',  d  d'  haben,  so  \^\  X  =  b  —  a,  J"  = 
h' —  «',   u.   s.   w, 

AB  .  CD  cosrs  =  {h  —  a){d  -  c)  +-{h'—  a'){d'—  c') 
.Nun  ist 

■2{b  —  a){d—  c)   =   {d  -  ay  +  (c  —  h}^  —  {e  -  a)2  —  {d  —  hf 
2{h'-n'){d'-  c')  =  ((f  —  «')-2  +  {c'—h')i  -  (c'— a')^  —  {d'—h'Y 

und  [d —  a)'-  -\-    d' —  a')'-  =  AD'-,   u.  s.  \v.,  folglich 

1  0       1  1 

2 AB  .  CD  cos  rs   =   AD'-  +  BC^    -  AC^  ~  B D^  =      \      ACi      AD^  ' 

I   1      BCi     BD'i 

Auch  ist  i'/y  —  a)  {d  —  c)  =  \\b  -hd  —  a  —  c)  -  —  ^[b  —  d  —  a  +  c)  -, 
u.  s.  w.  Wenn  die  ^Mitten  der  AC.  BD.  BC.  DA  durch  F,  G, 
F',   G'  bezeichnet  werden,   so  eiiiiilt   man 

AB  .  CD  cos  rs  =   FG^  —  F'G'^ 

Cau.not  ISOC)  Sur  la  rclation  27.  Vcrgl.  Deterni.  §.  IG,  I.  Trigon. 
!5-  67  ''• 

3.  Durch    ProjtH'lion    aid    die    Xorniak'    der    r    erliäit    man 

CD  sin  rs  =   X  sin  r.x  +  1    sin  ;•// 


§.  17.    I'rodiict  von  zwei  Strecken. 
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Nun  ist  (§.  15,  2) 
lol-licli 


AB     _    _X      _       Y 

ainxy  sin  ri/  <\nxr 


AB  .  CD  sin  r.s  =   (A'}"  -  A"  )')sin  xij 

Wenn  z.  B,  OA,  OB,  juil"  r,  .s  licLicn.  und  wenn  die  l'niu-le 
A,  B  in  Howiii  ;inl"  die;  beiden  dni'cli  ()  liclienden  Geraden  x.  y 
die  (loüi'dinalen  a,  j  ?y, ,  a?.2 1 2/2  J'>''*<-''i  >  ^'>  '^t  nacli  §.  \i.  i  die 
h'läelie 

10  AB  =   Ovi  .  07)' sin  rs  ^   {^xVi  —  ^2:'/i  )^''i  •'*^.'/ 

In  der  Tlial ,  wenn  Oyl,  OB  die  Cciordiiialen  0A'\A'A, 
OB'\B'B   iial)en,  so  isl  naeli  §.  10,  2 

GAB  =  J50^1'+  OAA'+  ABA' 

Nnn  isli>'0.4'=  G>yl'5,  OAA'  -=  —  OA'A,  ABA'  ^  —  /l'ß^ 
=  —  A'B'A.   und   0^'yl  +  A' B' A  =  Oi5'yl.   folalieh 

O^i?   =   OA'B  —  Oi?'yl   =    \{x,  2/2  —  ■-»•2Z/1 )  si"  a-V/ 

Vollendet  man  das  Parallelogramm  OA'AC^  so  ist  0Z?'>1  =  OB'C 
=  —  OCB' =^  —  OCB,  füliilieh  erhält  man 

OAB  =  OA'B  +  0(75 

für  die  Dreiecke,  Aselclie  B  mit  OA,   OA'.  OC  lüldel.    Vark.xov 
1719.     Planim.  §.  9,  8.     Determ.  §.  15,  1. 


4.     Wenn  dei' Punct  I  die  Coordinalen  x^.7/^  hat,  u.  s.  \\.. 
so  ist  das  doppelle  Dreieck    12:5  (li\idirt  diircli  sinav/   i3) 


X2  —  Xt  1/2  —  1h 

^3   —    a.-,  //;j   —  //, 


I   1      --^i  —  ^-i       .'/i  —  ^i  ;  I  1      ■•^1      y\ 

=        l       .r^  —  .-r,       //2  —  2/1        =     ,1        X2       1/2 


1        ;'■;!  —  ^'•i        ?/::  —  >/\ 


1        «3        ;V3 


Durch  Rnlwickelung  der  Delerniinanle  nach   iler  ersten  Colonne 

erhält  man 

123   =   032  +  031  +  012 

wie  §.   10,  2.     Wenn    die  Determinante  null   ist,    so   liefen  die 
Puncte   I.   2,  3  auf  einer  Geraden.     Yergl.  §.  16,  2. 
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5.     Nach  der  ersten  Colonne  ent\viekelt  ist 


l        \       X        !f 
h        1       -^1       Vi 

h        1        ^-i       Vi 


=    al  +  ttyJy   +  u-,1.,  +  aj^ 


Die  Adjiinc'ten  er,  a, ,  ..  verhalten  sich,  wenn  der  Pnnct  'x\y 
durch  4  bezeichnet  wird,   wie  die  Flächen 

—  123  :  234  :  314  :   124 

Die  Determinante  ist  null,  wenn  die  lle  Colonne  durch  die  2te, 
oder  durch  die  3te,  oder  durch  die  4te  Colonne,  oder  durch 
eine  lineare  Form  der  3  andern  Colonnen  [ui  =  nx{  ■+■  by^  ■+■  c) 
ersetzt  wird.     Daher  ist 


ß     +  a 


«1  -.r 


!■'  1 


U.r    + 

Uli     +   ß|('i 


«2  +  «3  =  0 

«2  •'''2    +  «3  •''"3    =  Ü 

«2.'/2     +  «3  2/3    =  0 

«2  "2    +  «3  "3    =  " 


d.  h.  der  Punct  xy  ist  der  Schwerpunct  der  Puncte  a^  .  \. 
«2  •  2,  «3  .  3  §.  16,  5).  Die  letzte  Gleichung  giebt  die  Haupt- 
eigenschalt  des  Schwerpuncles  ^g.  I6,6j  an.   Vergl.  unten  §.  ä9,  4. 

6.  Die  Fläche  des  Polygons  l23io  ..  ist  die  Sunuue  der 
Dreiecke  123,  134,  145,  ..  ;§.  10,  4).  Wenn  die  Seite  M  auf 
der  Geraden  1  den  Werlh  rt,  hat.  11.  s.  w.,  so  ist  123  = 
\a^a^  sin  12    (§.  12.  4  . 

Bei  einem  Viereck  ist  13 i  =  \a.^a^su\'^'i.    Nun  ist  (§.  12,  3) 

«1  sin 31  +  a,  sin 32  +  «3  sin 33  +  «4  sin 34   =   0 
d.   h.   f/4sin3'(  =  «,  sin  13  4-  a.^  sin  23,   lolglich 
134   =    Jöirts  sin  13  +  \a2ai  sin 23 
Bei  einem  Fünfeck  ist   145  =  l^a^a.siniö,  und 
Oj  sin  41  +  a2  sin  42  +  «3  sin  43  +  «4  sin  44  +  «5  sin  45   =   0 
d.  h,  a^  sin  45  =  öj  sin  1  4  -i-  a2siu24  -i-  «3  sin 34,   folglich 
145   =  lai«!  sin  14  +  ^^  «2  f'4  sin  24  +  la^a^  sin34 


§.  17.    I'rddiicl    voll  zwei  Slrorken.  65 

V.  s.  w.      Bozeiclmel    lUiin   tias   l*rodm'l    a^a2sin\i    diircli    .s',^? 
u.  s.  w.,  so  ei-liiill  iiiaii  die  hall)e  Fliiclic  eines  nEcks 

«12    +  S|3    +  Sl4    +     .  •     +   Sl,n-1 


+    S;;,    +    §9  1     + 


^■2,n  —  1 


+   §3,    +     .  .     +   S3,„_, 
"  +     .   .     . 

aiisiiedrückl   dui'cli    ii    —  I    Seilen   und   deren    Winkel.      L'lli  n  n:it 
I7.S9  Polygon,  p.  8. 

7.     Wenn  der  l'unel  I  die  Cooi'dinalen  a?, ,  t/,  hat.  u.  s.  ^^.. 
so  ist  die  doppelle  Fliielie    123  dividii'l   dnreh  sin  a?/     4; 

Ebenso  sind  die  do{>pelten  Fliiehen    VW,    I  iö,   ..  dividirl  duicii 

sin  xy 

y-i  (^1  —  •^•4 )  +  ^4  ('»3  —  x\)  +  i/i  (.i'j  —  x-i ) 

7/4 (.r,  —  x^)  +  !j^{Xi  —  Xi)  +  //,  (.rä  —  .^4) 

II.  s.  w.     Dureh  Addition    findet    man  die  do])pelle  Fläelie   1234 
dividirt  durch  sina;_y 


•-^3  —  ^\       !h  —  ?/i 
^4  —  ^'2       Vi  —  Ih 


wie  oben  [:5; ;  ferner  (he  dop])olle  Fliielie  1234Ö  dividirl  dureh 
sin  xy 

Uii'^i  —  X'j)  +  y-iix-i  —  Xi)  +  !/i{x;—  x^)  +  ;hiVi  —  Xi)  +  ih{x^-  x-^) 

U.  s.  w.  Die  Ordinate  jedes  Punctes  iiat  man  mit  der  Dirterenz 
der  Abseissen  des  vorausgehenden  und  des  naehfolgendenPunetes 
zu  multipUeiren.  Dieselbe  Formel  vvird.  wenn  0  (\q\\  Anfang 
der  Coordimiten  bedeutet,  durch  Berechnung  der  Dreiecke  012. 
023,  034,   ..  erhalten.     Gaiss  1810.     Yergl.  Planini.  §.  10,  6. 

8.     Die  Strecken  AA^,  AA.,,  ...  BB^.  BB.^,  ..    liegen  auf 
den  Geraden  /,  </,..,  /',  g\   •  •  ,  die  Puncle  A{,  Bj^  haben  die 

Baltzer,  aual.  Geoiii.  5 
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rechtwinkeligen  Coordiniiten  a^-  fi^- ,  «;tN%  ^^'^*^  '^'"^^  Prodnct 
AA^  .  BBj^  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  ihrer  (ieraden  wird 
durch  cii.  bezeichnet.  AVeim  die  Strecken  Einheiten  sind,  so 
ist  c^.2  =  ^^^fil' ^  ^^-  s.  w.  Wenn  die  Puncte  B  auf  die  Puncle 
A  fallen,  so  ist  cj^i  =  c^j^  und  c^j  =  ^i^^,-.    Ueberhauj)!  ist    I 

^,7.-  =   («i  -  «)(«;;•  -  «)  +  (ft,  -  h){ß^  -  ß) 

Die  Delerminanlen  der  com])onirten  Kleniente  c  Determ.  §.  6,  I; 
sind 

I    Cj,       Ci2       Cl2    '  i    COS  ff'        cos/v/'        cos/7«'    | 

I  ^21     C22     C22  1   =   0  cosr//"'     cosgg'     cos gh'     =   0 

I  C31     C52     <^33  I  I  cos  hf'     cosJh/'     cos/(/i' I 

tiii'  2 mal    '(    Punctc  und  für  2 mal  3  (ieraden  der  Ebene,  und 


a     b, 


a    ß,-ß 


('■2 1        C2 


«2  —  a     h2  —  h        «2  —  a     ß2 


AAÄyA2.BB^B2 


Nun    ist   iAA^A2  =  AA^  .  AA.,s\\\fy.   u.  s.  \\..    folglich   auch 


cos  ff     cos  fg' 


cos yf     cos gg 

und  insbesondere  l)ei  xy  =  | /r 

j  cosxf     cos  yf 
I   CüS./Y/     cos yg 


,  ;    =    s\ufy  shif'y' 


=   sin/V/ 


Der  Ausdruck  des  l'roducts  von  H  Dreiecken  durch  die  Deter- 
minante der  Elemente  c  ist  von  Staidt  18i2  auf  anderem  Wege 
gefunden  worden.     Vergl.  Trigon.  §.  6,   13   und   Determ.  1:5.  16. 

1).  Wenn  man  das  Quadrat  der  Strecke  AjBf^.  durch  '/;yr. 
bezeichnet  und  deu  Anfang  O  der  Coordinaten  einführt,  in- 
dem mau 

'\  =   0Ar2  =  «.2  +  i-2         ^,^^  =   0B^2  =   a^o  +  ^9^2 
setzt,   so  ist 

'hh  =    («/  —  «;,)'  +  (^,  —  ßk)'  =    '•/  +  (>;.  —  2«.«^.  —  2b^ßj^ 


i^.  IS.     Andci-c  Cddrdiiiiilcn  ciiii's  I'imctes. 
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c'oiiiponii'l   aus 


V-.  1  Cl;  h, 

1  Qh         -'^"k     -2Ä 


Daher  isl 


1     ()o     —  2«„     —2/^0 
1     ()|     — 2ß,      —2/?, 


lolülu-h 


^±f?uo  ■■  fh;   =  -4{r\  ah){^,  I  uß) 
2+ du,  .  .  fl-n   =    2(r  1  rt)((J  1  «) 
2 ( r  1  /;)(()  I  /?)  +  4 ( r  r<  />) ( 1  «  /?)  +  4(1  a  h){o  a  ß) 


wenn   ziii'  yVItkürzuna 


(r  1  rt)   =    :  r,      1     a, 

»•v         1         «■) 


II.  s.  \\ .  i;esel/t  wird.     Woilere  Yet'werlliiinij:  dieser  Gleicliungeii 
liiidel   man   Detenii.  g.  1(5.   II  IV. 


§.  18.    Andere  Coordiiiateii  eines  Punctes. 

1.  Wenn  der  Punel  7'  die  Coordinalen  OQ  =  a-,  QP  =  y 
und  0'  die  Coordinaten  (JA  =  n,  Aü'  =  h  hat,  und  wenn 
die  von  0'  anfangenden  Coordinalen  O'Q' ==  x\  (l'P=  ,/' 
des  Puncles  P  mit  x,  y  parallel  sind,  so  ist  OP  die  geonie- 
triselie  Summe  der   0  0'  und   O'P^   lolglicl!  durch  Projection 

OQ  =  OA  +  AQ    =  OA  +  O'Q'  x   =   a  +  x' 

QF  =   QQ'  +  Q'P  =  AO'  +  Q'P  ,1  =    h  +  ij' 

Die  Einführung  der  von  tlem  l'uncl  a  b  anfangenden  mit  x,  if 
parallelen  Coordinalen  x',  y'  des  Functes  P  (permulatio  coor- 
dinatarum  hei  Euler  geschiehl  durcii  dieSuhslilulion  x  =  n-\-x' , 
y  r=  h  -\-  y' .     Durch  dieselhe  wird  eine  gegebene  Function  der 
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ar.  y   (des  Punctes  xy)   in    eine   Function   der  x  .  y'  liMnsfor 
mirt.      Dnher  heisst   hei    den  Neuern   die   Einführung   anderer 
Coordinalen  selbst  eine  »Transformation  der  Coordinaten«. 

2.  Wenn  P  die  Coordinaten  OQ  =  x,  dP  =  y  und  in 
andern  segel)enen  Riclitungen  die  Coordinaten  ü(X'  =  x'. 
Q'P  =  y'  hat,  so  ist  OP  die  geometrische  Summe  sowohl  der 
X  und  y.  als  auch  der  x'  und  y'.  Wenn  OP  auf  der  Geraden 
*■  Hegt  und  l  eine  beliebige  Gerade  ist,  so  erhält  man   (§,  12) 

OP^  =  x~  +  //2  +  2x1/  Qosxif  =  x'~  +  //'-  -4-  'Ix'i/' cosx'j/' 

OFs'msl  =  X  s\n  xl  +  i/ s\n  ijl  =  .r'sin.f'/  +  v/'sin//'? 

X  sin  xi/  =  X  sin  x  y  +  y  sin  //  y 

y  sin  xy  =   .x''sin.c.r'  +  y  sin, ry' 

Unrch   xy.    xx',  xy'  sind  die    übrigen   Winkel   bestinnnl.      Nun 
ist  bei  den  Geraden  x.  y'.  y.  x'  nach  §.  12.  3 


sin  xy  sin  x  y  +  sin  ?/  y  sin  x  x  +  sin  yx  sin  x  y 

sin  xy  sin  x'y' 


s\nx  y     sin  ?/  // 
sin.-r.r'     smxy' 


smx'y  :  s'mxy     s'my'y  :  sin.-cy 
sina;a?':  sin.r//     sinxy':  sinxy 


sin  .«  // 
sin  xy 


Also  werden  bei  unverändertem  Anfang  statt  der  Coordinaten 
ic,  y  eines  Punctes  die  Coordinaten  x\  y'  desselben  dadurch 
eingeführt,  dass  man  für  x,  y  lineare  Formen  der  x\  y'  sub- 
stituirt,  deren  Coefficienten  von  2  beliebigen  Winkeln  abhängen. 
Die  Determinante  der  linearen  Formen  x.  y  (der  Substitution, 
Delerm.  §.  8,  1  und  §,  14,  1)  ist  smx'y'  :  s'mxy.  Durch  die 
Substitution  geht  x-  -h  y-  -f-  ixy  cosxy  über  in  x'-  +  //'^ 
■+■  '2  x'y'  cos  x'y'.  Aus  den  neuen  werden  die  alten  Oioi'dinaten 
berechnet,  und  umgekehrt. 

Wenn  insbesondere  xy  =  L/r,   xx'  =   a,  xy'  =  ß,   so  ist 

X  =  x' cosa  +  y' cos  ß 
y  =   x's'm  a  +  //'sin/9 


,^.  18.    Andere  Cdoidinaleii  eines  l'imctes. 
1111(1  die   Dotcnniiiaalo  der  Siilisliliilion 

=   sin(/9 — a)   =  sin.*''//' 
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cosa     co.s/9 
sin  «      sin  ß 


Anwendung.     Diircli   Drcliting   des    redilen   Winkels  xif  uiii 
den  ijegeheiieii  \\  inkel  xt  =  yu  erhall  ni;in 

X  =  t  sin  tif  +  IC  sin  uij    =  t  eos  xt  —  h  sin  x-^ 
y  =  t  sin  iP^  +  n  sin.ri/   =   t  s'mxt  +  n  cosic^ 

Wenn  xt  =  J?/,  so  ist  sina;^  =  co^xt  =    I    :  y"2,   und 
x'^'l   =  t  —  a  vY'^  =  t  +  u 

In   der  That  ist   t  —  u  die  Hypotenuse  der  Catheten   x  und  x, 
und  /  +  u  die  Hypotenuse  der  Catiielen  y  und  ij. 

Durch  diese  Substitution  wird.  z.  B. 

f  =   x^  +  y'  —  .Uixy  =   ^ 'YT'> ^«(^    —  «*   ) 

Bei  /  =  0   hat  man    ,6  =  3a   :   y  i) 


.  =  tYi 


Für  die  mit  .r,  ?/  parallelen  (loordinaten  kann  uuin  die  rechl- 
\\inkeligen  (Koordinaten  einl'ühren,  die  mit  den  HalltinMiden  des 
Winkels  xy  parallel  sind. 

8.     Wenn  durch  die  lineare  Substitution 
xsmxy  =  x' ^h\  x' y  +  y' ^\\\  y' y ,        ys'mxy  =   a;'sina-.c' +  y  sin  .r// 

deren    Determinante   a  =  s'vnx'y'  :  sin^-^   ist,    die  quadratische 

Form  der  x,  y 

ax-  +  by^  +  'Icxy 

in  die  quadratische  Form  der  x' .  y' 

Ax'-  4-  By'-  +  iCx'y' 
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Iransfoniiirt  wird,  so  wird  <lio  cnuidnitische  Form 

ax-  +  hiß  +  'Icj'ij  +  ?.{x^  +  //2  +  2:vu  cos.r//) 
bei  jodcni  /   Iraiisformirl   in  die  fiuadralische  Form 

J,r'2  +  liif'-i  +  2Cx'ii'  +  ).{x''^  +  ii'-  +  2x'i/'  v()<.x'i/') 

Die  Determi)ianle  einer  (|viadralisehen  Form  ist  invariant   Deterni. 
§.  14,  3  und  §.  6.  i  .   und  zwar 

dcl{Ax'-^  +  .  .)   =   f2  det(a,r-'  +  .  .) 

Nvin   ist 

rt  4-  A  c  +  ).  cosxif  I 

det  «,r-;  +  ..  +  ;(.r-^  +  ..)]   =    ,  •"  I 

c  +  /.  cos.r//    ü  +  ?. 

=   «ö  —  c^  +  A((/  +  i  —  2c  cos  ,/•//)  +  A2  sin-.r^ 
folglieh 

AB  —  C/i  +  }.{A  +  B  —  2 C  COS. >•'//')  +  A^  sin-'.r'/y'  =    f2[„i  _  c'2  +  .  .] 

hei  jedem  A,   dalier  — 

AB  —  C'^         A  +  B — 2C  coax'i/'         sin'^x'i/' 
ab —  c-  a  +  b  —  2c  cos. r/y  sin  2.r// 

AB  —  C^  _   ab  —  c^  A  +  B  —  2C  cos.c'//'  _   a  +  b  —  2c  cosxy 

tyin^x'i/'  sin'^xi/  sin^a;'^'  sin'^xi/ 

Also     ist     nicht     nur    ob  —  c-   sondeiMi    auch    a  -h  b  —  2c  eos.xv/ 
invariant.      Boolk  1848    Salmon  Conies  1855  n*^  Kjij. 

4.  Wenn  ülterhaupt  die  Coordinaten  x.  ij  des  Funetes  F 
eindeutig  gegebene  Fuiu'tionen  der  t.  u  sind,  und  wenn  /,  ii 
in  Hezug  auf  zwei  i>eliebig  angenonuuene  eoordinirte  Gerade 
die  CooriÜnaten  des  Punetes  M  sind,  so  entspricht  jedem  Punel 
.1/  ein  Punet  P.  der  Figur  M^  M^  M^  .  .  die  Figur  P,  P.2  P-^  .  . 
nach  eiuem  gegebenen  Gesetz,  und  die  beiden  Figuren,  von 
denen  die  eine  als  ein  Bild  der  andern  betrachtet  werden 
kann,  haben  eine  durch  die  Relation  der  Coordinaten  bestinunle 
Correlation  i Verwandtschaft  .  Üabei  können  umgekehrt  einem 
gegebenen  Punct  a  1?/  mehrere  Puncte  t  u  entsprechen,  so  dass  es 
mehrere  Figuren  M  giebt,  zu  welchen  die  Figur  P  dieselbe 
Correlation  hat. 


S.   18.     AndcMi'  Coftidiiiatfii  eines  l'iiiietes.  71 

Wrnii  c.  u  ii.itize  l'UiictioiRMi  (l<'i"  /.  «  inshcsoiKiore  ci'sU'ii 
(ii'iulcs  sind,  so  lirissl  die  Corrchitinn  der  heidcn  Figuren 
A  f  finilji  1."  Stci'i'oni.  t^.  .■),  8.  Al'lin  sind  niclil-|);ii-;dl('le  IM;in- 
schniüe  eines  (lylinders.  und  (j.vir.vi  i's  Figuren  »de  meine 
espeeec.  Die  Ariiniliil  k;uni  mit  Aclinlichkeil  oder-  mit  Gleich- 
heit uMÖBU  s  l)ar.  (lalcul  lljl  IV.  verbunden  sein.  FLine  allge- 
meinere Art  d<M"  AHiniläl  von  l'igurt'n  liat  Mniui  s  \KV\  (Irelie 
.1.   \i  \^.   109  aufgeslellt. 

Weiui  /;.  q.  r  Functionen  der  t.  v  ersten  (iradcs  sind  und 
.T  =  p  :  /•.  II  =  q  :  r.  so  heisst  die  Correlation  der  beiden 
Figuren  Collinearitii t,  weil  3  Puncten  einer  Geraden  der 
einen  Figur  3  Punete  einer  Geraden  der  andern  Figur  ent- 
sprechen. MöBiis  bar.  Calcul  217  ff.  Grelle  .1.  1829  t.  i  p.  103. 
Collinear  sind  nicht-parallele  l'lanschnitte  eines  Kegels,  und  die 
Figuren  »ejusdem  generis«,  deren  Gonstruction  Newton  lehrt 
Principia  I  leinma  22  nach  prop.  24;  und  Enumeratio  V  ;Gene- 
sis  curvaruni  piM*  umbras). 

Wenn  p.  q.  r.  p' .  q' .  r'  F"unctionen  ersten  Grades  der  /,  tt 
sind  und 

px  +  fpj  4-  >•   =    0.      p' j-  +  <i  ]i  +  r'  =   U 

so  ist  die  Correlation  der  beiden  Figuren  die  allgemeinste,  bei 
welcher  einem  M  ein  F  und  umgekehrt  eindeutig  ents|)richt. 
Magnus  1832  Grelle  .1.  8  p.  o  I .  Aufgaben  t.  I  §§.  ÖO.  5 1 .  63.  Vergl. 
Steiner  syst.  Entw.  59.  II.  Wenn  zwei  F'unctionen  der  x,  y, 
t,  u  null  sind,  so  entsprechen  im  Allgemeinen  einem  M  mehrere 
P,  einem  F  mehrere  M.  Vergl.  We\r  Grelle  .1.  71  p.  18, 
73  p.  87. 

Wenn  die  Coordinaten  rechtwinkelig  sind  und  i  eine  ima- 
ginäre Feinheit,  v  =  t  -i-  iu.  z  =  x  •+-  iy.  und  z  eine  gegebene 
Function  der  f,  so  entspricht  dem  Punct  M  ein  Punct  F  sin- 
gulare Punete  ausgenonnnen  der  Art.  dass  das  Dreieck,  welches 
zwei  von  F  anfangende  Bogendifferentiale  bilden ,  dem  ent- 
sprechenden Dreieck  ahnlich  ist  Allg.  Arithm.  §.  31,  I2i,  dass 
also  die  Winkel  der  einen  F"igur  den  entsprechenden  Winkeln 
der  andern  Figur  gleich  sind.  Bei  dieser  Gorrelation  heissen 
die'Tisuren   in   den   kleinsten   Theilen   ähnlich,    conform,    iso- 
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iional.  Wenn  z.  B.  z  der  v  umgekelirt  proportional  ist,  so 
entsprechen  4  Pnncten  eines  Kreises  der  einen  Figur  4  Puncto 
eines  Kreises  (ausnahmsweise  einer  Geraden)  der  andern  Figur, 
und  die  l)eiden  Figuren  heissen  homocycliseh  (kreisverwandt, 
MÖBius  1855.  Vergl.  Planim.  §.  14,  14).  Ilomocyclische  Figuren 
z.  B.  eine  sphärische  Figur  und  ein  slereographisches  Ahl)ild 
derselben,  sind  isogonal.  Die  Seekarten  Gerhard  Mercator's  1569 
sind  isogonale  Al)hilder  der  Erdoberllitche.     Stereom.  §.  5,  6. 


§.  19.    Analytische  Oeometrie. 

1,  Als  Element  des  Raumes  wii'd  zunächst  der  Punct 
betrachtet  und  diuvh  Coordinaten  bestimmt.  Dci'  Uaum  von 
einer  Dimension  ist  eine  Linie,  \on  der  man  einem  Punct  durch 
seine  von  einem  gegebenen  Punct  der  Linie  anlangende  Abscisse 
(oder  durch  i  homogene  Coordinatem   beslinmil.     §§.  1  und  3. 

Der  Raum  von  2  Dimensionen  ist  eine  Fläche,  von  der  man 
einen  Punct  durch  2  Coordinaten  (oder  durch  3  homogene  Coor- 
dinaten) bestimmt.  Einer  Gleichung  für  die  Coordinaten  (einer 
homogenen  Gleichung  für  die  homogenen  Coordinaten)  genügen 
die   Puncte    einer  bestimmten   Linie    (eine   Serie    von   Puncten) ; 

2  Gleichungen,  die  von  einander  unabhängig  sind,  genügt  ein 
eindeutig  oder  mehrdeutig  bestimmter  Punct  (eine  Gruppe  von 
Puncten) . 

Im  Raum  von  3  Dimensionen  wird  ebenso  ein  Punct  durch 

3  Coordinaten  (durch  4  homogene  Coordinaten)  bestimmt.  Einer 
Gleichung  für  die  Coordinaten  genügen  die  Puncte  einer  be- 
stimmten Fläche  (eine  Doppelserie  von  Puncten) ;  2  Gleichungen 
genügen  die  Puncte  einer  bestimmten  Linie  (eine  Serie  von 
Puncten) ;  3  Gleichungen  genügt  ein  Punct  (eine  Gruppe  von 
Puncten) . 

Ueberhaupt  kann  man  eine  ?« fache  Serie  (Mannigfaltigkeit 
von  ni  Dimensionen)  einen  Raum  von  m  Dimensionen  nennen, 
von  welchem  ein  Element  (Punct)  durch  m  Coordinaten  (?h  +  I 
homogene  Coordinaten)  bestimmt  wird.  Einer  Gleichung  für 
die    Coordinaten    aenilseu    die    Elemente    einer    [m — 1)  fachen 
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Serie,  2  Gleichunjien  die  Kleinenle  einer  fm  —  2  fnehen  Serie, 
u.  s.  \v.  Tergl.  Cayley  IHiö  Cainljr.  innth.  .1.  t.  4,  Calchy  1847 
C.  II.  l.  ii  p.  885,  u.  A. 

3.  Im  Raum  von  2  Dimensionen  irehörl  zu  einer  (iieieiuing 
geliehenen  (Jrades  für  die  Coordinalen  eines  Pnneles  Klemen- 
targleiehungl  eine  Linie  desselben  (li-ades.  die  sell)sl  als  l-.le- 
ment  dieses  Raumes  belraehlel  werden  kann.  Die  I.inie  als 
lüement  ist  ^^ie  die  (lleiehung  dureli  die  Proportion  der  CoefH- 
eienten  der  Gleiehung  eindeutig  bestinuut:  also  sind  die  Coeffi- 
cienlen  drv  zu  (irund  geleglen  (ileichung  lioniogene  Coordi- 
nalen der  Linie   !des  Klemenls). 

Im  Raum  von  3  Dimensionen  geluirt  zu  einer  Gleieluuig 
gegebenen  Grades  für  die  Coordinaten  eines  Punetes  (Elemen- 
(argleiehung)  eine  FUielie  desselben  Grades,  die  selbst  als  Ele- 
ment des  Raumes  betraehlet  werden  kann.  Die  Fläche  als 
Element  ist  durch  die  Pi-oportion  der  Coefficienten  der  Elemen- 
targleichiing  eindeutig  beslinunt :  also  sind  die  Coefficienten  der 
Elemenlargleichung  homogene  Coordinaten  der  Fläche 
des  Elements^  In  demselben  Raum  gehört  zu  einem  System 
von  2  Gleichungen  für  die  Coordinaten  eines  Punetes  (Elemen- 
larsystem)  eine  Linie,  die  selbst  ;ds  Element  des  Raumes  be- 
trachtet werden  kann :  die  Coefficienten  des  Elementarsystems 
sind  dann  Coordinaten  der  Linie   (des  Elements). 

Wenn  das  Element  des  Raumes  ?i  homogene  Coordinaten 
hat,  so  gentigt  einer  homogenen  Gleichung  für  die  Coordinaten 
eine  (ra  — 2 "fache  Serie  von  Elementen,  2  Gleichungen  eine 
in  —  3)  fache  Serie,  ..,  n —  I  Gleichungen  eine  Gruppe  von 
Elementen. 

3.  Serien  von  Linien  und  Flächen  sind  von  Desargies  1(339 
in  Retracht  gezogen  w^orden.  und  zwar  die  Geraden  eines  Punetes 
und  die  Ebenen  einer  Geraden  welche  den  Punct,  die  Gerade 
enthalten;  unter  dem  Namen  ordonnance  de  ligues,  de  plans 
(Brouillon-projet  ed.  Poudra  p.  lOil.  Serien  von  Geraden  einer 
Ebene  sind  es,  welche  eine  Curve  berühren  die  Enveloppe 
der  Serie) ;  insbesondere  die  Normalen  einer  Curve,  welche  die 
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Evolute  der  Curve  berühren  Hi  vgk>;s  1673  Horol.  oscill.  Iir . 
Die  Lichtslmhlen  eines  Pnneles  berühren  naeh  einer  Reflexion 
eine  Calaeauslien.  nach  einer  Refraetion  eine  Diacaustiea  (Hlygens 
1678.  TsciHRNHAiSE.N  1682.  .Ion.  Rernoilli  1692.  Vergl.  Klügel 
ni.  \V.  t.  1  j).  15  . 

Eine  Serie  von  Curven  als  Tangenten  einer  (lurve  der 
Enveloppe  der  Serie)  ist  von  I.eibmz  Acta  Er.  1692  und  1694 
hinzugefügt  worden.  Die  Curven  Elemente;  der  Serie  sind  als 
die  [)artieulären  Integrale .  die  Enveloppe  als  das  singulare  In- 
tegral einer  Üitlerentialgleiehung  «'rkannt  worden  von  Lagrange 
Meni.  de  Rerlin  1774  p.  198.  Eine  Serie  von  Flachen  als  Tan- 
genten einer  Fläche  und  den  Namen  Enveloppe  verdankt  man 
MoxiE  1795  Appl.  §.6.  ]*line  Serie  von  Kreisen  durch  2  Puncte 
ist  \on  Gailtier  1812  (Planim.  §.  14.  6  .  eine  Serie  von  Curven 
durch  eine  Mehrzahl  von  Funden  ist  von  Lam^  1818  betrachtet 
worden   i§.  15,  2  . 

Die  »Coordinaten  einer  Geraden  und  einer  Ebene c  und 
homogene  Gleichungen  für  diese  Coordinaten  als  Gleichungen 
von  Curven  und  Flachen  iMiveloppen  der  Serien  von  Geraden 
und  Ebenen  sind  von  Pllcker  1830  eingeführt  worden.  Grelle 
.1.  6  p.  107  und  F^ntwickelungen  l.  2,  1831  vergl.  insbesondere 
die  Vorrede  des  zweiten  Bandes' .  Auch  die  Gerade  als  Ele- 
ment des  Raumes  von  3  Dimensionen  und  homogene  Coordinaten 
dersell)en  hat   Pllcker  1865  hinzugefügt. 

•4.  Im  Raum  \on  2  Dimensionen  hat  die  Linie  ersten  Gra- 
des als  Element  dieses  Raumes  3  homogene  Coordinaten,  eben- 
soviel als  der  Punct ,  wenn  er  als  Element  desselben  Raumes 
dient.     Die  Elementargleichung     2    ist   bilinear. 

Im  Raum  von  3  Dimensionen  hat  die  Flache  ersten  Grades 
als  Element  des  Raumes  4  homogene  Coordinaten ,  ebensoviel 
als  der  Punct,  wenn  er  als  Element  des  Raumes  dient. 

¥A\\  System  von  Elementen  des  Raumes,  deren  jedes  durch 
seine  homogenen  Coordinaten  gegeben  ist ,  kann  demnach  nicht 
nur  als  ein  System  von  Puncten  Polygon  aufgefasst  werden, 
sondern  auch  als  System  von  Linien  oder  von  Flächen  ersten 
Grades    Polygramm    oder    Polyeder  ,  je    nachdem  Raum   von  2 
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oder  von  :{  DimcMisioiuMi  vor.uisucsclzt  wjir.  Die  entsin'ccliciHlcn 
l'iiUiiiMi.  I'olyiioii  iii)d  roljiiramin,  l'olvi^on  und  Polyeder  heissen 
reeiprok,   du;il. 

5.-  IHc  lU-ciprnciliil  \nu  iMiiiircii .  wciclic  an  dein  spliiiri- 
scIhmi  Dreieck  nnd  seinem  l'olardi-eieek  VikTE  und  L.vnsbkiu;  zu 
iMide  des  Kilen  .lahrlinnderls  waliruenonnnen  worden  war,  ist 
aus  der  Helrachlnng  der  einem  Pnnel  enlspreelienden  Polare 
(ierade.  l*>l)enei  einer  ueüeheiien  Linie  oder  Fiiiehe  iWv  ()rd- 
nuHLZ  in  die  (ieomelrie  einiiefiilü'l  worden.  Xachdem  Skhvois 
ISN  den  Ausdruck  »Pol  einer  Geraden«,  Gekoonm;  I<S|:5  die 
AusdriU'ke  «Polare  eines  Puncles«  und  »üualilät«  izehraiielil 
li.ill(>.  wurd(>  von  Po.\r.i:i.i:r  1818  (un-g.  Ann.  8  p.  201.  1822  Propr. 
proj.  iVi,  I82i  Memoire  siu"  la  Iheorie  generale  ele.  (a'elie  .1.  i 
p.  \]  die  Iheoric  des  polaires  reeipro({UCS  aufgeslelll.  und  von 
(IrRiiONM-  I82G  Ann.  IG  p.  209.  17  p.  2  IG  die  Dualiliil  durch 
Coordiniiaing  dualer  Sätze  weiter  aufgeklärt. 

Ohne  Pezugnahme  auf  eine  gegchene  Linie  oder  l*liieh(>  2lei' 
Ordnung  hat  Möbrs  1827  die  Uceiprokc  einer  Figur  aufgezeigt. 
Baryc.  Calcul  283  d".,  1828  Crelle  J.  :]  p.  273,  1833  Grelle  .1.  10 
p.  317,  1837  Statik  8i  IT.  Vergl.  Stkinkr  syst.  Entw.  j).  292 
und  M\GMs  Aufgaben  t.  I  §§.  19—21,  t.  2  §§.  23—28.  Ghasles 
(leom.  sup.  1852  e.  2G.  Fiedler- Sa i.mon  KegelsehniKe  1873  art. 
379  ir.  Von  Ghasles  sind  die  Fig\n-  und  ihre  Heciproke  eorre- 
1 a  l  i  V  genannt  w  orden. 

6.  Die  Geometrie,  welche  zur  Untersuchung  der  Haum- 
liguren  die  Elemente  des  Raumes  durch  Goordinaten  uiul  durch 
Gleichungen  für  diese  ])eslinunl.  wird  analytische  Geometrie 
genannt.  Sie  gel)raucht  nicht  Gonstructionen  an  den  Figuren, 
sondern  0])erationen  mit  den  Goordinaten  und  an  den  Glei- 
chungen. Nicht  die  Rechnung,  auf  welcher  auch  die  Trigono- 
metrie beruht,  sondern  die  Anwendung  von  Goordinaten  für 
die  F^lemente  des  Raumes  ist  das  Unterscheidende  einer  ana- 
lylisch-geomelrischen  Betrachtung. 

In  der  analytischen  Geometrie  wird  für  einen  Punct  einer 
Serie  von  Puneten  (Linie;  die  Tangente,  für  eine  Linie  einer 
Serie   von    Linien    der   Berührungspuncl    der   Enveloppe   durch 
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Üin'erenüiilrei'hnuiig  l>csliinml.  U.  s.  \v.  Die  auf  geometrische 
liifinilosinialbelrachtuna;  gegründelen  Al)schuiUe  der  analytischen 
Geometrie  können  unter  dem  Titel  Differentialgeometrie 
zusanuiiengefasst  ^verden. 

Die  Geometrie,  \\elchc  die  Elemente  des  Raumes  unmittel- 
bar in  Betracht  zieht  ohne  das  llülfsmiltel  von  Coordinaten, 
heisst  synthetische  Geometrie.  Der  Synthesis  (compositio, 
constructioj  %vird  Analysis  (resolutiol  gegenübergestellt ;  und  von 
der  Analysis  infinitorum,  analyse  des  lignes.  application  de 
l'aiialyse  ä  la  geometrie  u.  s.  w.  hergenommen  ist  das  vieldeutige 
Prädicat  analytisch,  welches  in  der  obigen  Bedeutung  auf  dem 
Titel  von  .Ni:\vto.\'s  Geometria  analytica  (^aus  dem  Nachlass  1779 
von  Horsley  edirl),  von  Laguaxge's  Mecanique  analytique  1788 
und   von  Biors  Essai  de  geom.  analytique  1805  angetroffen  wird. 

7.  -Nach  Einfillu'ung  der  indischen  Ziffern  und  des  Rech- 
nens mit  denselben  (Algorithmus)  wurde  die  Buchslabenrech- 
nung und  mit  deren  Hülfe  im  17ten  .lahrhundert  die  moderne 
analytische  Geometrie  nebst  der  Differentialrechnung  ausgebildet. 
An  den  ersten  Theil  dieses  Jahrhunderts ,  welchen  Keppler, 
Xeper,  Galu.ei  auszeichnen,  schliessl  sich  das  Zeitalter  von  Des- 
ARGLES,  Descartes,  Fermat,  Pascal,  IIlvgens,  und  diesem  folgt  die 
Zeit  von  Newton,  Leibniz  mit  .Jac.  und  Joh.  Bernoulli.  Die 
Fortschritte  der  anah  tischen  Geometrie  datiren  hauptsächlich 
von  der  Anwendung  der  Buchstabenrechnung  zur  Formulirung 
von  Gleichungen,  namentlich  der  Gleichungen  von  Linien,  welche 
die  griechischen  Geometer  wörtlich  aufgestellt  hatten.  Die 
Uebertragung  der  griechischen  Geometrie  in  die  Sprache  der 
Algebra,  die  ^Yiederherstellung  und  Ergänzung  der  griechischen 
W^erke  führte  zur  Lösung  neuer  Probleme.  Kepi'ler  Stereometria 
doliorum  1615.  Fermat  Isagoge  ad  locos  planos  el  solidos, 
Opp.  p.  1  [Restauration  der  entsprechenden  Schriften  von  Apollo- 
uius  nach  Pappus'  Sammlung:  »haue  scientiam  (locorum)  totius 
geometriae  pulcherrimam  ab  oblivione  vindicamus«  p,  12. 
Das  Eloge  de  Fermat  (Journal  des  Scavans  1665  Febr.  9)  er- 
wähnt die  »introduction  aux  lieux,  qui  avait  ete  vu  devant  que 
M.   Descartes    eul  rien  public  sur   ce  sujet«].     Descartes    Geo- 
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metrie  \B'i'4,  Touhk. 1:1.1.1  Opera  geonielrica  Kiii.  S\\S(;.vi.  ProhU'- 
mata  de  cyeloide  lüöS.  Dureh  moderne  Darsleilnng  und  Be- 
zeichnung hat  Desc.\ktks'  Schrift  schnellen  Eingang  gefunden, 
so  dass  ihrem  Autor  später  die  Erfindung  der  analytischen  Geo- 
metrie z»igeschriel)en  wurde.  Vergl.  §.  15,  I — 3.  Das  von  Fi:n- 
MAT.  Dksc.vutks  u.  A.  bcreils  mit  I'^rlolg  l)ehandelte  Problem  der 
Tangenten  und  die  weilei'en  Proideme  der  Diflx'rentialgeometrie 
waren  es,  welche  Newton  1(565  veranlassten,  für  enls[)rechen(!e 
Dillerenzen  (Fluxionen)  der  dureh  eine  (ileichung  veri)un(lenen 
Variablen  (Fluenten)  eine  Gleichung  (die  Gleichung  für  die 
Kluxionen)  zu  formiren;  die  von  Leujxiz  1676  gel)rauchlen 
Diderentiale  sind  den  Fluxionen  proportional. 

8.  Vorzüglich  gefördert  wurde  die  analytische  Geometrie 
durch  JSewton  Principia  1687,  Arithm.  luiiversalis  1707  und 
Knumeratio  linearum  tertii  ordinis  1701.  An  das  letztere  Werk 
schliessen  sich  an  Stirling  1717  unter  demselben  Titel,  Maclai- 
UL\  Geometria  organica  1720,  Algebra  (1748  posth.)  pari  3  mit 
dem  angehängten  Traclalus,  Euler  Introd.  1818  t.  2,  CKA:tiER 
Analyse  des  lignes  courbes  1750. 

Weitere  Fortschritte  verdankt  die  analytische  Geometrie 
Clauiaut  1731,  Euler,  Lambert,  Lagrange  (Sur  les  pyramides 
Mem.de  Berlin  1773),  Monge  (Feuilles  d'analyse  appl.  1795  u.s.w. 
nebst  den  Lehrbüchern  von  Biot  und  Laroix),  Journal  de  TEcole 
polyt.  1795,  Gergonne  Annales  1810  —  31,  Lam^  Examen  des 
differentes  methodes  1818:  Crelle  .lournal  1826,  Möbius  baryc. 
Calcul  1827,  Plücker  Entw  ickelungen  1828,  Magnus  Aufgaben 
1833,  Steiner,  Ghasles,  Jacobi,  Kummer,  Liouville  Journal  1836; 
Hesse,  Joachimsthal,  Cayley  (Einführung  der  Determinanten), 
Salmon,  Glebsch,  Cremona  u.  A. 

Auf  die  Entwickelung  der  Differentialgeometrie  sind  von 
vorzüglichstem  Einfluss  gewesen  Newton  Principia  1687,  Qua- 
dratura  curvarum  1704  und  die  erst  1736  gedruckte  Methodus 
fluxionum,  die  Arbeiten  von  Leibniz,  Jag.  und  Jon.  Bernoulli 
am  Ende  des  I7ten  Jahrhunderts,  sowie  Maclaurin  fluxions 
1742.  Ferner  Euler's  Entdeckungen  über  die  Krümmung  der 
Flächen  1760,  Euler's  und  Monge's    developpable  Flächen   1771, 
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Melsmek's  Unterscheidung  der  Flächenpuncle  1776,  Monges 
Krümnningslinien  1781  :  Monge  Application  de  Tanalyse  a  la 
geomelrie  1795,  DiPix  Developpements  1813,  Caiciiy  Appli- 
cations 1826.  Neue  Gebiete  der  Difl'erentialgeometrie  hat  Galss 
1828  eröffnet  in  den  üisquisitiones  generales  circa  superficies 
curvas. 

9.  Bas  Bedürfniss  technisch  verwendbarer  Abbildungen 
von  räundichen  Objecten  hat  einen  besondern  Zweig  der  syn- 
thetischen Geometrie  hervorgerufen,  dessen  Anfänge  in  der 
Perspective  (prospettiva)  und  in  der  Stereotoniie  zu  finden 
sind.  Desargues  und  Lambert  haben  diesen  Zweig  gefördert, 
der  von  Monge  1794  zu  der  descriptiven  (graphischen) 
Geometrie  ausgebildet  worden  ist.  Ciiasles  A]).  hist.  Y. 
Ebenso  hat  die  descriptive  Behandlung  statischer  Aufgaben  zur 
graphischen  Statik  geführt   (Cvlmann   1866). 

Unter  geometrischen  Constructionen  werden  vorzugs- 
weise solche  verstanden,  die  auf  dem  Gebrauch  der  einfachsten 
Instrumente,  des  Lineals  (regle)  und  des  Zirkels  (conipas  be- 
ridien.  Durch  Anwendung  von  Winkeln,  Schienen,  Fäden  und 
andern  Instrumenten  inuyaror)  kommen  sogenannte  organische 
(instrumentale,  mechanische)   Constructionen  zu  Stande. 

Lambert  freie  Perspective  177i  t.  2  p.  162  hat  bemerkt,  dass 
die  constructive  Lösung  vieler  Avdgaben  nui'  den  Gebrauch  des 
Lineals  erfordert,  und  hat  das  Gebiet  den*  (ieometrie,  welchem 
diese  Aufgaben  angehören,  Linea  Igeometrie  genannt  (Geo- 
metrie de  la  regle  bei  Servois  1804  u.  A.).  Die  geometrischen 
Constructionen  bloss  mit  dem  Zirkel  (ohne  Lineal)  auszufilhren, 
hat  Mascheroni  Geometria  del  compasso  1797  gelehrt.  Dieselben 
Constructionen  können  mit  dem  Lineal  unter  Benutzung  eines 
gegebenen  Kreises  oder  Winkels  vollzogen  werden,  wie  Cardano 
u.  A.  bemerkt  haben  und  wie  insbesondere  Steiner  (die  geo- 
metrischen Constructionen  u.  s.  w.  1833)  gezeigt  hat.  Vergl. 
Newton  Arithm.  univ.  p.  231  ff. 

10.  L)as  Gebiet  synthetischer  Geometrie ,  zu  welchem  die 
Linealsieometrie   gehört,    und    dessen  l'ntersuchung  die  yriechi- 
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sehen,  (ieoiyeter  'Pappls  Coli.  VII  bi'sioiuien  hatten,  ist  \()u 
DKSAiMiiKs  II.  A..  im  I9ten  .l.ilirhniulerl  von  Cakxot,  Si-uvois. 
HiiiANciKiN .  I'(>n(;i:i.i;t  weiter  erschlossen  worden.  Steinkk  und 
CiiASi.Ks  hal)en  dann  nach  der  Art,  wie  es  in  der  anah  tisclien 
Geometrie  geschieht^  das  Doppelverhällniss  von  i  Puncten  einei- 
Geraden,  von  i  Geraden  eines  Functs.  von  i  Eigenen  ciiicr 
Gei'adi'ii  zur  hcslinununii  eines  dieser  I'^lemente  eingefülii-l  und 
eine  s\  ntlietisclie  Geometrie  im  weilern  Simie  ausiiel)ildet,  welche 
auch  neuere  oder  höhere  oder  pr  o  jectivische  Geometrie 
genannt  wird. 

Desar(u  KS  hatte  heuierkt.  dass  gewisse  Sätze  über  die  ge- 
genseitige Lage  der  Figuren  und  ihrei'  h^lemente,  welche  die 
Grundlage  der  Linealgeonietrie  bilden,  nicht  abhängen  von  den 
Relationen  unter  den  Bestandlheilen  der  Figuren,  welche  aul 
der  Messung  der  Grössen  nach  Einheiten  beruhen  und  von 
trigonometrischer  Art  sind  Stereom.  §.  3,  7j.  Diese  auch  von 
PoxcELET  propr.  proj.  168  und  300  und  von  Möbils  baryc. 
Calcul  207  gemachte  Bemerkung  hat  durch  Staudt  (Geometrie 
der  Lage  1847)  ihre  volle  Bedeutung  erhalten.  Das  Messen  von 
Ranmgrössen  beruht  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Figuren 
hinreichende  Starrheit  besitzen,  um  den  Transport  zu  ertragen 
d,  h.  dabei  ausser  der  Veränderung  des  Ortes  eine  andere  Ver- 
änderung nicht  zu  erleiden.  Staidt  hat  seine  « Geometrie  der 
Lage«  unal>hängig  von  dieser  Voraussetzung  erbaut,  indem  er  die 
Harmonie  von  i  Puncten  einer  Geraden  durch  Linealconstruction 
(nicht  metrisch;  definirte,  und  die  CoUinearität  von  geraden 
Figuren  auf  eine  hinreichende  Menge  von  Harmonien  zurück- 
führte.    Geometrie  der  Lage  §§.  8  und  9. 

Auf  diese  von  Messung  nnal>hängige  (jeometrie  der  Lage 
waren  nicht  gerichtet  die  Entw  ürfe  einer  Analysis  situs.  welche 
Leibxiz  ohne  die  erwarteten  Resultate  unvolleudet  hinterlassen 
hat;  nicht  die  Probleme  aus  der  geometria  situs,  welche  Valer 
Comm.  Pelrop.  t.  8  (1741)  und  Mem.  de  Berlin  1739,  Vander- 
monde,  Fergola,  Giorüaxo  Mem.  de  Paris  1771  und  1787  behan- 
delt haben;  nicht  die  Geometrie  de  posilion,  in  welcher  Carxot 
ISO;}  zunächst  die  Theorie  der  positiven  und  negativen  Grössen 
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zu    verl)esseni  suchte ,    um   der  Trigonoiuetrie    die  erforderliche 
Allgemeinheit  zu  verschaffen. 

11.  Von  den  übrigen  Voraussetzungen,  welche  die  Grund- 
lage der  Geometrie  bilden,  und  die  in  den  Axiomen  von  der 
Geraden,  von  der  Ebene,  von  den  Parallelen  Ausdruck  erhalten 
haben,  kann  keine  ganz  entbehrt  werden.  Es  ist  aber  nicht 
unzulässig,  anstatt  des  Axioms  von  den  Parrdlelen  die  Voraus- 
setzung zu  machen,  dass  die  Gerade  i  getrennte  unendlichferne 
Puuete  hat,  oder  dass  sie  unendlichferne  Puncte  überhaupt  nicht 
hat.     Planim.  §.  2,  6. 

Der  Raum  von  3  Dimensionen  wird  durch  die  Doppelserie 
der  Geraden  eines  Punctes  erfüllt  und  hat  bei  den  verschiede- 
nen Voraussetzungen  über  die  unendlichfernen  Puncte  der  Ge- 
raden verschiedene  Ausdehnung.  Er  wird  der  Gxiss'sche  Raum 
genannt  nach  Schering  Götlinger  Nachr.  1870  n°  lo  ,  wenn  2 
getrennte  unendlichferne  Puncte  der  Cieraden  vorausgesetzt 
werden:  dagegen  hat  im  Riem.vxn' sehen  Raum  die  Gerade 
keinen  unendlichfernen  Punct.  Die  gewöhnliche  und  bis  auf 
Gauss  für  unerlässlich  gehaltene  Voraussetzung,  dass  die  Gerade 
einen  und  nicht  mehr  als  einen  unendlichfernen  Punct  besitzt, 
ist  die  Voraussetzung  des  EucLm'schen  Raumes  und  der  ent- 
sprechenden Geometrie. 


Capitel  IV. 
Gleichungen  von  Linien. 


§.  30.    Ordiumg  einer  Linie. 

1.  Wenn  /  eine  Function  nlen  Grades  der  niii  2  gegebenen 
Geraden  parallelen  Coordinaten  a?,  ?/  eines  Punetes  der  Kliene 
ist,  eine  Function  des  Punetes  x\y,  so  heisst  die  Linie  (§.  14.  2) 
/=  0  eine  Linie  nter  Ordnung.  Wenn  der  positive  ganze 
Exponent  n  jede  gegebene  Zahl  übersteigt,  und  die  Function 
nicht  algebraisch  ist,  so  heisst  die  Linie  /  =  0  transscendent 
wie  die  Function. 

Die  Function  kann  geordnet  werden  nach  steigenden  Po- 
tenzen der  X  oder  der  y 

f  =  ÜQ  +  a^x  +  anx'^  +  .  .  +  a^a-»'  =  &o  +  ^u'/  +  ^ill-  +  •  ■  +  &»?/" 

so  dass  «;;.,  hj^  Functionen  [n  —  fcjten  Grades  sind,  oj^  der  y. 
I'j^  der  x;  oder  nach  steigenden  Formen  (homogenen  Functionen) 
der  X,  y 

f  =    «0  +  u^  +  .  .  +  Un 

so  dass  1%  eine  Form  fcten  Grades  der  a,-,  y  ist.  Die  Function 
/  der  X,  y  ist  der  Werth,  welchen  die  Foi-m  desselben  Grades 
der  x^  y^  t 

M-O«"  +  «1  f'  -  '   +  .  .   +  »„  _  1  ^  +  Un 

l)ei  t  =  1  hat. 

Wenn  /,  g  Functionen  der  x,  y  sind,  so  heisst  die  Linie 
fg  =  0  reducibel  wie  die  Gleichung,  weil  sie  aus  den  Linien 
/  :^  0  und  g  =  0  besteht.  Sie  enthält  den  Punct  oder  die 
Gruppe  von  Puncten   (/ =  0,   g  =  Q^.     Wenn  insbesondere/ 

Ealtzer,  anal.  Geoiii.  6 
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eine  Form  nten  Grades  (lex  x,  y  ist,  so  besieht  die  Linie 
/=0  aus  n  Linien  erster  Ordnung,  welche  den  Nullpunet 
enthalten,  weil  /  durch  n  lineare  Formen  der  o,-,  y  theilbar  ist. 

3.     Die    Linie    erster    Ordnung    ax  -f-  hij  +  <•  =  0    enthält 
die  Puncte 

M{0\  —  c  :  h)     und     N{  —  c  :  ajO) 

Auf  der  (ieraden  MN  liegt    der  Punct  P[x\y)^    weil    (§.  16,  1) 


y 


—  c:h 


=    1 


Daher  ist  eine  Linie  erster  Ordnung  eine  Gerade. 

Die   Strecke  MP  hat    die  Coordinaten   x -\-  c   :   a\y,   deren 
Verhältniss 


//  :  I  o;  +        I   =   —  a  :  b  ,     weil     a.r  +  hi/ 


Dasselbe  Verhältniss  haben  die  Coordinaten  der  Strecke  .1/A", 
also  liegen  MP  und  MÄ^  beide  auf  einer  Geraden  .<;  §.  15,  3). 
Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  ist  tanga-s-  =  — a   :  b. 

Wenn  auf  der  Geraden  r  der  Yector  OP  =  ?■,  OM  =  m, 
xs  =  a.  xr  =  0^.  so  ist 

OF  :  OM  =   sin*'.s  :  sin rs,       r  sin(a —  H)   =   m  sin« 

die  Gleichung  der  Geraden  s  für  die  polaren  Coordinaten  0 .  r. 
Den  kleinsten  Werth  a  sin«  erhält  r  bei  a  —  th  ^=  ^n. 

3.  Eline  Linie  »ter  Ordnung  hat  n  Puncte  einer 
Geraden,  entsprechend  den  Lösungen  des  Systems  der  Glei- 
chung nten  Grades  und  der  Gleichung  1  ten  Grades  für  x,  y 
(§.  14,  2).  Eine  transscendente  Linie  hat  eine  (iruppe  von  un- 
endlich viel  Puncten  einer  Geraden. 

Wenn  nach  Elimination  von  y  die  für  x  resultirende  Glei- 
chung nicht  existirt  (0  =  0),  so  sind  alle  Puncte  der  Geraden 
Puncte  der  Linie:  die  Linie  ist  reducibel  (i)  und  besteht  aus 
der  Geraden  und   einer  Linie  (n  —  1 )  ter  Ordnung. 

Wenn  die  resultirende  Gleichung  nicht  lauter  verschiedene 
Wurzeln   hat .    so    fallen    von    den   n  yiemeinschafllic-hen   Puncten 
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eiüipe  ziisiiimnon  :  die  Linie  ?i  ler  Ordnung  wird  \<)ii  dci'  fie- 
raden  in  einem  Pnnel  odei'  in  mehr  Piinclen  je  nieln|)nnclii]; 
beruh  rt. 

Wenn  (he  rcsidtirende  (ileichiinL:  (?i  —  ^j  ten  Grades  ist, 
so  sind  k  Wurzehi  unendheii:  die  Linie  ?(ier  Ordnung  hat  mit 
der  Geraden  k  unendliclil'erne  i'unete  gemein  und  wird  in  dem 
unendlichfernen  Punct  der  Geraden  von  der  Geraden  Ä-pnnctig 
l)erührt.  Bei  k^  I  ist  die  Gerade  (mu  Asymptote  der  Linie 
wter  Ordnung. 

Wenn  der  Puncl  x\y  die  mit  andern  gegebenen  Geraden 
paraileh'u  Coordinaten  x',  y'  hat,  so  wird  ./'  durch  eine  lineare 
Sul)slitulion  transformii'l  in  eine  Ininclion  der  x\  y'  desselben 
Grades  (§.  18).  Also  ist  die  Ordnung  der  Linie  ,/' =  0  unab- 
hängig von  den  Geraden,  mit  welchen  die  Coordinaten  eines 
Punctes  der  Linie  parallel  sind. 

4.     Wenn  u^^  eine  Form  A"ten  Grades  der  x.  y  ist   und 

f    =     ».„  +   »„  _!+..    +    (<„     =     »„  (  1    + ) 

so  Jst  ("„__!  -\-  .  .)  :  u.fj  bei  hinreichend  grossen  x^  y  beliebig 
klein,  d.  h.  ein  unendlichferner  Punct  der  Linie  /'  =  ü  ist  nicht 
verschieden  von  einem  unendlichfernen  Punct  der  Linie  m,,  =  0, 
welche  aus  n  bestinmiten  Geraden  besteht  (1).  Daher  hat  eine 
Linie  nter  Ordnung  n  unendlichferne  Puncte.  Wenn  die 
Linie  gerader  Ordnung  ist,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  kein 
unendlichferner  Punct  der  Linie  real  ist;  in  diesem  Falle  ist 
die  Linie,  wenn  sie  überhaupt  reale  Puncte  hat,  eine  im  end- 
lichen Raum  in  sich  zurückkehrende,   geschlossene. 

Die  Linie ,  auf*  welcher  die  unendlichfernen  Puncte  der 
Ebene  liegen,  ist  eine  Linie  erster  Ordnung,  weil  sie  mit  einer 
Geraden  der  Ebene  nicht  mehr  als  einen  Punct  gemein  hat, 
und  heisst  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene,  welche 
die  Ebene  mit  paritllelen  Ebenen  gemein  hat.  Stereom.  §.  I,  4. 
Die  Linie  »Mer  Ordnung  hat  n  Puncte  der  unendlichfernen 
Geraden. 

6* 
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5.  Wenn  die  Linie  gerader  Ordnung  ist.  so  knnn  es  sich 
ereignen,  dass  keiner  ihrer  Puncte  real  ist.  Z.  B.  x"^  ■+-  2 y^  -1-3  =  0 
giebt  bei  realen  x  nicht  reale  y. 

Wenn  die  Gleichung  der  Linie  coinplexe  Coefficienten  hat, 
so  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Linie  reale  Puncte  hat. 
Z.  B.  die  Linie  f -{-  ig  =  0  enthält  (§.  Li.  2)  die  Gruppe  von 
Puncten  ,/  ^  0.  ^  =  0  .  die  ülirigen  Puncte  sind  nicht  real. 
Die  Gerade 

{a  +  ia')x  +  [h  +  il>')ji  +  c  +  ic'  =  0 

enthalt  den  realen  Punct  iax  -h  Z/  7  -i-  c  =  0  .  a'x  -+-  b'i/  -\-  c'  =  0) . 
Die   reducible  Linie    4  (x-  —  3)^  -f-  {)\j/  +  4)-  =^  0    besteht 
aus  den  tieraden 

2{x  —  ^)±3i{i/  +  4)   =   0 

mit  dem  realen  Punct  3  — 4. 

6.  Wenn  mit  der  Anomalie  1^  der  Yector  ?-  §.  Li,  4'  oder 
die  rechtwinkelige  Ordinate  1/  durch  eine  (ileichung  verbunden 
ist,  so  liegt  der  Punct  d^\r  auf  einer  Linie,  welche  im  Allge- 
meinen (besondere  Gleichungen  ausgenommen  transscendent  ist 
und  in  dem  ersten  Fall  eine  Spirale  ißli^],  in  dem  andern  Fall 
eine  Quadrat  rix   [veTQaycovlCovoa)   genannt  wird. 

Wenn  auf  einer  Linie  eine  Linie  [A]  rollt  ohne  zu  gleiten, 
so  beschreibt  ein  mit  der  Linie  (A)  starr  verbundener  Punct 
eine  Linie,  welche  im  Allgemeinen  transscendent.  in  besondern 
Fällen  endlicher  Ordnung  ist  und  eine  Trochoide  Boulette) 
genannt  wird.  Linien  von  besonderen  geometrischen  Definitionen 
haben  besondere  Namen  erhalten. 

Wenn  F,  G  Functionen  der  x.  ?/,  ).  sind,  so  entspricht  bei 
dem  System  F=  0,  (r  =  0  jedem  l  ein  Punct  x\y  eine  Grup])e 
von  Puncten),  allen  A  eine  Serie  von  Puncten,  die  Linie  (F=0. 
G  :=  0).  Durch  Elimination  von  l  wür^e  die  Gleichung  für 
X,  y  erhalten  werden. 

7.  Durch  die  Serie  von  Puncten  einer  Fläche,  welche  einer 
gegebenen  Bedingung  genügen .  w  ird  eine  Linie  erfüllt ,  w  eiche 
der  Ort  (ro/rog,  locus]  des  unbestimmten  Punctes  genannt  wor- 
den   ist.     Die   griechischen   Geometer  (vergl.  Pappus   VII  praef. 
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lind  IV,  25)  liJthcM  die  i;eoinelriscli  (•()ii.sl!uirl)aren  (§.  19,  9) 
Linien  und  zwar  die  ricradc  und  den  Kreis  als  %n7ini  hiinedoi 
(loci  plani)  ,  die  Kegelschnitle  als  rönoi  aregeol  (loci  solidi), 
andre  als  Tonnt  yQa[.i(XiY.oi  (loci  lineares)  unterschieden  von 
sogenannten  mechanischen  Linien,  zu  denen  die  Spiralen  und 
Ouadralricen,  die  Linien  aul  krummen  Flächen  [xörcoi  nqog 
Inupäreiav ,  loci  ad  superficiem)  gehören.  Nachdem  Feumat 
niKJ  l)i:s(;.vKTi;s  gemäss  der  vorgeschriebenen  Gonstruclion  eines 
Piiiu'les  der  Linie  die  (ileicluing  für  die  parallelen  Coordinalen 
des  riinctes  mit  Hülfe  der  Buclislahenrechnung  aufgeslelll  hatten, 
konnlen  die  Linien  nacli  ihren  (llciclmngen  classificirt  werden. 
Wenn  die  (deichiing  1  ten  oder  2ten,  3ten  oder  ilen,  öten 
oder  6len,  ..  Grades  ist,  so  rechnete  Descartes  die  Linie  zur 
I  ten,  2  ten,  3len  .  .  Gattung  (genre)  geometrischer  Linien,  Dieser 
unpassenden  Eintheilung  gegenül>er  wird  nach  Newton  eine 
Linie,  deren  Gleichung  für  parallele  Coordinaten  nten  Grades 
ist,  eine  Linie  «ter  Ordnung  oder  auch  eine  Curve  [n  —  1)ter 
Gattung  genannt.  Princ.  1,  30  lemma  28.  Enumeratio  1.  Die 
Prädicate  geometrisch  und  mechanisch  werden  nach  Leibniz  durch 
algebraisch  und  transscendent  ersetzt. 

8.  Wenn  u^.  eine  Form  Äten  Grades  der  a?,  y  und 

f  =   ?/„  +  u^  +  ^(^  +  .  .     oder     u^  +  u^  +  «5  +  .  . 

so  entspricht  jedem  Punct  x\y  derLinie/'=  0  der  Punct  — x\ — y 
derselben  Linie.  Diese  Puncte  heissen  Gegenpuncte  fanti- 
podes),  ihre  Chorde  ein  Diameter  der  Figur.  Ein  Diameter 
I heilt  die  Figur  in  2  gleiche  und  ähnliche  Figuren  eines  Sinnes. 
Die  Mitten  der  Diameter  sind  im  Nullpunct  vereint,  welcher 
das  Centrum  der  Figur  heisst.  Wenn  die  Linie  gerader  Ord- 
nung 'ist,  so  ist  das  Gentrum  entweder  kein  Punct  der  Linie 
oder  ein  Doppelpunct  derselben;  wenn  die  Linie  ungerader 
Ordnung  ist,  so  ist  das  Centi-iim  ein  Punct  der  Linie  und  zwar 
ein  Inflexionspunct  derselben.  Planim.  §.  7,  6  und  7.  Steiner 
Grelle  J.  47  p.  7.     Ghasles  G.  R.  1871^^  p.  794. 

9.  Wenn  /  eine   symmetrische  Function   der  a,-,  y   ist,  so 
entspricht  dem  Punct  x\y  der  Linie/  =  0  der  Punct  y\x  der- 
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scllien  Linie:  die  Hall)irende  des  Winkels  xy  ist  eine  Axe  der 
Linie,  welche  die  Chorden  entsprechender  Puncte  normal  hal])irt 
und  die  Fisur  in  2  gleiche  und  ähnliche  Figuren  nicht  eines 
Sinnes  theilt. 

Wenn  ./'  eine  Function  der  x^,  y  ist,  so  entspricht  jedem 
Punct  xy  der  Linie  /' =  0  der  Punct  — x'y  derselben  Linie. 
Die  Chorde  dieser  Puncte  ist  mit  y  parallel,  und  die  Gerade  x, 
welche  die  mit  y  parallelen  Chorden  halbirt ,  ist  für  diese  ein 
conjugirter  [ovi,v'yr^g)  Diameter  nach  Archimkdes  und  Apollo- 
nils. Die  3  Mittellinien  eines  Dreiecks  sind  je  einer  Seite  con- 
jugirt.  Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  liegen  die  Puncte  x\y 
luid  — x\y  symmetrisch  zu  der  Geraden  y  =  0,  welche  eine 
Axe  der  Figur  ist. 

Wenn  /  eine  Function  der  a'^,  y'^  ist,  so  entsprechen  jedem 
Punct  x\y  der  Linie  f  =  0  die  Puncte  — ccj^/,  — x\ — y. 
x\ — y  dersc^lhen  Linie,  die  Flcken  eines  Parallelogramms,  dessen 
Cenlrum  der  Nullpunct  ist.  Die  mit  y  parallelen  Chorden  wer- 
den von  der  Geraden  x,  die  mit  x  parallelen  Chorden  von  der 
Geraden  y  halbirt ;  der  Nullpunct  ist  ein  Centrum  der  Figur ; 
die  Geraden  cc,  y  theilen  die  Figur  in  i  Figuren,  von  welchen 
die  1  te  mit  der  3ten,  die  2te  mit  der  i  ten  gleich  und  ahnlich 
eines  Sinnes  ist.  Bei  recht^^  inkeligen  Coordinaten  sind  die  Ge- 
raden Xy  y  Axen  der  Figur,  die  die  Figur  in  i  gleiche  und 
ähnliche  Figuren  theilen ,  von  welchen  je  zwei  folgende  nicht 
eines  Sinnes  sind. 

10.  Wenn  /eine  Function  der  cosfc^-,  r  ist,  so  entsprechen 
bei  der  Linie  /  =  0  den  Anomalien  ^  =  -^[a  -\-  Inm  :  k) 
ftir  ?n  =  0,  1,  2,  ..,  A: —  I  gleiche  Vecloren  ?•,  weil  cosAi!/- 
=  cost«.  Daher  hat  die  Figur  k  Axen,  welche  den  Nullpunct 
gemein  haben  und  die  Figur  in  2A:  gleiche  und  ähnliche  Fissuren 
theilen,  von  welchen  je  2  folgende  nicht  eines  Sinnes  sind. 
Sie  besteht  zugleich  aus  k  gleichen  und  ähnlichen  Figuren  eines 
Sinnes,  und  hat  ein  Centrum  der  Art,  dass  je  k  Vectoren, 
welche  die  Ebene  in  k  gleiche  Winkel  theilen,  einander  gleich 
sind.     Vergl.  Eller  Introd.  II  cap.  15. 

'  Wenn  /'  eine  Function    der   cost^,  jsinA'i'/,  r    ist,   so  ent- 
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s|>r('cli('ii  l)('i  der  Linie  /'  =  0  den  Anomalien  0-  =  a  +  'imu  :  k 
rar  VI  =  0,  I,  2,  ..,  A; —  I  ij;leiche  Vectoren  r ,  weil  cosklh 
=  coska  und  sint^  =  sinÄ;«.  Die  Figur  hat  keine  Axen,  sie 
heslclil  aus  k  deiehen  und  idiiilieiien  Figuren  eines  Sinnes,  und 
hat  ein  Cenirnrn  der  Art,  dass  je  fc  Vectoren,  welche  die  Ei)ene 
in  k  gleiche  Winkel  Uieilen ,  einander  gleich  sind.  Die  ent- 
sprechenden Substitutionen  zur  Kinführung  reclilw  inkeliger 
Coordinalen  sind 

COS. 9^  =  X  :  r ,      sitiö'  =  y  '.  r ,      r'^  =  x'^  +  y- 
cosk!}  +  isinkü-  =   (cos»  +  /  siii&f'   =   {x  +  iyf  :  r'' 


§.  31.    Gerade  und  Kreise  als  Oerter. 

1.  Dem  Dreieck  ABC  wird  eine  Serie  von  Parallelo- 
grammen DEFG  eingeschrieben,  D  liegt  auf  AC,  DE  ist  mit 
AB  parallel,  EF  hat  eine  gegebene  Richtung,  EG  liegt  auf 
AB:  die  Linie  der  Centren  der  Parallelogramme  wird  gesucht. 
Die  Gerade  AB  wird  von  der  Geraden,  welche  C  enthält  und 
die  gegebene  Richtung  hat,  in  0  geschnitten,  so  dass 

OG'.OA  =  CD:  CA  =  CE:  CB  =  OF-.OB 

0    (^     AF  B 

Wenn  OA  =  «,   OB  =  b,   OC  =  c,   OG  =  x,   OF  =  z, 
GD  =  FE  =  j/,  so  hat  das  Centrum  des  Parallelogramms  die 
-^[x  +  z)  und  \y.     Nun  ist  nach  dem  Obigen 


folglich 


X 

a 

= 

z 
b 

f    + 

c 

z 

z 

X  +  z 

1> 

=^ 

b 

a  +  b 

+ 

=  ] 


_  ,    .        =  1 

a  +  b 


d.  h.  das  Centrum  des  Parallelogramms  liegt  auf  der  Geraden, 
welche  die  Mitten  der  AB  und  OC  enthalt.  In  der  That  fällt 
das  Paralleloaranuu  mit  AB  oder  OC  zusammen,  wenn  D  auf 
A  oder  C  fällt. 
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3.  Wenn  der  Punct  A  unl>e\veglich  ist,  B  auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  bewegt  wird,  und  das  Dreieck  ABC  s'wh  selbst 
ähnlich  bleibt,  so  beschreibt  der  Punct  C  eine  bestimmte  Ge- 
rade (Planim.  §.  12,  4).  Zieht  man  .4D  normal  zu  der  Geraden 
des  jB,  und  hat  C  die  mit  AD  und  DB  parallelen  Coordinaten 
X  und  ?/.  so  ist  der  Winkel 

DAB  =   DAC—BAC  =  d— «,      AB  co-.{&  —  a)  =  AI) 

Vermöge  der  Aehnlichkeit  ist  AC  :  AB  =  m  gegeben, 
^Ccos(5'  —  a)  =  m.AD^  d.  h.  C  liegt  auf  der  Geraden, 
welche  zu  der  Geraden  0^  =  a  normal  steht.     Dabei  ist 

A C  cos  S-  cos  «  +  ^1 C  sin 5-  sin  ß  =  x  cos  a  +  y  sin a  =  m  .  AD 

d.  h.  C  liegt  auf  einer  Geraden  s,  sodass  tanga;s  =  — cosa  :  sin« 
!§.  20.  2).  Wenn  xs'  =  a,  so  ist  tanga;s  tanga^s'-h  1=0, 
folglich  (§.  15,  2)  die  Gerade  s  normal  zu  s'. 


3.  Wenn  aus  dem  Dreieck  FyF^F^  der  Punete  «jft, ,  «2^2) 
a.3&3  und  dem  Dreieck  G^G^G.^  der  Punete  c^d^^  ^id-i-  c^d.^ 
das  Dreieck  H^H.^H^  der  Punete  a^ß^^  ^-jßi-!  ^aßs  ^o  ''on- 
struirtwird,  dass  F^G^  in  //j ,  ^2^2  ^^^  "^2>  ^3^3  i"  ^^  "«"^^^ 
dem  Verhaltniss  l  getheilt  werden,  so  ist  (§.  16,  4) 

«1  —  ^ci  &i  —Ml 

u.  s.  w.  Die  Normalen  zu  F.^  F.^  durch  II^ ,  zu  F^  F,  durch 
H2,  'ZU  F^F^  durch  H^  haben  nicht  unbedingt  einen  gemein- 
schaftlichen Punct  xy^  der  durch  P  bezeichnet  wird,  sondern 
bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  unter  den  Bedingungen  (§.  17, 1) 

(«2  «3)(''»  «1)    +    (^2 

(«3  —  ai){x «2)  +  (^3 

(«1  —  a2){x  —  «3)  +  (Z>i 

Durch  Addition  erhält  man  Ä  =  0.  wo 


h){l/-ß,)  = 

=  0 

b^){l/-ß-2)   = 

=  0 

h){y-ß,)  = 

=  0 

I  «1     «1     1 

(S    ^         «2       «2        1 

I  «3     aa     1 


/?! 

h        1 

ßl 

h-i      1 

ß-i 

h      l 
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der  nach  der  Siil)sliUilion 

I  Ci  rt,  1  j         \  dl  bi  \   \ 

(l  —  j^S  =      c-,  a-,  l  ■   +   \  d-,  b-,  1 

'   (■■:•>  «3  l  ^  f?3  ^3  1    ' 

als  Bodiiiiiiiiiiz.   iiiiUm'  welcher  j;,  ?/  den  :5  Gleichuniien  iienilgen, 

so  dass  der  Punet  P  exislirl. 

Die    Normalen   zu    l\F.^,    F.^F^,    F^  F^_    durch    F, ,  F.,.  F.^ 

hal)en    einen   Puncl    gemein ,    den  Ilöhenpuncl  M  des  Dreiecks 

F^F.^F.^,    Nveii    S  =  0    i)ei   «  =  a,  ß  =  b.      Die   Coordinalen 

a;,  y  des  M  werden  aus  2  (ileichungen   des  Systems  berechnet. 

Die  Detern)inanle 

(^•2  —  fh      ^2  —  ^3   1 

«3  —  «1  &3   —  ^1     I 


R  = 


ist  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  F^F^F.^    (§.  IT,  3). 

Wenn  die  Normalen  zu  F^F^,  F^F^,  F^F.j  durch  (?, ,  G^-, 
G-^  einen  Punct  M'  gemein  haben,  so  ist  (1  —  1  :  ?.)S  =  0, 
folgUch  S  =  0  d.  h.  die  Normalen  zu  F.^F^,  ^s^n  -^"1^2  durch 
//j,  H2,  Ä5  bei  jedem  h  haben  einen  gemeinschaftlichen  Punct 
P,  der  auf  der  Geraden  MM'  liegt,  so  dass  die  Strecke  MM' 
in  P  nach   dem  Verhältniss  /  getheilt  wird.     Denn  man  findet 

A  —  XA'  „  B—XB' 

Rx  =   ~^—^  Ey  =  -^—^ 

Bei  A  =  0  fallt  U^H^H-^  auf  F^F^F^,  und  P  auf  J/,  dessen 
Coordinaten  A  :  R^  B  :  R  sind.  Bei  A  =  x  fällt  II^H.^H.^ 
aufGjG^2^3;  uiidPaufil/',  dessen  Coordinaten  .4'  :  R.  D'  :  R 
sind.  Bei  einem  andern  A  liegt  der  Punct  P  auf  der  Geraden 
MM',  so  dass  MP  :  M'P  =  l. 

4.  Wenn  insbesondere  G^,  G^,  G^  die  Mitten  der  Seiten 
^2^3^  F^F^,  F^F.^  sind,  d.  h.  2c^  =  «,  +  «3^  2di  =  ft.^  +  63, 
u.  s.  w.,  so  ist  (1  —  1  :  Z)*?  =  0,  u.  s.  w.  Der  gemeinschaft- 
liche Punct  der  Normalen  M'  ist  das  Centrum  des  Kreises 
F^F^F^.  Bei  A  =  —  2  fällt  H^H^B.^  auf  den  Schwerpunct 
des  Dreiecks  F^F^F^.  und  P  e])endahin.  Also  liegt  der  Schwer- 
punct  auf  der  Geraden  MM',  und  theilt  MM'  nach  dem  Ver- 
hältniss —  2.  Gauss  1810  Zusätze  zu  Schumacher's  Uebersetzung 
von  Carnot  geom.  de  pos.  II  p.  359.    Planim.  §.  12,  8. 
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5.  Wenn  von  dem  Pvmct  3I[a\h)  der  Punct  P[x\y)  die 
gegebene  Distanz  c  hat,  so  liegt  P  auf  dem  Kreis,  dessen 
Centrum  M  ist ,  dessen  Radius  c ,  und  dessen  Gleichung  bei 
rechtwinkeligen  Coordinaten   (§.  15,  2] 

Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  iij  —  b)-  positiv 
ist  bei  [x  —  a)-<C  c'~  d.  h.  sowohl  bei  x  —  rt  <[  c  als  auch  bei 
a  —  X  <C.  c.  Während  x  von  a  —  c  bis  o  -j-  c  geht,  ist  ^  —  h 
real,  d.  h.  zu  den  Abseissen  von  n  —  c  bis  a  -^  c  gehören 
reale  Puncto,  zn  andern  Abseissen  nichtreale  Puncto  des  Kreises. 

Die  Differenz 

MFi  —  c2  =  {x  -  ö)2  +  {,1  —  by-  —  c2 

welche  positiv,  null,  negativ  ist,  je  nachdem  P  ausser,  auf,  in 
dem  Kreis  liegt,  und  welche  durch  das  Produel  PQ  .  PQ'  aus- 
gedrückt wird,  wenn  eine  Gerade  des  P  die  Puncto  Q,  0/  des 
Kreises  enthält,  heisst  die  Potenz  des  Kreises  in  dem 
Puncl  P.  Planim.  §.  11,  4.  §.  14,  3.  Die  Potenz  des  Kreises 
im   iS'ullpunct  0  ist  a'^  -\-  b-  —  c-,   im  Centrum  —  c '. 

6.  Der  Kreis  ist  eine  Linie  2ter  Ordnung  mit  2  unendlich- 
fernen  Puncten,    die  nicht  real  sind  und  auf  der  Linie  x- -k- y- 

=  0  d.  i.  auf  den  Geraden  *  i a-  -^  iy  =  0)  ,  ^'(.r  —  iy  =  0) 
liegen  (§.  20,  4  und  5),   so  dass 

—  1         .       , 
tangrrs  =       r-    =   i^       iangxs   =  — t 

'  \  +  tu  i  —  a 

Deuuiach  haben  alle  Kreise  der  Ebene  dieselben  unendlichfernen 
Puncto;  die  aus  einem  beliebigen  realen  Punct  dahin  gerichtete 
(imaginäre)  Gerade  bildet  mit  jeder  andern  Geraden  der  Ebene 
einen  (imaginären)  Winkel,  dessen  Tangente  den  Werth  i 
hat,  PoNCELET  propr.  proj.  94  und  128.  Plücker  Grelle  .1.  10 
p.  84. 
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7.  Wonn  u  =  ax'^  -k-  ay-  -{-  Ify  -\-  ^gx  -H  c,  so  ist  z<  =  0 
die  (Jleicliiiiiii  eines  Kreises,  dessen  Potenz  in  dem  Punct  x\y 
den  Weiili  u  :  a.  in  dem  .Niillpunrl  0  den  Werth  c  :  a  liiil. 
ilessen  (lenlrnm  J/  — (/  :   a, — /;   «  ,   dessen   On;idr;il-H;idiiis 

J/02         '^  ^^  +  ^2-ac 


o 


Wenn  v  =  a'a:^  -H  a'y/-  -♦-  2/'.»/  +  2^'x  -f-  c',  so  ist  z?  =  0 
die  (Ueiehnng  eines  Kreises,  der  in  dem  Punet  x  y  die  Potenz 
V  :  a'  lijit.  Die  Potenzen  dei"  Ki'eise  u  =  0  ,  y  =  0  in  dem 
Punct  X  y  tiahen  d;is  tieiiehene  Verhältniss  /.,  wenn  u  :  a  —  ?.v  :  a' 
=  0.  Diess  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  die  gemeinschaft- 
liciien  Puncte  der  Kreise  m  =  0,  v  =  0  entliält  (§.  14,  2): 
jeder  Punet  der  Ebene,  in  welchem  die  Potenzen  der  Kreise 
u  =  0,  y  =  0  ein  gegebenes  Verhältniss  haben,  liegt  auf  einem 
bestimmten  Kreis,  der  die  Puncte  [u  =  0,  ü  =  0)  enthält. 
Sein  Centrum 

—  g  :  a  +  ?.g' :  a' ,  —  f :  a  +  Xf' :  a' 


1  —  ;.  1  — ;. 

theilt  die  Strecke  der  Centren  — g  :  a\ — /:  a,  — g' :  a'  — /':  a' 
nach  dem  Verhältniss  l    §.  16.  4K 

Bei  h  =  1  ist  die  Gleichung  u  :  a  —  v  :  ,/  =  0  ersten 
Grades.  Der  Kreis  besteht  aus  der  uneudlichfernen  Geraden 
der  Ebene  (4)  und  aus  der  die  Puncte  {u  ==0,  v  =  0)  ent- 
haltenden Geraden,  in  deren  Puncten  die  beiden  Kreise  je  gleiche 
Potenzen  haben.    Planim.  §.  14,  6. 

8.  Wenn  die  Distanzen  des  Punctes  P  von  den  gegebenen 
Puncten  A,  B  das  Verhältniss  a  liaben,  so  liegt  P  auf  einem 
bestimmten  Kreis,  der  die  Strecke  AB  nach  den  Verhältnissen 
£  und  — £  harmonisch  und  normal  schneidet.  Der  Punct  P 
habe  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  AQ  ^=^  x  auf  AB  =  a 
undQP  =  y.  Dann  ist  AP^  ==  x^- -\- if- ,  BP'-=  [x  —  a)'-+y^, 
also 

x^  +  iß  =   f2{x  —  «)-  +  f'^V"^ 
Ü  =   (e2__  i)(a;2  +  iß)_  2e^ax  +  e^a^ 
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d.  h.  der  Punct  xy  liegt  auf  einem  Kreis,  der  die  Axe  x  (§.  20,  9) 
normal  sehneidet  in  R.  so  dass  AR''-  =  s-BR-,  AR  :  BR  =  +  £. 
Das  Centrum  des  Kreises  hat  die  Abseisse  e'-a  :  [e- —  1  und 
die  Ordinate  0.  Bei  e  =  I  besteht  der  Kreis  aus  der  Xormal- 
lialbirenden  der  AB  und  der  unendlichfernen  Geraden.  Planim. 
§.  8.  6. 

9.     Wenn  A-ib-cA   ein   gegebener  Punct,  o;  eine   gegebene 

Zahl,  und 

K, .  AiP-2  +  «2  •  A.,F-^  +  «3 .  A.F^-  +  .  . 

eine  gegeliene  Snnune  a  ist,  so  liegt  der  Punct  P[xy)  auf 
einem  bestimmten  Kreis.  Stereom.  §.  II,  8.  Bei  rechtwinke- 
ligen Coordinalen  ist 


folglich 

(«1    +    «2 


«1  {•>'  —  ^l)'^    +    «2  (•»  ^2)-   +     •   • 

+  ßi(,'/  —  Ci)-  +  ('.^{y  —  c-i)-  +  .  .  =  ft 


•)(^-  +  y-)  —  2(ai&,  4-  a^h-j  +  ..)x 


2(ßiCi  +  «oc^  +  ■■)y 
-  a  =  0 


d.  h.  der  Punct  xy  liegt  auf  einem  Kreis,  dessen  Centrum  der 
Schwerpunct  der  Puncte  «,  .  A^,  «.,  .  A.^,  .  .  ist  §.  16,  5).  Wenn 
c(^  +  «2  "*"••  =  0 ,  so  liesteht  der  Kreis  aus  einer  Geraden 
und  der  unendlichfernen  Geraden.  Wenn  zugleich  unter  den 
Puncten  a^  .  A^^  a.j  .  J.,?  •  •  einer  der  Schwerpunct  der  übrigen 
ist,  so  hat  a  .  A^P-  ■+■  a.,  .  A.^P-  -I-  .  .  bei  allen  endlichfernen 
P  einen  unveränderlichen  Werth    §.  16,  8). 

10.  Wenn  auf  die  Seilen  eines  gegebenen  Polygons  AB  .  . 
aus  dem  Punct  P  die  Normalen  PQ,  PR,  . . 
gefällt  werden,  und  wenn  die  Strecken  QA^ 
AR,  QP,  RP,  AP  auf  den  Geraden  a,  6, 
a'.  b'.  a  liegen,  so  sind  die  Winkel  aa',  bb' 
recht,  cos 6«'  =  sinas,  a'b'  =  ab  das  Supple- 
ment des  Polygonwinkels  A. 

QP  =   Ä P  cos  sa'^=  ^Psinfts,       QÄ  =   PA  cos  as 
AR  =   ÄPcosbs,       EP  =  AP  cos  sb'=  AB  sin  bs 

QP  +  PP  sin  OS  +  sin  &s  cosifas  —  bs)  ,,    , 

rn, Y  T>   = i =      •    7/ I,   (    =   cot  iah 

QA  +  AR  cosos  —  cosas  sin|(as  —  bs)  ' 
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Vertil.  Triizon.  §.  3,  i.     Fcnier  isl   (§.  10) 

■iQliP—QAliP  =   -IQJW       QAR  —  QRP  =  QRP—QAIi 

=    >  7?P  .  PC>  sin  /^  'a'  —  1  C>^  .  AR  sin  rtZ/     (S.  12,  4) 

=^  is\nnh{Rr.QI'—QA  .  AR)  =  }^  A  P^^  <in  ah  co<.  ab  =   lAP^  s\i\2ab 

Wi'iiii  (l.is  cMiigosclir'H'l)(-'iu'  l*()lNii(»n  Clli  ..  eiiir  i;ei^el)ene 
Kliiclie  li;il  .  S(i  lial  die  Siiiniiu'  A  J '- s\n  i ah  -{-  ..  einen  gese- 
henen W'erlli:  also  liegt  J'  ;inl'  einem  hesliinnilen  Kfeis  <)  nni 
den  Seli\ver[)iincl  der  I'uncle  A  .  siniab,  .  .  .  Sti:i.m:i{  (Jrelle 
.1.  2  p.  263   niid    I    |).  51. 

lieber  den  Kreis,  der  ;}  Puncte  oder  3  Kreise  berührt, 
vergl.  Det.  §.  17,  5  und  *.).  über  .indei'e  Aulgaben  dieser  Art 
Salmon  Conics  cc.  3,  8,  9, 

§.  33.    Die  Kegelschnitte. 

1.  Wenn  ein  Kreis  ;ius  einem  Puncl  (hirch  (ierade  auf 
eine  Ebene  projicirl  win],  so  heisst  (üe  Projection  ein  Kegel- 
schnitt, welchen  der  projicirende  Kegel  mit  der  J^bene  gemein 
hat.  Eine  durch  das  Gentrum  des  Kegels  gehende  Ebene  ent- 
hält '2  Kanten  des  Kegels,  aus  weichender  Kegelschnitt  besieht; 
wenn  die  beiden  Kanten  zusammenfallen,  so  wird  der  Kegel 
von  der  Ebene  längs  der  Kante  berührt;  wenn  die  beiden 
Kanten  nicht  real  sind,  so  hat  der  Kegelschnitt  nur  einen  realen 
Puncl. 

Eine  Ebene ,  welche  das  Centrum  nicht  enthält ,  schneidet 
die  Kanten  theils  auf  dem  einen,  theils  auf  dem  andern  Feld 
des  Kegels,  wenn  sie  mit  2  Kanten  parallel  ist;  oder  nur  auf 
einem  Feld,  wenn  sie  mit  einer  oder  mit  keiner  (realen)  Kante 
parallel  ist.  Der  Kegelschnitt  hat  dabei  2  unendlichferne  Puncte 
und  2  getrennte  Zweige,  oder  einen  unendlichfernen  Puncl,  oder 
keinen  (realen)  unendlichfernen  Puncl,  und  heisst  in  dem  ersten 
Fall  eine  Hyperbel,  in  dem  zweiten  Fall  eine  Parabel,  in 
dem  dritten  Fall  eine  Ellipse. 

3.  Der  Kegel  enthält  eine  Serie  von  parallelen  Kreisen, 
welche  den  Kegelschnitt  in  je  2  Puncten  so  schneiden,  dass  die 
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geiiieinschaftlichen  Chorden  des  Kegelschnitles  und  der  Kreise 
parallel  sind.  Wenn  mit  dem  Kegelschnitt  ein  Kreis  die 
Pnncte  P,  Q  gemein  hat,  so  liegt  deren  Mitte  E  auf  dem 
Diameter  l/ilf'  des  Kreises,  welcher  zu  PQ  normal  ist,  und 
man  hat  i2P2  =^  j/^  jiji^'  ^uf  den  Kanten  SM,  SM'  des 
Kegels  liegen  die  Puncte  A,  B'  des  Kegelschnittes,  und  zwar 
yl,  B\  R  auf  einer  Geraden,  als  gemeinschaftliche  Puncto  dei- 
Ebenen  MM'S  und  des  Kegelschnittes.  Werden  die  Geraden 
AA\  BB'  parallel  mit  MM'  gezogen,  so  ist 


BB' 


AU 
AB' 


EM' 
AA' 


AB' 


RF^  =   ~V?ö^   AR.RB' 

die  Gleichung,    durch    welche   die   auf   der 
Geraden  AB'  liegende  Abscisse  AR  und  die 
mit  den  Ebenen   des  Kegelschnitts    und  des 
Kreises  parallele  Ordinate  RP  des  Punctes 
P  verbunden  sind. 
Wenn  SA'  und  SB'  eines  Zeichens  sind,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt eine   Ellipse;    AR  und   AB',   AA'  und   BB'  sind  eines 
Zeichens  und  RB'  =  AB' — AR. 

<!  Wenn  SA'  und  /SJ5' nicht  eines  Zeichens 

B'\ — yjg  sind,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel; 
AR  und  AB',  AA'  und  BB'  sind  nicht 
eines  Zeichens,   B'R  =  B'A  -i-  AR  und 

RP^^^^-^^AE.B'R 

Wenn  AB'  mit  SA'  parallel  ist,  so  ist 
der  Kegelschliill  eine  Parabel,  und  mau 
erhält 

Mfi  _  AA' 

AR   ~    SA' 


RM'  =  AA' 


RP^ 


^"^"'ar 

'SJ'"^^ 


8.     Wenn  insbesondere  die  Ebene  AB'S  normal  ist  zu  der 
Ebene   des  Kreises,    so    ist    der  Winkel  ARP    recht,    wie    der 
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Winkel  MRP.  Die  reelitw  ini<eliLioii  Coordiiuilfii  AR.  /fP  wer- 
den (liiroli  a,',  ?/,   die  (irijssen 

AA'.BB'  AA\  B^  AA'^ 

AB^  B'A  'ST~ 

Ix'i  den  :{  ScIinilliMi  diii'cli  2p.  und  A  II'  \n-\  dcv  lillipse.  B'A 
Ix'i  (Icy  ll\  |M'ili(l  (liircli  -2  (<  Ix'/ciclincl  :  d.inn  erliiill  ni.in  die 
(ilcicIinnLifn    der 

Ellipse:  v/2  =   ~x{2a  —  x)      =  2jja;  —  — a;2 

Ihneibel:  y2   =    ^x(2a  +  x)      ^  2nx  +  ~  x- 

2«  a 

Parabel:  1/-   =    2^a; 

Die  Punete  A,  B',  deren  einer  l)ei  der  Parnbel  unendlichfern 
ist,  lieissen  die  Scheitel  [y.OQvq^ai  Archimedes)  ,  die  Strecke  p 
der  hall)e  Parameter  des  Kegelschnittes,  die  Strecke  a  die 
halbe  Axe  (Hauptaxe)  der  Ellipse  und  der  Hyperbel.  Bei 
hinreichend  grosser  Halbaxe  a  kann  die  Ellipse  und  die  Hyper- 
bel durch  die  Parabel  ersetzt  werden  mit  beliebig  kleinem 
Fehler. 

Die  Grössen  2p  und  2o  heissen  bei  Apollomis  Conica  I. 
11  tl".  TileiQcc  ngd-ia  und  nXayia,  latus  rectum  und  transver- 
sum.  Der  Name  Parameter  ist  von  Desargles  163'.»  Brouillon 
projet  p.  203  eingeführt  worden. 

Wenn  von  2p  und  AH  ^  x  das  geometrische  Mittel  RT 
construirt  wird,  so  ist  die  Differenz  RP  —  RT  negativ  bei  der 
Ellipse,  positiv  bei  der  Hyperbel,  null  bei  der  Para])el.  Hierauf  be- 
ziehen sich  die  Non  Apollonrs  a.  a.  O.  eingeführten  Namen  der 
Kegelschnitte  alXsiipig,  rnsoßohj,  rraoaßoXi^  (defectus.  excessus. 
aequatio).  Die  Namen  na^aßolrnwA  l'XXeix^ng  konnnen  vereinzelt 
auch  in  den  überlieferten  Texten  von  Archimeoes  vor,  jener  auf 
dem  Titel  der  Schrift  über  die  Quadratur  der  Parabel,  dieser 
im  9ten  Satz  der  Schrift  ülier  die  Conoide  und  Sphäroide. 
Gewöhnlich  braucht  Archimedes  die  altern  Namen  der  Kegel- 
schnitte, Schnitt  des  spitzwinkeligen,  stumpfwinkeligen,  recht- 
winkeligen Kegels   für   Ellipse,   Hyperl>el.   Parabel.      Me.n.vechmls 
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(Platonische  Schule  370  y.  Chr.)  halle  zuerst  diese  Linien  unter- 
schieden und  durch  ihre  GleichunsJcn  in  rechhvinkeli2;en  Coor- 
dinaten  hestininit  als  Schnitte  eines  Rotalionskegels,  der  durch 
Rotation  der  Hälfte  eines  spitzen,  stumpfen,  rechten  Winkels 
um  einen  seiner  Schenkel  entstanden  ist,  und  durch  eine  nor- 
mal zu  einer  Kante  gestellte  Ebene  geschnitten  wird  (Reimer 
hist.  duplic,  cubi  1798  p.  58).  Die  3  Schnitte  sind  you  Archi- 
MEDES  an  jedem  Rolalionskegel,  von  Apollonhis  an  jedem  einen 
Kreis  projicirenden  Kegel  erkannt  worden. 

4.  Wenn  ein  Rolalionskegel  von  einer  Ebene  geschnitten 
wird,  so  liegen  die  Scheitel  A,  B'  des  Kegelschnittes  auf  der 
Ebene,  welche  das  Centrum  ä  des  Kegels  und  das  Cenlrum 
eines  auf  dem  Kegel  liegenden  Kreises  enthält,  und  die  zu  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  normal  steht.  Dem  Winkel  ASB' 
sind  2  Kreise  LL'F  und  MM'G  eingeschrieben,  welche  die 
Gerade  AB'  in  F  und  G  berühren.  Wenn  der  Kegelschnitt 
eine  Ellipse  ist,  so  ist  FG  von  AB\  A  von  L3f,  B'  von  L'ili' 
eingeschlossen;  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist,  so  ist 
der  Kreis  ü/il/'  dem  Scheitelwinkel  eingeschrieben,  FG  von 
AB',  A  von  LAI,  B'  von  L' M'  ausgeschlossen. 

Die  Kanten  SA.  SB'  werden 
von  den  parallelen  Geraden  LL', 
MM',  BB'  so  geschnitten,  dass  LM 
=  L'M',  BM  =  B'M'.  Die  Tan- 
genten AF  und  LA,  AG  und  AM, 
FB'  und  L'B',  GB'  und  B'M'  sind 
paarweise  gleich.  Daher  ist  bei  der 
Ellipse 
AF  +  AG  =  LA  +  AM  =  LM 
FB'+  GB'  ^  L'B'+  B'M'  =  L'M' 

folglich  %AB'  =  %LM,  AF  =  GB' , 

FG  =  AB    und    mit  AB'  concen- 

jg'     Irisch.     Ebenso    bei    der   Hyperbel, 

flr'  nachdem  ^F  durch  — AF,  u.  s.  w^. 

ersetzt     woi'den.        Vergl.     Planim. 
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5.  T^P  Kreise  LL'F  uud  MM'G  sind  llauptkreise  der 
K-U|ieln.  welche  den  Kegel  in  Kreisen  und  die  Kl)ene  des  Kegel- 
schnittes in  den  Puncten  F  und  G  berühren.  Die  Ebenen  der 
Kreise  des  Kegels  stehn  normal  zu  der  Ebene  AB'S,  eine  der- 
selben schneidet  die  Kante  SA  in  i\".  die  Gerade  AB'  in  i?.  so 
dass  NR  mit  BB'  parallel  ist,  und  den  Kegelschnitt  in  P.  so 
dass  der  AViukcl  AJiF  recht  ist.  Die  Kante  SP  hat  mit  den 
Kreisen  LL'J  und  MM'K.  in  welchen  der  Kegel  von  den  ein- 
geschriebenen Kugeln  berührt  wird,  die  Puncte  J  und  Ä"  geincMii. 
und   l)erührt   dasell)st    die   dem  Kegel   eingeschriebenen  Kugeln. 

Die  Tangenten  der  Kugeln  SJ  und  SL,  SK  und  SM,  FP 
und  JP,  GP  und  I'K  sind  paarweise  gleich,  folglich  ist  JK 
=  LM,  und  bei  der  Ellipse  hat  die  Summe,  bei  der  Hyperbel 
die  Differenz  der  von  F  und  G  anfangenden  Vectoren  FI^.  GP 
den  Constanten  Betrag  JK  =  LM  =  AB'  (i).  Apoli.omis 
(Ion.  III.  ol  und  '6i. 

Die  Puncte  F.  G  der  Hauptaxe  AB'  werden  liei  Apollomis 
Con.  III.  4o  durch  eine  Gleichung  definirt ,  welche  aus  Eigen- 
schaften der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  entspringt,  und  t« 
£/.  riyg  Tcaoaßo/^rig  yevni.ieva  G)]aeia ,  ])uncta  ex  comparatione 
genannt.  S.  unten  §.  3ä.  11.  Dieselben  Puncte  heissen  nombrils 
(umbilici  oder  wegen  caloptrischer  Eigenschaften  points  l)rülans. 
foyers  foci.  Brennpuncte)  des  Kegelschnittes  bei  Desargies 
Brouillon  projet  p.  210.  Die  Bestimmung  der  Brennpuncte 
durch  die  den  Segmenten  eines  Botationskegels  eingeschriebenen 
Kugeln  ist  von  Daxdelix  Mem.  de  Bruxelles  1822  p.  171  erfun- 
den worden. 

0.  Die  Ebene  des  Kreises  LL'J  hat  mit  der  Geraden  AB' 
den  Punct  D  gemein,  mit  der  Ebene  des  Kegelschnittes  die 
Gerade  DD',  welche  mit  RP  parallel  und  zu  ^i?' noi'mal  ist. 
Weil  FP  =  JP  =  LN,  so  hat  die  Distanz  FP  zu  der  Distanz 
DR  des  P  von  der  Geraden  DD'  das  Verhältniss 

LA  :  DE  =    LA  :  DA  =   AB  :  AB'  =   FG  :  AB'  =   e 

Bei  der  Ellipse  ist  £  <C  1 .  bei  der  Hyperbel  £  ^  I  (4; .     Bei  der 
Parabel  ist  LA  :  DA  =  t.  £  =  1,  weil  DA  mit  SL'  parallel  ist. 

Baltzer,  anal.  Geom.  7 
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Insbesondere  ist  AF  :  DA  =  e,  FB'  :  DB'  =  a,  d.  h. 
FD  wird  in  A  innen,  in  B'  aussen  nach  dem  Yerhältniss  £  ge- 
lheilt, so  dass  FD  und  AB'  in  Harmonie  sind   :§.  4,  I  . 

3lit  Rücksicht  auf  die  »excentrischen«  Kreise  der  alten 
Astronomen  ist  das  Yerhältniss  e  der  Focaldistanz  FG  zu  der 
Scheiteldistanz  ^i^' von  Krppler  die  Excentricität  des  Kegel- 
schnittes genannt  worden.  Die  Gerade  DD',  deren  Eigenschaft 
von  Pappls  7  pr.  238  aus  älteren  Quellen  angegeben  wird,  heisst 
nach  Lahire  1685  (Sect.  con.  II)  die  dem  Brennpunct  F  zuge- 
hörige üirectrix  des  Kegelschnittes,  und  ist  die  Polare  dieses 
Brennpuncles  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt    §.  34,  2  . 


7.  AVenn  F,  G  die  Brennpuucte  des 
Kegelschnittes  PQ  ..  sind,  so  haben  die 
Vectoren  FP.  GP  und  FQ,  G<1  entweder 
gleiche  Summen  oder  gleiche  Dift'erenzen  (5) . 
Wenn  L> P  und  £Q  normal  zu  DE^  und 
DP  =  FP,  EQ  =  FQ,  so  sind  P,  d 
Puncte  einer  Parabel,  deren  Brennpunct  F 
und  deren  Directrix  die  Gerade  DE  ist  6) . 
Daher  sind  die  Differenzen  KQ  und  LQ  der 
FP.  FQ  und  der  GP,  GQ  oder  der  DP, 
FJl  von  gleicher  Länge. 

.  Bei  hinreichend  kleinem  Bogen  PQ  ist 
mit  beliel)ig  kleinem  Fehler  PQ  die  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  an  dem  Punct  P, 
der  Winkel  PZQ  und  der  Winkel  QKP 
recht,  .das  Viereck  PKCIL  symmetrisch,  so 
dass  PQ  den  Winkel  KPL  halbirt ,  PK  zu  FP  und  PL  zu 
GP  oder  zu  DP  normal  ist.  Die  Tangente  der  Hyperbel  und 
die  Normale  der  Ellipse  halbirt  demnach  den  Winkel  P  des 
Dreiecks  FG  P\  die  Tangente  der  Parabel  halbirt  den  Winkel 
DPF,  welchen  der  Yeclor  mit  der  Axe  bildet.  Apoli.gnrs 
Con.  HI.   48. 

Licht-  und  Wärmestrahlen ,    welche   von  G  divergiren  und 
von  der  Ellipse  rellectirt   worden  sind,    convergiren   nach  dem 


P\ 
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Puncl  F.  Slraliloii,  Nxclche  von  G  divergiren  und  von  dci- 
lly])ci-l)el  rofleclirt  worden  sind,  diveriiiren  voi\  F.  Strahlen, 
welche  mit  der  Axe  der  Parabel  parallel  und  von  der 
Parabel  refleetirl  worden  sind,  convergiren  nach  F  oder  diver- 
giren von  F.  Dalier  lieissen  die  Punete  F,  G  Brenn])uncle  dei* 
Kegelschnitte. 

8.  Zieht  man  die  Normale  FN  der  Tangente  PN^  und 
macht  man  FO  =  iFiV,  so  ist  GO  tue  Summe  oder  die  Diffe- 
renz der  Vectoren  FF,  GP.  Wenn  C  die  Mitte  von  FG,  so 
ist  CN  =  \G0  die  halbe  Seheiteldistanz.  Also  liegt  der  Fuss- 
|)unel  N  der  aus  F  auf  die  Tangente  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
gefällten  Normale  auf  dem  Scheitelkreis  des  Kegelschnittes, 
von  welchem  die  Scheitel  des  Kegelschnittes  Gegenpuncte  sind. 
Hei  der  Para])el  fallt  0  auf  D,  N  auf  die  Gerade,  welche  mit 
der  Directrix  parallel  ist,  die  Distanz  des  Brennpunctes  von  der 
Directrix  hall>irt  und  die  Parabel  im  Scheitel  berührt.  Der 
Scheitelkreis  wird  bei  der  Paral)el  durch  die  Scheiteltangente 
vertreten. 

Wenn  von  der  Tangente  der  Parabel  die  Axe  in  T  ge- 
schnitten wird,  und  der  ßerilhrungspunct  die  Ordinate  QP 
hat,  so  ist  N  auch  die  Mitte,  der  Strecke  TP,  und  der  Scheitel 
A  die  Mitte  der  Strecke  TQ.     Apollonus  Con.  1,  35. 

9,  Eine  den  gegebenen  Punct  M  enthaltende  Tangeute  des 
Kegelschnittes  findet  man  mit  Hülfe  eines  gemeinschaftlichen 
Punctes  0  der  Kreise  um  G,  M  mit  den  Radien  2a.  ^[F. 
Die  durch  M  gehende  Normale  der  FO  schileidet  FO,  GO  in 
iV^,  P  so,  dass  GP-h  FF  der  GP—  FP  die  Länge  2a  hat, 
und  dass  die  Gerade  MP  in  dem  einen  Fall  den  Nebenwinkel 
des  GPF,  in  dem  andern  Fall  den  Winkel  GPF  hal])irt,  folg- 
lich u.  s.  w  .    7). 

Durch  den  Punct  JI  gehn  2  Tangenten  MP,  MP'  des  Kegel- 
schnittes;  die  Winkel  PMP'  und  GMF  haben  dieselbe  Hal- 
Inrende,  und  der  Winkel  PFP' wird  von  FJ/halbirt.  Poxcelet 
propr.  proj.  i78.    Magxls  Aufgaben   I   p.   168  u.  A. 
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der 


Beweis.     Wenn   FO'  =   GO,    MO'  =  MG,   nnd   FO'  von 
durch    M  normal    zu    GO'  gezogenen    Geraden  in   P'  ge- 
schnitten   wird,    so    ist   auch    F'  ein 
Punct  des  Kegelschnittes  mit  der  Tan- 
gente MF' .    Die  Dreiecke  O'MF  und 
GMO  sind  gleich  und  ähnlich  wegen 
der   gleichen    Seiten    O'M  und    GM, 
MF  und  MO,  FO'  und  OG.    Daher 
sind    die  Winkel    O'MF  und    GMO 
gleich,    so   dass    die    Winkel    O'MO, 
Halbirende    haben;     und    die    Winkel 
iMFO'  und  MOG  sind  gleich,  so  dass  MFF'  =  MOF  =  FFM. 

Die  Distanzen  einer  Tangente  von  den  beiden  Brennpuncten 
haben  ein  constantes  Producl,  bei  der  Ellipse  b-,  bei  der  Hy- 
perbel —  b-.  Keill  1709  Philos.  Trans.  n°  317  p.  147.  Wenn 
GL  und  FL'  zu  ]\fF  und  JfF'  normal  stehu,  wie  FN  und 
GN',  so  sind  wegen  der  gleichen  Winkel  P'MF  und  GMP, 
P'MG  und  FMP'  die  Dreiecke  L'MF  und  LMG,  N'MG  und 
NMF  ähnlich,  also 


GMF  dieselbe 


FL' 
~GL 


MF 
MG 


FN 

ZfW' 


•d.  ii.     FL'.  GN'  =  FN.  GL 


Für  eine  Scheiteltangente  hat  das  Product  FA  .  GA  den  Werth 
+  A2   (§.  23.  4  f.). 


10. 

Radius 


Bei  der  Parabel  tritt  an  die  Stelle  des  um  G  mit  dem 
2  «  beschriebenen  Kreises  die  Directrix,  mit  welcher  der 
um  M  mit  dem  Radius  ]\rF  beschriebene 
Kreis  die  Puncto  0,  0'  gemein  hat.  Die 
Normalen  durch  j1/  zu  FO ,  FO'  schneiden 
die  Normalen  der  Directrix  durch  0,  0'  in 
den  Puncten  P,  P'  der  Parabel,  deren  Tan- 
genten MF,  MF'  sind.  Wenn  noch  MG 
normal  zu  00',  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen der  Winkel 

F'MF  =  ^O'MF  =  O'OF  =  0P3I  =   GMP 
MFF'  =   P'O'M  =  MOP  =  PFM 


§.  22.    Die  Kegelschnitti'.  |0f 

welche  anzeigen,  dass  die  Winkel  J'Ml'  und  FMG  von  der- 
selben Geraden  halhirl  werden,  und  dass  der  Winkel  FFT' 
von  F^[  liail)ii-l    wird. 

11.  Die  iMs^enschaflen  dei-  keirelschniUc  sind  auf  die  pro- 
jeeliven  Eigenschaften  §.  l:}.  10  des  Kreises  zurückgeführt 
worden  von  Stkiner  syst,  l-jilw.  :{7  11'.  Voi'lesnngen  Sciirutek) 
§.  20  ff.  und  (^iiASi.ES  Ap.  hist.  nole  l.'j  u.  16.  (jt'oni.  suj). 
öil  ff.  üi3  ff.    Sect.  con.  I  ff.     Yergl.  Trigon.  g.  7,  lö. 

Wenn  vier  Puncte  eines  Kreisest,  ß,  C.  D  aus  den  Punclen 
F  und  F'  desselben  Kreises  durch  die  Geraden  o,  b.  c.  d  und 
«',  b\  c\  d'  projicirt  werden ,  so  sind  die  Winkeldifferenzen 
ab  —  a'b\  ac  —  a'c',  ad  —  a'd'  null  oder  n  i§.  10.  4),  folglich 
die  Figuren  abcd  und  ab' cd'  congruent,  und  die  Doppelver- 
hältnisse   [ab cd)    und    [a'b'c'd']    gleich     §.   \'i.   \   . 

Wenn  die  Tangeulen  des  Kreises  in  A,  B,  C,  D  auf  den 
Tangenten  in  F  und  F'  die  Puncte  a,  ß.  y.  ö  und  «'.  f .  -/ .  ö' 
haben,  imd  M  das  Centrum  des  Kreises  ist ,  so  sind  die  Ge- 
raden «J/,  u'M.   .  .   normal  zu  a.   «',   ...  folglich 

{aßyd)   =   («J/;  ^J/,  yM,  SM)  =   [ahcd) 
[r/ß'y'ö')   =   [a'M,  ß'M,  y'M,  6'M)   =  {a'b'c'd') 

daher   [aßyd)  =   ya'ß'y'ö'  . 

Einem  Punct  und  einer  Tangente  des  Kreises  entspricht  eine 
Kante  und  eine  Tangentenebene  des  i)rojicirenden  Kegels,  ein 
Punct  und  eine  Tangente  des  Kegelschnittes.  Das  Uoppel- 
verhältuiss  von  i  Geraden  eines  Punctes,  sowie  von  i  Puncten 
einer  Geraden  wird  durch  Projection  nicht  verändert.    Also: 

I.  Vier  Puncte  eines  Kegelschnittes  werden  aus  jedem 
Punct  desselben  durch  Gerade  von  demselben  Doppelverhältniss 
projicirt,  welches  das  Doppelverhältniss  der  4  Kegel- 
schnitt-Puncte  heisst.  Vier  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
haben  auf  jeder  Tangente  desselben  Puncte  von  demselben 
Doppelverhältniss,  welches  das  Doppelverhältniss  der  4 
Kegelschnitt-Tangenten  heisst  und  dem  Doppelverhältniss 
der  Berührungspvnicte  gleich   ist. 
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II.  Die  Geraden,  welche  aus  2  Kegelsehnill-Puncten  F.  F' 
die  übrigen  Puncte  A^  B,  . .  projiciren,  sowie  die  Puncte,  welche 
auf  i  Kegelschnitt -Tangenten  p,  p'  die  übrigen  Tangenten 
fl,  6,  .  .  haben,  bilden  collineare  Figuren. 

Wenn  A  auf  F  fällt,  so  fällt  FA  auf  die  Tangente  PQ, 
und  F'A  auf  F'F:  der  Tangente  FQ  entspricht  die  Gerade 
FF.  Und  wenn  a  auf  /;  fällt,  so  fällt  niil  dem  Berührungs- 
punct  der  a  auch  der  Punct  pa  auf  den  Berührungspunct  der 
p.  und  jö'a  nwi  p'p:  dem  Berührungs])unct  der  /;  entspricht  der 
Punct  der  p',  welchen  sie  mit  jj  getuein  hal. 

1*3.  Umgekehrt  schliesst  man:  Wenn  die  Geraden  von  i 
Puncten  collineare  Figuren  bilden  ,  so  liegen  die  Schnittpunete 
der  entsprechenden  Geraden  nebst  den  beiden  Puncten  auf 
einem  Kegelschnitt.  Und  wenn  die  Puncte  von  i  Geraden  colli- 
neare Figin-en  bilden,  so  sind  die  Chorden  der  entsjjrechenden 
Puncte  nebst  den  beiden  Geraden  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

A.  Wenn  die  Geraden  des  F  und  die  entsprechenden  (ie- 
raden  des  F'  collineare  Figuren  bilden,  so  werden  jene  von 
diesen    auf   der   Linie    FAF'  geschnitten,    deren  Tangente  FQ. 

die  Gerade  FF  entspricht.  Denn  wenn  A 
auf  F  fällt,  so  fällt  FA  auf  PQ,  und  F'A  auf 
FF.  Ein  die  (icrade  F(.l  in  F  berührender 
Kreis  wird  von  den  (Geraden  FF'.  FA,  .  .  in 
P, ,  A^,  .  .  so  geschnitten,  dass  die  Figur  der 
Geraden  P, /^,  Pi.Ij  ..  mit  der  Figur  FQ. 
PA.  ..  (9,  II,  also  auch  mit  der  Figur  F'F. 
F'A.  ..  collinear  ist.  Die  entsprechenden  Geraden  PjP  und 
J''P  sind  vereint,  also  liegen  die  Puncte,  welche  die  Geraden 
des  P,  mit  den  entsprechenden  Geraden  des  P'  gemein  haben, 
auf  einer  Geraden  s  §.  9,  6).  Daher  gehn  die  Geraden  F^P', 
^^yA,  ..  durch  einen  Punct,  auch  dann,  wenn  die  Ebene  des 
Kreises  mit  der  Ebene  FAP'  nur  die  Gerade  s  gemein  hal 
iStereom.  §.  5,  7  tf.).  Also  ist  die  Linie  PAP'  die  Gentralpro- 
jection  eines  Kreises. 

B.  Wenn  die  Puncte  der  Geraden  p  und  die  entsprechen- 
den   Puncte   der  p'  collineare  Figuren  bilden,    so    berühren  die 
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Chorden  der  enispreelienden  Puncle  eine  l.inie,  die  von  p  in  dem 

Punel   P  berührt   wird,   welchem    der    gemeinschaftliche   Puncl 

P'  der   p'  und  p   entspricht  (9,  11;,     Kin   die 

Gerade  p  in  P  berührender  Kreis  hat  die  durch 

P'  izehende  Tangente  p^,  welche  von  den  durch 

A.  .  .   gehenden   Kreis-Tangenten    in  .4, ,  .  .  so 

gesclmitten  \\\vi\,    dass  die  Figur  P'A^  ..  mit 

der  Figur   PA   .  .    (9,  II)  .    also   auch    mit    der 

Figur  P'A'  ..  coUinear  ist.      Da    der  Punct  P' 

sich   selbst  entspricht  ,  so   haben  die  Chorden 

A^A' .  ..    einen   Punct    gemein   (§.  9.  6).     Also 

sind  die  Chorden  AA'  die  Centralprojectionen   der   einen    Kreis 

berührenden  Chorden   AA^.  auch   dann,    wenn  die  Ebenen  piJ^ 

und  pp'  nur  die  Gerade  p  gemein  haben. 

Den  Beweis,  dass  die  Schnitte  der  entsprechenden  Geraden 
und  die  Chorden  der  entsprechenden  Puncte  eine  Linie  berühren, 
welche  die  Ceutralprojection  eines  Kreises  ist  .  hat  auf  obige 
Weise  Chasles  seführt  Sect.  con.  8  und  9. 
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1.  Die  Puncte  P.  welche  von  einem  gegebenen  Punct  F 
und  von  einer  gegebenen  Geraden  d  je  gleiche  Distanzen  haben, 
w  erden  construirt ,  indem  man  durch  F  die  Normale  der  d 
zieht,  welche  d  in  D.  eine  Parallele  der  d  \x\  Q  schneidet:  der 
mit  dem  Radius  DQ  um  F  beschrie])ene  Kreis  schneidet  die 
Parallele  in  P  so.   dass  FP  =  DQ. 

Wenn    von    dem    rechten    Winkel  „  / 

TBS  der  Schenkel  RS  auf  d  liegt, 
nud  wenn  ein  Faden  von  der  Länge 
E'T  in  T  und  F  befestigt  durch  einen 
Stift  P  an  den  Schenkel  E  T  gedrückt 
wird,  .so  ist  FP  -\-  PT  =  ET.  FP 
=  EP  =  DQ. 

Zu  den  Punclen  P  gehört  die  Mitte  A  der  Strecke  DF  ^  p. 


J} 


\IP 


Aa 
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Wenn  die  Ahscisse  AQ,  die  Ordinate  QP  des  P  die  Werthe 
X.  y  haben,  so  ist 

QPi  =   FF2  —  QF^   =   D(p—QF-^   =   iDF.ÄQ,       iß  =   Ipx 

(I.  h.  P  liegt  aul'  einer  Parabel  (§.  22.  3  und  6).  Die  Distanz 
DF  =  p  ist  der  Halb-Parameter  der  Parabel,  die  Gerade  AF 
ihre  Axe,  A  der  Scheitel,  F  der  Brennpunct,  d  die  Directrix. 
Vermöge  der  Gleichung  y-  ==  '2px  ist  die  Parabel  eine  Linie 
2ter  Ordnung  (§.  20  .  jeder  Abscisse  entsprechen  2  conträr- 
gleiche  Ordinaten,  die  Gerade  y  =  0  ist  die  Axe  der  Parabel. 
Negativen  A])scissen  entsprechen  imaginäre  Ordinaten  nicht  realer 
Parabelpuncte.  Üie  im  Brennpunct  anfangende  Ordinate  ist  der 
Halb-Parameter,  denn  x  =  ^p  giebt  y  ^=  p. 

Bei  unendlich  wachsender  Abscisse  werden  die  Ordinalen 
unendlich,  so  dass  y  :  x  =  '2p  :  y  null  wird,  d.  h.  die  Zweige 
der  Parabel  werden  mehr  und  mehr  parallel  mit  der  Geraden 
//  =  0  §,  15,  3  .  Die  unendlichfernen  Puncte  der  Parabel  sind 
in  dem  unendlichfernen  Punct  der  Geraden  ?/  =  0  vereint 
^.  20,  i  .  die  Parabel  wird  von  der  unendlichfernen  Geraden 
der  Ebene  l)erillirt. 

•2.  Wenn  die  Seiten  AB,  BC  des  Dreiecks  ABC  in  L,  M 
nach  demselben  Yerhiiltniss  getheilt  werden  z.  B.  wie^C  in  K, 
so  liegt  der  gemeinschaftliche  Punct  3"  der  Geraden  KL  und 
AM  auf  der  Parabel,  welche  die  AB  in  A  berührt,  durch  C 
geht  und  den  unendlichfernen  Punct  der  BC  enthält.  Denn 
das  Viereck  KLBM  ist  ein  Parallelourannii.   folulich 


AL  AB  AL   _   AB 

LN  ~   BM  LK  ~   BC 

und  durch  MultipHcalion 

Alß^   _   ABi 
TN   ~   ^BC 


so    dass    (las    Quadrat    der    Ordinate    AL    zu    der   Abscisse  LN 
für   alle  Puncte    X  dasselbe  aesebene  Verhältniss  hat.     Die  mit 
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AB   parallelen    Chorden    der   Parabel    werden   von   der  parallel 
mit  BC  dureh  A  gezogenen  Geraden   (iJianieler  §.  20,  S),  halhirl. 
Wenn   AL  .  LB  zu  LIV  das   gegebene  Yerhältniss   ip  hat. 
AO  =  OB  =  a,   OL  =  ?/,   LN  =  x,  so  ist 

{a  +  !/){a  —  !/)   =    Ipx  ,        y-'   =   2 p  ^^^--^^  —  xj 

d.  h.  i\^  liegt  aul"  einer  bestimmten  Parabel.  Diese  enthält  die 
Punete  A,  B  [x  =  Ü).  den  iinendlicht'ernen  Punet  der  (ieraden 
U  ^  0,  und  wird  von  der  (ieraden  x  =  a-  :  ip  aul  der  (ie- 
raden ^  =  0  berührt. 

3.  Wenn  die  Punete  F,  G  gegeben  sind,  und  die  Summe 
(»der  die  DilVerenz  der  Yectoren  FP.  GP  des  Puneles  P  den 
gegebenen  Betrag  ia  hat,  so  liegt  P  in  dem 
ersten  Fall  auf  der  Ellipse,  in  dem  zweiten 
Fall  auf  der  Hyperbel  mit  den  Brenn- 
puncten  F,  G  und  der  Halb-Axe  a  (§.  22,  5). 
-Man  kann  die  Linien  eonstruiren,  indem 
man  die  Strecke  ia  Iheilt ,  u.  s.  w. ,  insbesondere  die  Elli})se. 
indem  man  einen  Faden  FGPF  dureh  den  bewegten  Stift  P 
gespannt  hält. 

Man  kann  die  Hyi)erbel  eonstruiren .  wenn  man .  während 
das  Lineal  GT  um  G  gedreht  wird,  einen  in  T  und  F  be- 
festigten Faden,  der  um  ia  kürzer  ist  als  (?!',  dureh  den  Still 
P  an  das  Lineal  drüekt.  Wenn  G  unendliehfern  wird,  so  geht 
die  Rotation  des  f.ineals  in  Translation  über,  und  die  Hyperbel 
in  eine  Parabel   1 1  . 

Wenn  man  auf  der  Geraden  GP  die  Strecke  GR  =  GP+FP 
abschneidet,  so  liegt  R  auf  dem  Kreis,  dessen  Centrum  G  und 
dessen  Radius  ia  ist.  ¥Än  Punet  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel 
hat  von  diesem  Kreis  und  von  dem  andern  Brennpunct  gleiche 
Distanzen.  Der  Kreis  wird  bei  der  Parabel  dureh  die  Directriv 
vertreten   il). 

4.  Wenn  die  Focaldistanz  FG  die  Länge  iea  hat,  also  e 
die  Exeentricität  ist,  und  wenn  die  Yectoren  FP,  GP  durch 
r.  r'  bezeichnet  werden,  so  ist  am  Dreieck  FGP 
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r  —  r'  <    2ea   <i   r  +  r' 

folglich  bei  der  Ellipse  £  <^  I .  l)ei  der  llyperJjel  £  ^  1    §.  22.  6  . 

Wenn  C  die  Mitte  der  FO.  und  A  ein  Scheitel,  so  ist  CA  =  a. 

GC  =  CF  =  ea.    FA  =  FC-\-  CA,     GA  =^   CA  —  CG. 

FA  .  GA  =  CA'-  —  FC'^  =  a2    |  —  e'^)  positiv  bei  der  Ellipse, 

negativ  bei  der  Hyperbel. 

Wenn    Q,   die   Normalprojeclion    des  P  anl  GF,   CU  =  .t. 

so  ist 

r2  —  r'-i  =   FQ^-  —  GQi   =   \FC .  CQ 

Bei  der  Ellipse  ist  r  ■+■  r'  =  2«.  FC  =  aa,  r  —  r'  =  2  ix,  also 
r  =   a  +  ix  r'  =   a  —  tx 

Bei    der    Ihperbel    ist    r' —  r  ■==  ia,    FC  =  —  La.    r  4-  r'  = 

itx,   also 

r  =   —  «  +  tx  r'  =   rt  +  5.r 

d.  h.  der  Vector  ist  eine  lineare  Fnnclion  einer  auf  FG  liegen- 
den A]>scisse  des  P.  Macht  man  bei  der  Ellipse  DC  ==  a  :  e. 
l)ei  der  Ih  perbel  CD  =  a  :  t,  so  erhält  man  FP  =  £  .  DU  : 
der  Yector  FP  eines  Elipsen-  oder  IIy})erbel-Punctes  hat  zu 
der  in  D  von  der  üireclriv  des  /'  anlangenden  Abscisse  das 
constante  Verhaltniss  e.  Bei  der  Parabel  ist  £  =1  I  . 
Weil  r  die  Koordinaten  FQ  und   (IP  =  y  hat.  so  ist 

{tu  +  x)-  +  //-  =  (a  +  fx^     oder     (  — f«  +  .r)2  +  y2  =  ^_f,,  +  f,/;)2 
^•2  +  -^^   =   «2 

1   —  £- 

d.  h.  Ellipse  und  Hyperbel  sind  Linien  2ler  Ordnung,  mit  dem 
Centrum    C    und    unendlichviel    Üiamelern,    darunter    2   Axen 

§.  20,  8  und  9  . 

5.     Die    in   einem   Brennpuncl   anfangende   Ordinale  p,   der 
Ilalh-Parameter.  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung    II) 

f2a2  +  --^^   =  a2,        p'-  =  a'-{\  —  f2)2 


^"   i^  =  ±«(1  -  f-) 
tiyp^  - 
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Die   im  Ccnlrum  jinfangende  Ordinale   b  der  Ellipse,    die 
halbe  kleine  Axe,  ergiei)l  sich  hei  x  =  0  aus  der  Gleichuns; 

— ^^  =  «2,        fc2  =  ap 
1  —  e^ 

Daher   sind    ta    und   b    (lathelen    der    Hypotenuse   a.    und 
überlunipl 

X'  +  r^  >/'^   =  «-     oder     -^  +  ', .,   =   1 

Bei    der    Hyperbel    isl    die    im  Cenlrnm  anfangende  Ordinate. 

die   jialbe   z\\eite  Axe  nicht   real   und  wird  b'xf 1   ij;esetzt,    so 

dass  man  für  die  halbe  Neben  axe  b  erhall 


1  —  f2 


Daher   sind   a    und   b  (Katheten    der  Hypotenuse  ea.    und  üi)er- 
liatipt 


/2 


x-^      tr 


Wenn  ;><  =  a  (latus  rectum  =  transversum) .  so  ist  b  ^  a, 
die  Ellipse  ein  Kreis  (§.  21,  5 \  £  =  0.  und  die  Hyperbel  gleich- 
seilig,  £  =  Y~- 

Wenn  die  Abscisse  im  Seheitel  A  anfangt,  so  ist  i>ei  der 
Ellipse  Ca  =  AQ  —  AC  =  X—  a 

a2  cq)  '       .'  ^  a 

bei  der  Hyperbel   CQ  =  CA  -h  AQ  =  a  +  a- 

(a  +  x)'-        )/2  ,  ,  -,  P    1 

^ —^ ■   -    =    1  ,        7/2    =    ■22)X  +  ^x^ 

a-  ap  y       J  ^  a 

wie  oben  §.  ii.  3. 

6.     Die  realen  Puncte  der  Ellii)se  —-  -\-  4t,  =   |    liefen  in 

einem   endlichen   Bereich   der   Ebene;    die  Diameler  der  Ellipse 
liesen  zwischen  26  und  2a.  denn 
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bi    <    C'P2    <    i^  +  ^l^-a2      d.  1.      «2 

Zu   a;2  >>  a-   gehören    imaginäre   y.    imaginäre    Ellipsenpuncte. 
Die   Elli])se    hat  i  unendlichferne   Punete.    die    nicht   real  sind 

und  auf  der  Linie  's  +  i..  =  0   liefen,    also    je   einer  auf  den 

Geraden 

ab  ab'  * 

welche  ausser  dem  Centram  einen  realen  Punct  nicht  enthalten. 
Vergl.  §.21,7. 

Die  Ordinate  der  Elli])se  QP  hat  zu  der  Ordinate  QP' 
ihres  Scheitelkreises  §.  23,  8)  bei  gleicher  Abscisse  das  cou- 
stante  Verhältniss  b  :  o,  weil 

tj  =  -ya^  —  x^ 

Diese  Bemerkung  ist  von  Archimedes  ^(lon.  et  Sph,  o;  zur 
Quadratur  der  Ellipse  gebraucht  worden .  und  dient  zur  Con- 
struction  der  Ellipse,  indem  man  die  Kreis -Ordinaten  in  ge- 
gebenem Verhältniss  verjüngt.  Vergl.  Kligel  math.  ^^^  2  p.  101. 
Wenn  die  durch  P  gehende  Parallele  der  CP' 
die  Axen  x,  y  in  B.   S  schneidet,  so  ist 

HP   __     QP   _    b 
CP'   ~~    QP'   ~   ä 

folglich  RP  =  h,    SR  =  a  —  b.     Wenn   daher 

'  von   den   Stiften   P.    R.    S  eines  Lineals  R  die 

Furche    x.    S    die   Furche   ?/   durchläuft,    so    beschrei])t   P   die 

Ellipse.     Diese  Construction  ist  den  Griechen  bekannt  gewesen, 

wie  Proclis   (450)   im  Connnentar  zu  Eucl.  1  def.  4   mittheilt. 

Der  Winkel  qr,  welchen  mit  der  Axe  x  der  Radius  CP' 
bildet,  heisst  die  ex cen Irische  Anomalie  des  P  anomalia 
eccentri  bei  Keppler.  weil  das  Centrum  des  Scheitelkreises  nicht 
im  Brennpimct  liegt).     Dabei  ist 
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X  =  acos^,        1/  =   b  s\n(p 

ein  S^sloni  von  Gloichnngen  der  Ellipse. 

Wenn  in  dem  Parallelogramm  CADB  die  Chorde  MN 
parallel  niil  CD  gezogen  wird  und  C  die  Mille  der  EB  ist,  so 
liegt  der  gemeinschaftliche  Punct  P  der 
Geraden  EM  und  BN  auf  der  Ellipse 
mit  dem  Cenlrum  C.  welche  von  AD  in 
A^  von  BD  in  B  berührt  wird.  Der 
Punct  P  hat  die  Al)scisse  (iP  =  x 
parallel  mit  CA  =  f,  und  die  Ordinate 
CQ  =  y  auf  CB  =  g.     Dann  ist 


CM  _   KD 
C^  ~  J^D 


(1.  h 


9 


EC   _   EQ 
CM  ~   QP 


9  +  y 

X 


'9 
f 


ND 
BD 

9^Zl 

X 


QB 
QP 


und  durch  .Multiplication 

9''         9^  -  'ß 


P 


x'^ 


oder      %-  +  ^.   =    1 
f'        9- 


Diese    Construction    der    EUipse    ist    von    Pohlke    Darstellende 
Geom.  II   (1876)   35  ff,  gegeben  worden. 

7.  Wenn  überhaupt  von  den  Puncten  A^  B,  C.  die  mit 
einander  starr  verbunden  sind,  A  die  gegebene  Gerade  x,  B 
die  gegebene  Gerade  y  durchläuft,  so  beschreibt  C  eine  Ellipse. 
ScHOOTEN  organica  conicorum  descriptio  1646  c.  3  lExerc, 
math.  IV  . 


Beweis,  Die  Geraden  x.  y  haben  den  Punct  O  gemein, 
die  durch  C  gehenden  Parallelen  der  y,  x  haben  mit  x,  y  die 
Puncte  D,  E  gemein,    die  Strecken  BC,  vj  \b 

AC  liegen   auf  den  Geraden  a,  b.     Dann 
ist  (8.  12,  21  St 


sina// 
"^C 


sinxy 
~B~C' 


sina;& 
~^C^ 


smxy 
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ferner  (§.  9,  3)  ay  =  ah  +  by ^  ay  ■+■  xb  =  xy  -\-  ab.  und 
(Trigon.  §.  i,  11] 

sin 2»  +  sin-t?  +  2sin!<  sint?  cos(?<  +  v)   =   sin^(«  +  v) 

Wenn  nun  die  Coordinaten  £C,  DC  des  C  durch  x.  ?/,  die 
Strecken  BC^  AC  durch  «,  i,  die  Winkel  xy^  ab  durch  a.  y 
bezeichnet  werden,  so  erhält  man 

•    ^  +  2  -tcos(a  +  y)    == 


a-         &2        ~  ah  sin 2« 

"^  -  +  y-  cos   a  +  7}     +  •^sin2(ß  +  y)   =   ^-^ — 

y  a         b  j  b^  sin^a 

die  Gleichung    einer  geschlossenen  Linie  2.  Or.,  deren  Centruni 
ira  Nullpuncl  liegt. 


8.     Bei   der   Hyperbel    -^  —  ^  =   '   ents])rechen   den   Äl)- 


,.2 

~~  b-^ 

scissen  zwischen  —  a  und  a  imaginäre  Ordinaten,  einer  unend- 
lichen Abscisse  unendliche  Ordinaten.  Die  realen  Diameter  der 
Hyperbel  wachsen  von  2a  bis  ins  Unendliche,  denn 


«2  +  62 
CPi  =  x-i  +  y2    =   «2  +  '^-^^  (.r2  —  a-^] 


Dabei  ist 


y/2  .r2  —  «2 

«2  «2 


Bei  hinreichend  grossen  x  wird  demnach  ?/  :  x  durch  +_h  :  a 
ausgedrückt  mit  einem  beliebig  kleinen  Fehler,  d.  h.  die  Ordi- 
naten der  Hyperbel  nähern  sich  den  Ordinaten  der  Diameter 


h 


mehr  und  mehr,  ohne  sie  bei  endlichen  Abscissen  zu  erreichen. 
Diese  beiden  Diameter,  auf  welchen  die  unendlichfernen  Puncte 
der  Hyperbel  liegen,  heisscn  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
[ai  syytGTu  tl^üat  zijg  TOj-if^g  Archimedes  Con.  et  Sph  praef., 
ccavyLTiTtoToi  Apollonr  s  Con.  II). 
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welche  die  Hyperl)el  mit  jeder  ihrer  Aswnptoten  gemein  hat, 
sind  beide  unendlichiern,  weil  die  resullirende  Gleiclmng  Ölen 
(irades  ist,  und  fallen  beide  auf  den  unendlichfernen  Punct  der 
Asyniplole.  Dalier  sind  die  Asymptoten  Tangenten  der  Hyperbel 
an  ihren  unendlichfernen  Puncten;  die  Parallelen  der  Asym- 
ptoten hal)en  mit  der  Hyperbel  je  einen  nnendliclifernen  und 
einen  endlicldernen  Punct  gemein. 

Unter  dem  Asy  mptolenwinkel  wird  der  von  den  Asym- 
])loten  eingeschlossene  Winkel  lund  der  Scheitelwinkel^  verstan- 
den ,  welcher  die  realen  Hyperbelpuncte  einschliesst.  Der 
Asy  mptolenwinkel  und  sein  Nebenwinkel  werden  von  den  bei- 
den Axen  der  Hyperbel  halbirt.  Der  halbe  Asymptotenwinkel 
A,  welchen  mit  der  Axe  x  eine  Asymptote  bildet,  ist  durch  die 
Gleichung  tangA  =  b  :  a  oder  cosA  ==  j  :  g  (5)  bestimmt.  Der 
Asymptotenwinkel  der  gleichseitigen  llxperbel  ist  recht. 

Die   beiden    Hyperbeln    ^  —  f^   ="   ±   1     haben    dieselben 

Asymptoten,  die  eine  liegt  in  einem  Winkel  dieser  Geraden  und 
in  dessen  Scheitelwinkel,  die  andre  in  den  Nebenwinkeln.  Sie 
heissen  conjugirte  Hyperbeln.     Apollonus  Con.  I,  5G. 

Die  Asymptoten  der  Parabel  fallen  auf  die  unendlichferne 
Gerade.     Die  Asymptoten  der  Ellipse  sind  nicht  real  (6) . 

9.     Bei  der  Hyperbel 

Wenn  EC  =  b,  CA  =  a  auf  x,  und  CN 
mit  QP  parallel  und  gleich,  so  hat  EN  :  NP 
das  conslante  Verhält niss  EC  :  CA.  Pappls 
IV,  42.  ^'  c'      ZT 

Die  Scheiteltangente  wird  von  der  Geraden  EN  in  iV'  so 
geschnitten,  dass  EN  :  NN'  =  EC  :  CA,  NP  =  NN\  man 
kann  also  den  Punct  P  der  Hyperbel  mit  Hülfe  der  Geraden 
ENN'  finden. 
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Die  Gerade  EJV  lüldet  mit  x  den  Winkel  il>,  so  dnss 


ij  =  b  tangi/i 


cosxp 


ein  System  von  Gleichungen  der  Hyperbel.  Wenn  man  Q  auf 
die  durch  C  gehende  Parallele  der  EN  normal  projicirt  nach 
P',  so  ist  CP' =  CQcosip  =  a.  Daher  liegt  P'  auf  dem 
Scheitelkreis,  der  von  der  Geraden  QP'  berührt  wird,  so  dass 
QP  :  QP'=  Ä  :  a.     Yergl.  6. 

10.     Für  den  Punct  x'y'  der  Asymptote  s  oder  t  ist   (8) 


=  0 


Wenn   nun   die   den  Hyperbelpunct  P  enthallende  Parallele  der 
X  die  Geraden  .«,   f,  y  in  A',  L.  M  schneidet,  so  ist 


MK 

a 

KP 

a 


X 


y 


=    —  —   ,      mul 
a         h 


MK  =  X  —  KP 
LP  X    ^     y 


a 


a 


X      und  durch  Mulliplication 
I.     KP  .LP  - 


Daher  ist  durch  a  und  die  Asymptoten  ä,  t  die  Hyperbel  bestinnnt. 
Die   durch   P  gehenden  Parallelen    der   t.  s  schneiden  5,  t 


in  0,  N^  so  dass 


OP  :  KP  =  NP  :  LP  =   sina:s  :  sinfs 


Also   ist 


II.     CN.NP  =  OP.NP  =  KP.LP 


sin-^xs 
Sintis 


icos'^xs 


weil  ti:  =  2x.?,  u.  s.  \v.,  und 

III.     CX .  XPsmts  =  r—, =    la-tangits   =    }>ab 

A.  h.  das  Parallelogramm  CNPÜ  hat  eine  gegebene  Fläche.    Der 
Satz   (II)    ist   in  einem  allgemeinern  Satz  Apollonius  Con.  II,   M 


s^.  iA.      Linii'ti  Slci'  Oi-ilmiiiLr  als  Ocrter. 


l:j 


entlijiltcn.      Das    conslantc   l'roducl    CN  .  NP   ist    dii'    roltMi/. 
der  H\  |)erl)el  genannt  worden. 

11.  Wenn  die  Puncle  D,  E  und  eine  Gerade  gegeben  sind, 
und  die  Geraden  DP,  EP  mit  der  gegebenen  Geraden  supple- 
mentäre Winkel  (ein  gleiehsehenkeliges  Dreieck)  bilden,  oder, 
was  dasselbe  ist.  wenn  die  llalhirciHlon  des  Winkels  E7W  und 
des  Nel)eiu\  inkels  zu  der  gegebenen  Geraden  normal  und 
|)arallel  sind:  so  liegt  P  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 
Newton  Arithni.  univ.  p.  I:}7.     Stki.nkr  syst.  Entw.  iO,  11. 

Beweis.  Die  Parallele  der  gegebenen  Geraden,  welche  dii- 
Strecke  DE  in  C  halbirt,  bildet  mit  DP,  EP  das  gleich- 
schenkelige  Dreieck  KLP,  und  wird  von  den  durch  D,  E,  P 
gehenden  Normalen  in  D',  E',  P'so  geschnitten,  dass  E'L  =  D'K, 
tolglich  E'D'=  LK.  CD'  =  P' K  =  LP', 
CP'  -  D'K.  Nun  ist  D'K  ■.D'D  =  LP' :  P'P 
d.  i.  CP' .  P'P  =  CD' .  D'D.  Also  (10) 
liegt  P  auf  der  Hyperbel,  welche  die  Puncte 
D,  E  enthält,  deren  Asymptoten  durch  C 
gehn,  die  eine  parallel,  die  andre  normal 
zu  der  gegebenen  Geraden. 


>5"Z//7 


ß 


\PW 


K 


E 


13.  Die  gegebenen  Geraden  cc,  y,  welche  den  gemein- 
schaftlichen Punct  O  haben,  werden  von  einer  durch  den  ge- 
gebenen Punct  A  gehenden  Geraden  '\\\  L,  M  geschnitten;  wenn 
dann  MO  LP  ein  Parallelogranun  ist,  so 
liegt  P  auf  einer  Hyperbel  mit  dem  Centrum 
A,  deren  Asymptoten  mit  x,  y  parallel  sind 
iHul  welche  den  Punct  O  enthält.  Denn  die 
durch  A  gehende  Parallele  der  x  wird  von 
LP  und  y  in  Q  und  B  so  geschnitten,  dass 


/  V7  / 


Ad  .  UP  =  AB  .  BO    (Planiin.   i<.   9,   8) 
folglich   (10)   u.  s.  w. 

Wenn    OL  =  x,   LP  =  y,    OB  =  (: 
BA  =  «,  so  ist 


H 


Ul 


[x  —  u){ij 

Baltzer,   uual.  Oboiu. 


ß)    =    «^ 


1  « 

oder 


=   1 

8 
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die  Gleichung  der  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  x  —  «  =  0 
und  y  —  /i  =  0.  In  der  zweiten  Gestalt  drückt  die  Gleichung 
ans,    dass  A  auf  der  Geraden  LM  liegt    (§.  16,  1). 

Durch  die  Asymptoten  und  den  Punct  0  ist  die  Hyperbel 
bestimmt ,  wie  schon  Mexaechmis  erkannt  hat.  Yergl.  Reimer 
dupl.  cubi  p.  62.  Pappus  IV.  3.3.  Zieht  man  durch  0  die 
Parallelen  x.  y  der  Asym])toten.  und  durch  das  Centrum  eine 
Gerade,  welche  x  in  L,  y  in  M  schneidet,  so  giebt  das  Par- 
allelogramm MO  LP  einen  Punct  P  der  Hyperbel. 

Anwendung,  Der  Punct  P,  welcher  die  Chorde  L]\[  nach 
dem  gegejjeiien  Yerhältniss  L  theilt,  liegt  auf  einer  Hyperbel, 
deren  Asymploten  mit  den  gegebenen  Geraden  x,  y  parallel 
sind.     Newton  Arithm.  univ.  p.  13i. 

Beweis.  Die  durch  P  gehenden  Parallelen  der  ?/,  x  schnei- 
den X,  y  in  Q,  R  so  dass 

LQ  :  00  =  OR  :  MR  =    LP  :  MP  =   X 

D  y_\p  Die    mit    den    gegebenen    Geraden   parallelen 

Oy     y\  Coordinaten  der  Puncte  .4,  L.  M.  P  sind  a\ß, 

/        ^     /t        '      u\0,  0\v,  x\y,  so  dass 

u  =   (1— A)a;,       ?.v  =   —  (1— A)</ 

Weil  A  auf  der  Geraden  LM  liegt,  so  ist 

a        l  _  ,       ,    ■       __?! M__  =  1 

„-*■„-   ^         ■  '■       {l-X)x        (1-A).y 

Daher  liegt  P  auf  der  Hyperbel,  welche  den  Punct  0  enthält, 
und  deren  Asymptoten  mit  x  und  y  parallel  sind.  Das  Cen- 
trum a  :  (1  — l)  \ — lß[\  —  Ä)  theilt  die  Strecke  der  Puncte 
a|0,  0  ß  nach  dem  Yerhältniss  'A   (§.  13,   4). 

13.  I.  ^Yenn  x.  y  die  Coordinaten  des  Punctes  P  und  des 
Yector  OP  =  r  sind,  und  x -i-  y  +  r  die  gegebene  Grösse  c 
hat,  so  liegt  P  auf  einer  Hyperbel,   deren  Asymptoten  mit  den 


§.23.     [.inicn  2tor  Oi-diiung  als  Ocrtcr.  ]]l] 

L:egol>fMi(Mi  Geraden  x.  y  paiMlIel  sind.  Denn  l)ei  redilw  inke- 
ligen  Coordinalen  ist 

r-   =  .-r2  +  1/-   =    (c  —  X  —  ?/)2 
2x1/  —  2cy  —  2cx  +  c^  =   0,         {x  —  c)(y  —  c)   =    \c'^ 

Daher  liegt  P  anf  einer  ll\  ixmIk'I,  deren  Asymptoten  x  —  c=  0, 
y  —  c  =  0  mit  X.  y  pai'allcl  sind  und  das  Centrnni  c\c  gemein 
liaben.  Auf  dem  einen  Zweig,  wahrend  x  von  —  oo  bis  0. 
von  0  bis  Je,  von  if  l>is  c  steigl,  nnd  dabei  y  von  c  l)is  4c. 
von  I  c  bis  0,  von  0  bis  —  oo  fällt,  ist  x  -\-  y  <C  c.  x  -\-  y  -\-  r 
^=  c.  Auf  dem  andern  Zweig  ist  a-  ^  c,  y  '^  c,  x  -{-  y  —  r  =  c. 
Aehnbehes  ergiebt  sieh,  wenn  der  Winkel  xy  nicht  recht  ist. 

II.  Wenn  von  den  gegebenen  Strecken  AB^  U  \'  auf  den 
gegebenen  Geraden  x.  y  die  eine  fest,  die  andre  beweglich  ist, 
so  liegt  der  gemeinschaftliche  Puncl  P  der  Chorden  AU.  BV  ,\\\{ 
einer  Hyperbel.  Es  haben  A.  B  auf  x  die  Abscissen  a.  h.  und 
U.  V  auf  ?/  die  Ordinaten  «,  v.  so  dass  v  —  u  =  c,  und  P 
die  Coordinaten  x,  y.     Dann  ist  (§.  19,  3) 

\.  y-  =   \      und      -  +  ^  =   1 

an  0  V 

folglich 

, — •' '•'—  =  c,         x\ u  +  x  —  a  —  h\  +  ab  =   0 

0  —  x        a  —  X  \     c      '  ) 

d.  h.   P  liegt  auf  einer   Hyperliel    durch    die   Puncte  A.  B,  mit 

den  Asymptoten 

b  —  a  T         „ 

X  =  i} ,        y  +  X  —  a  —  0  =  0 

deren  zweite  den  Punct  ?/  =  0,  x  =  b  -\-  a  enthält  und  mit 
CB  parallel  ist,  unter  der  Voraussetzung  dass  AC  mit  UV 
parallel  und  gleich  ist,  mithin  CB  die  Coordinaten  AB  ^=  b  —  «, 
CA  =  —  c  hat  (§.  19,  4). 

Der  dieser  Construction  der  Hyperbel  zu  Grunde  liegende 
Satz  ist  von  Fiedler-Salmox  Kegelschnitte  n"  207  bewiesen. 

14.  Wenn  der  Punct  F  und  die  Gerade  d  gegeben  sind, 
und    die   Distanzen  FP,  RP  des  Punetes  P  von  F  und  d  das 
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gegebene  Verlijiltniss  e  haben,  so  liegt  P  auf  einem  bestimmten 
Kegelsclmitt     §.  21.  6i.     Vergl.  Newton  Arilhm.  nniv.  p.  \'-\'\. 

Beweis.     Zu   den   Puncten    F  gehört  der  IMincI  A^  welcher 
die  Distanz  DF  des  F  von  d  so  theilt.  dass 


Wenn  DF 


AF  _ 

DA  ~ 

c.   so  ist 


DF 
DA 


=    1  +  f 


DA   = 


1  +  f 


AF 


fC 

r+1 


und  wie  oben  il)  QP-^  -t-  FQ^  =  &'^ .  Da-  =  e-\DF-^Fay- 

oder 

QPi    =   t-^[DA  +  AQY^  —  [AF  —  AQY 

d.  i.     y2  =   e-^(j-~^^  +  xy-  (^  -  ..y  =    -l.cx  ~  (1  -  5^)a-2 

Daher  (5)  liegt  P  auf  dem  Kegelschnitt,  von  welchem  F  ein 
Brennpunct,  d  die  Directrix.  e  die  Excentriciläl.  ic  der  Halb- 
Farameter,  A  ein  Scheitel  ist. 

Wenn  in  (1)  der  gegebene  Winkel  TBS  stumpf  und  T'RS 
sein  Supplement  ist,  so  giel)t  es  auf  der  Geraden  RT  den 
Punct  P,  auf  RT'  den  Punct  P\  mit  den  Distanzen  OP,  O'P' 
von  rf,  so  dass  FP  =  RP  =  s  .  OP,  FP'  =  RP'  =  s  .  0'P\ 
dass  mithin  P,  P'  auf  den  beiden  Zweigen  einer  Hyperbel 
liegen.  Eine  Ellipse  kann  auf  diesem  Wege  nicht  construirt 
werden. 


15.  Wenn  ein  Kreis  um  das  Centrum  F  und  der  Punct 
G  gegeben  sind,  so  liegt  das  Centrum  P  eines  Kreises,  welcher 
durch  G  geht  und  von  dem  gegebenen 
Kreis  einen  Bogen  von  gegebener  f^änge 
abschneidet,  auf  einem  bestinunten  Kegel- 
schnitt. 

Die  halbe  Chorde  HJ  des  ai)geschnitte- 
nen   Bogen    hat    vom  Centrum    F   die   ge- 
gebene Distanz  JF,  und  P  hat  von  der  Geraden  FG  die  Distanz 
QP.     Dann  ist    (§.  12,  2) 


>?.  i:i.    IJiiicii  -ilor  Urdiuinj^  tils  Oertcr.  |  |7 

r;p2  =  f'P2  +  /,'(?2  —  2FG.FQ 
HP2  =  FP^  +  Fm  —2FJ.FP 

daher  tFJ  .  Fl'  =  Fm  —  FG"^  -h  iFG  .  FQ,   oder 

FG/FIF^  —  FG^  \ 

d.  h.  (11)  P  liegt  auf  dem  Kegelselmiü,  von  welchoiii  F  ein 
Urenn|)iiiicl,  dessen  Axe  durch  G  geht,  dessen  l)ireclri\  von  F 
(li(>  Distanz  [FlP-  —  FG-)  :  2FG  hat.  dessen  Kxcenlrieiliit 
FG  :  FJ  ist. 

Wenn  der  gegel)ene  Kreis  von  einem  Kreis  um  das  (]enli"um 
F  halbirl  wird  {FJ  =  0),  so  liegt  F  auf  einer  bestimmten 
Geradon,  welche  von  dem  Kegelschnitt  in  endlicher  Ferne  ilhei- 
hleibt.  Denn  GF^  =  II F^  =  IIF'^  ■+-  FF\  GF^  —  FP^  =  HF^, 
lolglich   (§.  I,   i)    u.  s.  w . 

16.  Auch  das  Centrum  F  eines  Kreises,  welcher  durch  G 
geht  und  mit  dem  gegebenen  Kreis  den  gegel)enen  Winkel 
FHP  =^  a.  bildet,  liegt  auf  einem  liestimmten  Kegelschnitt. 
Denn 

FP-2  =  Fm  +  HP^—  IFH.  HPcosa 
•IFR.  GPcosa  =  FH^  +  GP^  —  FP^ 

==  FH-^  +  GQ-i  —  QF^  =  Fm  —  GF-^  +  2GF  .GQ 
GF      {FW-  -  GF^ 


^^  =  FH^ra\ 2GF +  ^^^j 


d.  h.  P  liegt  auf  dem  Kegelschnitt,  von  welchem  G  ein  Brenn- 
punct ,  dessen  Axe  durch  F  geht ,  dessen  Directrix  von  G 
die  Distanz  FH'^  —  GF'^i  :  2GF  hat,  dessen  Excentricität 
GF  :  F II  cos a  ist. 

17.     Wenn  der  Punct  P  des  Kegelschnittes   (1 4)   die  polaren 
Koordinaten    ^,   r,     die    Anomalie    xr  =  d     und    den    Vector 

FP  =  >■  hat   (§.  14,  41,  so  ist 

r  =   s{c  +  r  cosd),        r(l  —  e  cos'd)   =  p 
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die  von  Keppler  eingeführte  Polargleiciinng  des  Kegel- 
schnittes. Zu  ü^  und  — d-  gehören  gleiche  ?-,  bei  -9"  ==  ^n 
ist  1-  =  p,  u.  s.  w. 

Wenn  £  =  1 ,  so  giel)t  at  =  tt  den  kleinsten  Vector  \p 
der  Parabel ,  die  Distanz  des  Scheitels  (Perihelium)  von  dem 
Brennpunct  (Sonne) ,  und  ^  =  0   den  vinendlicheu  Vector. 

Wenn  £  <C  1  ,  so  giebt  i)-  =  n  den  kleinsten  Vector 
p  :  [\  +  £)  der  Ellipse,  ■&  =  0  den  grössten  Vector  p  :  [\  —  e] 
des  Aphelium.  Der  mittlere  Vector  p  :  (1  — £-)  ist  die  halbe 
Axe  a  (5). 

Wenn  £  ^  I,  so  giebt  es  einen  spitzen  Winkel  A,  eine 
Wurzel  der  Gleichung  \  —  £  cos^  ==  0  für  iy  (8)  ,  dergestalt 
y/M  ^^^^  '^^^  ^  =  +_X  der  Vector  der  Hy- 
perbel unendlich  wird  (parallel  mit  den 
Asymptoten).  Wenn  d-  von  n  bis  A  fällt, 
so  steigt  r  von  p  :  [s  -\-  \)  bis  oo  an  dem 
Zweig  AM\  wenn  d^  von  l  bis  0  fällt, 
so  ist  r  negativ  und  steigt  von  — oc  bis  — p  :  [e  —  1)  an  dem 
Zweig  M'B\  u.  s.  w. 

18.  Eine  durch  den  Brennpunct  F  gehende  Gerade  schnei- 
det den  Kegelschnitt  in  P  und  Pj  ,  deren  polare  Coordinalen 
i9-,  r  und  •d^  -f-  TT,  r^   durch  die  Gleichungen 

r{\  —  e  COSÖ-)   =  2i  =  rj  (1  +  e  cosd) 

Verbunden  sind.  W^enn  r  und  r^  positiv  sind,  so  sind  FP  und 
FP,  [)Ositive  Strecken  des  einen  Schenkels  der  Geraden  und 
des  conträren  Schenkels,  FP  und  PjP  Strecken  eines  Zeichens 
der  Geraden;  wenn  r-,  negativ  ist,  so  sind  PP  und  FP^  Strecken 
eines  Zeichens  der  Geraden:  also  hat  die  Focalchorde  P^P  in 
jedem  Fall  die  Länge  r  -\-  r^. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  findet  man 

^  +  -    =    -      (§.  3,  1) 


n-i  (1  —  t2cos2^)   =  i>2 

}p 

fä  cos  2  9- 


also  eine  kleinste  Focalchorde  2p  bei  d-  =  \n 


§.  5J3.     fjiiicn   itci-  ürdimiiL'  als  Ocrter. 


19 


Wenn  iluicli  cUis  Centium  C  der  Üiaineter  yl/,  V  parallel 
mit  der  Focalchorde  I\F  gezogen  wird,  und  CM  die  Norinal- 
pi'ojeclion  C'^V  auf  die  Axe  hat,   so  ist   (4) 


CJV3 


folglich 


NM^ 


1 


f^ 


(1   —  f2c0S2^)CJ/2    =    a^, 


i',P 


■icm 

a 


1a 


ein  Maximum  oder  ein  Minimum  zugleich  mit  dem  üianieler 
M^M.  Diese  Salze  sind  in  der  ersten  Hälfte  des  I8ten  Jahr- 
hunderts bekannt.    Vergl.  Fiedler-Salmox  Ke^elschn.  1873  n°  201. 


19.  Aufgabe.  Die  Basis  AB  des  Dreiecks  ABC  soll  in 
ü  so  getheill  \\ erden,  dass  CD-  :  AD  .  DB  das  gegebene  Ver- 
hältniss  k  hat.     Stelner  Grelle  J.  37  p.  161. 

Wenn  der  l'unct  E  der  Geraden 
AB  von  C  die  Distanz  CE  =  k  hat, 
wenn  EF=  \  auf  C£,  wenn  die  durch 
F  gezogene  Parallele  der  AB  den  Kreis 
ABC  \n  G  schneidet,  und  wenn  die 
Geraden  AB,  CG  den  Punct  Z)  gemein 
haben,  so  ist 


CD  :  DG  =   CE  :  EF  =  k, 


CD  .DG 


AD  .  DB 


folglich  durch  Multiplication  CD^  =  k  .  AD  .  DB.  Im  Allge- 
meinen giebt  es  2  Puncte  (r,  und  G.^  für  G,  so  dass  die  Bogen 
AG^  und  G.2B  gleich  sind,  und  2  Puncte  D^  und  D.^  für  D, 
so  dass  die  ^\"inkel  AGB  und  DiCD.2  dieselbe  Halbirende 
haben.  Wenn  die  Parallele  den  Kreis  berührt  oder  nicht 
schneidet,  so  fallen  die  Puncte  G,  D  auf  je  einen  Punct  oder 
verlieren  die  Realität.    Näheres  giebt  die  folgende  Rechnung. 

Wenn  0  die  Mitte  der  AB  =  2«,  wenn  D  auf  AB  die 
Abscisse  OD  =  u  hat.  und  C  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
OC'  =  X,   C'C=  y,  so  ist 
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{x  —  »)2  +  7/2  =   k{a'^  —  »2) 
(1  +  k)yß  —  2  XU  +  x-^  +  y-  —  ka^   =   0 

Die  runde  D  fallen  zusaunnen,  wenn 

v    =  r j   +  -^  —  a2    =    0 

1  +  Ä;  Ä; 

d.  h.  wenn  C  auf  einem  bestinniilen  Kegelschnitt  liegt ,  der  hei 
])ositiveui  fc  eine  Ellipse  ist ,  l)ei  t  zwischen  ü  und  —  1  eine 
Hyperbel;  in  allen  Fallen  hat  der  Kegelschnitt  die  Brenn- 
puncte  A^  -B,  weil  das  Quadrat  der  halben  Focaldistanz  (5) 
«'^(1  -4-  Ä')  — a"-A-  =  a^-  unabhängig  von  A'.  Die  beiden  Kegel- 
schnitte 


=  a^i        -. T  —  V  =   «'' 


y'  -  .-,        ^'    _  ^  =  «2 


\  •\-k         k  '        \  —k        k 

schneiden  sich  auf  dem  Kreis,  dessen  Diameter  AB  ist.  Denn 
durch  Composition  der  beiden  Gleichungen  mit  I  +  k  und  I  —  k 
erhält  man  x'^  +  j/2  ^_  ^2  unabhängig  von  A-. 

Wenn  y-  grösser  ist  als  die  der  Abscisse  x  entsprechende 
Quadrat-Ordinate  des  Kegelschnittes  r  =  0,  so  ist  kv  positiv, 
daher  u  und  D  nicht  real.  Wenn  dagegen  k  <<  —  1,  so  hat  der 
Kegelschnitt  j;  =  0  keinen  realen  Punct,  und  die  Puncte  D 
sind  real  getrennt. 

tJO.  In  Bezug  auf  die  rechtwinkeligen  Geraden  /,  u  haben 
C,  D.  P'  die  Coordinaten  — /jO,  /jO,  f  //,  so  dass 

CP'2   =   (f  +  f)-^  +  »■-'  DP'^   =    {t  -fY  +  n^ 

In  Bezug  auf  die  rechtwinkeligen  (ieraden  x.  y  haben  A,  ß,  F 
die  Coordinaten  — g  0,  </'0,  x  y,  so  dass 

^P2   =    (a;  +  5r)-^  +  :y2  PP2    =    (*•  _  yy  +  y2 

Unter  den  Bedingungen  AP  =  CP\  BP  =  D P'  ist 

[jC  +  yY  +  yl    ^    {t+  fY  +  H^        {X  -  yY  +  'ß    =    (<  -  fY  +   «'^ 

oder  nach  Subtraction  und  Addition 


g.  24.     Aeliiilicho,  al'finc,   confocalo   Keitflsclinilte.  |2I 

gx  =  ft 
x'i  +  g-i  +  ,ß  =   ti  +  P  +  «2      oder     ({  —  >2  )  ^"  "^'J'  ^  "'  "*"  f'^~^' 
Wenn  nun  insbesondere  /''  die  ("lerjide  / 

H    =    t  l-AUiltl  +  h 

liesclireiht,  so  hesehreihl   P  den   Kejielsehnilt 

mit  der  I:^\eenlriciläl  (/  -.fcostl  [\- ,  11  .  .Iacoui  (j'elle  .1.  12 
p.   137. 

Wenn  P'  den  Kegelsehniü    §.  23,  I  i) 

»2    =     2fC<  —  (l  —  f2)^2 

besehreibt.  so  besehreil)l  P  den  Kegelschnill 

(1-7?)^'  +  ^'  -  -ifcx+p-g-^ 

mit  der  Excentricität  tg  :  f.  Wenn  P'  eine  anders  gelegene 
Linie  2ter  Ordnung  ])eselireibt.  so  beschrei])t  P  eine  Linie  i  ter 
Ordnung.     U.  s.  w. 

§.  34.    Aehiiliche,  affine,  eoufocale  Kegelschnitte. 

1.  In  Bezug  auf  die  Geraden  t,  u  hat  der  Punet  P'  die 
Coordinaten  t  =  0' X\  u  =  X'P' .  In  Bezug  auf  die  Geraden 
a:,  y  hat  der  entsprechende  Puncl  P  die  Coordinaten  x  ^=-  OÄ, 
y  =  XP  (§.  18,  4). 

Wenn  die  Winkel  xy.  tu  gleich  sind,  und  x  =  ?.t,  y  =  In, 
so  sind  die  Dreiecke  OXP.  OX'P'  ahnlich.  W>un  nun  dem 
Puncl  Q,'[t^  «j)  der  Punct  Qfcc,  y,)  ebenso  entspricht,  dass 
3?,  =  //| .  ?/,  =  Xii^.  u.  s.  \v. .  so  sind  die  Figuren  P'Q' .  .  , 
PQ  .  .  ahnlich.  Planim.  §.  12.  Einem  unendliehfernen  Punct 
der  einen  Figur  entspricht  ein  unendlichferner  Punct  der  andern 
Figur,  die  entsprechenden  Winkel  der  beiden  Figuren  sind 
gleich,  das  Verhältniss  entsprechender  Strecken  ist  OP  :  O'P' 
=  /.,  das  Verhältniss  entsprechender  Flächen  ist  X'^. 
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Einem  Kegelschnitt  älmlich  ist  ein  Kegelselinitt  dersell>en 
Excentrieität ;  die  Centren,  die  Seheitel,  die  Brennpuncte,  die 
uneudlichfernen  Punete  sind  entsprechende  Puncte.  Umgekehrt 
schliesst  man:  alle  Parabeln  sind  ähnliche  Figuren,  alle 
Hyperbeln  mit  gleichen  Asym])t  ot enwinkeln  sind  ähn- 
liche Figuren.  Archimedes  Con.  et  Sph.  Einleitung.  Apollonus 
Con.  VI,  I  I  ff. 

Aber  z\Yei  conjugirte  Hyperbeln  §.  23.  8]  sind  nicht  ähn- 
lich. Wenn  /  eine  Form  nten  Grades  der  a;,  y,  d.  h.f{Xx,  Xy) 
=  )ßf[x^  y).  so  sind  die  Linien  f[x.  y)  =  a.  f[lx.  Xy)  =  b 
ähnlich  unter  der  Bedinsjuns 


'-VI 


Avelche  ein  reales  /  nicht  ergiebt.  wenn  n  gerade  und  o,  b  nicht 
eines  Zeichens. 

Wenn  /  eine  Form  der  x.  »/.  a  ist,  so  ist  /  =  0  bei  jedem 
a  die  Gleichung  einer  Linie.  Entsprechend  allen  a  erhält  man 
eine  Serie  von  ähnlichen  Linien.     Euler  Introd.  II  §.  436. 

2.  Wenn  die  Winkel  tu,  xy  beliebig  sind,  und  x  =  ).t, 
y  =jiui,  so  sind  die  Figuren  P'Q' .  .  ,  PQ  .  .  affin.  Möbus 
baryc.  Calc.  §.  144  ff.  Den  Puncten  einer  Geraden  der  einen 
Figur  entsprechen  Puncte  einer  Geraden  der  andern  Figur,  so 
dass  die  entsprechenden  Figuren  ähnlich  sind.  Jedes  Dreieck 
der  einen  Figur  hat  zu  dem  entsprechenden  Dreieck  dasselbe 
Verhältniss. 

Beweis.  Wenn  P',  Q',  B'  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
ist   (§.16,2) 

P'R'  :  Q'R'  =   t,  —  t  :  t2  —  <i   =    ?<2  —  ^*  •  «2  —  ^h 

Bei  der  Affinität  ist 

X,   —  X    :    X2  37,^^2  —  t  :    t2  ti,       1)2 y   '•    Vt  — ■  ^1    =    '^2  —  '*    :    Wj M) 

folglich  x.-^  —  X  :   x.^  —  x^   =  y.^  —  V   '■  U-i  —  i/i  ■   ^-  li-  -f  j    ^-  ^ 
liegen   auf  einer  Geraden,   so  dass  PR  :    UR   =   P'R'  :   Q'R'. 


,§.  24.     Aciiiiliclie,  fifliiic,   coiitocalc  Kciiclsclmitlo.  \->'.i 

Wenn   P\    Q\   R'  niclil   niif    oiiuM-   Cieriidcn    liegen,   so    isl 

(§•  17,  4) 

\   \       X       y    \  I    1      ^        «     I 

FÜR  :  r'Q'R' ^=      i      X,      u,     sin,r//  :    ,   1      t,      ic,     am  tu   =     .    ^    A.m 

\    l       X2      y-z   \  I    1       ^2       '«2 

Einem  nnendlieiifernen  Puncl  dci'  einen  Figur  enls[)i'ielil  ein 
unendlichferner  l'nnci  dei-  .indeni  Figur:  einem  Parallelogramm 
affin  isl  ein  Parallelügramiii.  Die  Viereeke  AB  CD,  A'B'C'D' 
sind  affin,  wenn 

ÄBD  :  BCD  -.  CAD  --=  A'B'D'  :  B'C'D'  :  C'A'D 

Der  Parabel  ?/-  =  ipx  affin,  isl  die  Parabel 


Dem  Kegelsehnill 


-,   +   rr,    ==    1       ;'tliii   ist       . r^   +    ^TT vr.   =    1 

«^  —  h^  {a  :  A)^  —  [o  :  fxY 

d.   h,  einer  Ellipse  eine  Ellipse,   einer  Hyperbel  .eine  Hyperl>el. 

3.     Wenn  der  Winkel  xy  recht,  und  a  >  6,  so  ist 
x^  y^      _ 

bei  gegebenem  k  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes ,  dessen 
Centrum  der  NuUpunct  ist. 

Wenn  b'^  — k  positiv  ist,  so  isl  a-  —  k  positiv,  und  der 
Kegelschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Scheiteln  y  =  0,  x^  —  («^  —  fe) 
=  0.  Das  Quadrat  der  halben  Focaldistanz  (§.  23,  5)  ist 
«^  —  k  —  [h-  —  k)  =  «2  —  ^2  unabhängig  von  k. 

Wenn  b-  —  Ä:  =  0,  so  ist  a-  —  k  positiv,  und  der  Kegel- 
schnitt ?/2  =  0  besteht  aus  zwei  Geraden  ij  ^:=  0. 

Wenn  b-  —  k  negativ  und  a^  —  jc  positiv  ist,  d.  h.  k 
zwischen  b'~  und  a"^,  so  isl  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  mit 
den  Scheiteln  ?/  =  0,  x'^  —  [a-  —  k)  =  0.  Das  Quadrat  der 
halben  Focaldistanz  ist  a-  —  k  —  (^2  —  k)  =  a-  —  b'^  unab- 
hängig von  k. 
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Wenn  ci^  —  ^-  =  0,  so  ist  i^  —  ]^  negativ  und  der  Kegel- 
schnitt a"-  =  0  ]»esteht  aus  zwei  Geraden  ic  =  0. 

Wenn  ci-  —  t  negativ  ist,  so  ist  i^  —  y.  negativ,  und  der 
Kegelschnitt  hat  keinen  realen  Punct, 

Die  Kegelschnitte ,  welche  verschiedenen  k  entsprechen, 
sind  confocal,  d.  h.  sie  haben  die  Brennpuncte  gemein.  Die 
Serie  der  confocalen  Kegelschnitte  besteht  aus  3  Abthei- 
lungen; die  Kegelschnitte  der  ersten  Abtheilung  [k  zwischen 
—  00  und  IP-)  sind  Ellipsen,  die  Kegelschnitte  der  zweiten  Ab- 
theilung []c  zwischen  h'~  und  a^]  sind  Hyperbeln,  die  Kegel- 
schnitte der  dritten  Abtheilung  (fc  >>  d~]  sind  imaginär.  Vergl. 
Dlpi.n  Develoj)pements  de  geom.  1813  p.  269. 

4.  Kegelschnitte  einer  Abtheilung  der  Serie  sind  affin  (2) 
und  haben  keinen  realen  Punct  gemein.  Denn  für  den  gemein- 
schaftlichen Punct  X  y  ist 

x^  iß  .  x^  iß 

^^     7,9  7,  '    '  „9  7,1      ^^     7,9.  7.1  ^ 


ai  —  hh-i-Tc  '       a^  —  k^'b2  —  k^ 

folglich  durch  Subtraction 


(a2  — ;b)(a2-//)  ^  {b'^  —  k){b^—k') 


=  U 


Nun  sind  a-  —  k  und  a-  —  k',  sowie  b'~  —  k  und  b-  —  k'  je 
eines  Zeichens ;  also  liegt  der  gemeinschaftliche  Punct  auf  einer 
von  2  nichtrealen  Geraden,  die  den  Nullpunct  gemein  haben. 
Aber  der  Nullpunct  ist  kein  Punct  der  Kegelschnitt(»  k  und  k'. 
Dagegen  werden  die  Ellipsen  der  Serie  von  den  Hyperbeln 
derselben  geschnitten,  und  zwar  normal,  weil  in  einem  gemein- 
schaftlichen Punct  einer  Ellii)se  und  einer  Hyperbel,  welche  die 
Brennpuncte  gemein  haben,  die  Tangenten  beider  Linien  normal 
zu  einander  sind   (§.  22,  7). 

5.     Bei  gegel>enen  x,  y  ist  die  Grösse 


+      ,o  ,       —      1 


a'i  —  k        62  —  ^' 


§.24.     Aeliiiliclie,  alliiie,   conlotjah;  Kegelsclinitte.  |  2.'j 

von  k  jihluingig.  Wenn  k  von  —  oc  bis  b"^  steigt ,  so  steigt  u 
von   —  I    l)is  X  ;    wenn   k  von  b'^  bis  a^  steigt,    so   steigt  u  von 

—  X    bis    X  :     wenn    A;    von    a'^  bis    oo    steigt ,    so  steigt  u  von 

—  X  i)is  —  I.  Also  hat  die  für  k  qnadnitische  Gleichung 
M  =  0  die  reale  Wurzel  A  <<  6"^  und  die  reale  Wurzel  i^i  zwi- 
schen b-  und  a2,  d.  li.  durch  den  gegebenen  Punct  x\y  gehl 
eine  Ellipse  k  =  /.   und  eine  Hyperbel  k  =  u  der  Serie. 

Um   X,    ?/   diircli   /. .    u    auszudi'Ucken,    setzt   man   ziuiächst 
a-  —  k  =  Q.      Dann   hal  die  liir  o  (piadratische  Gleichung 


V' 


g  —  a^  +h^ 


—   1=0 


die    Wurzeln    a'~  —  Ä,    a-  —  u.      In    der    geordneten    Gleichung 
haben  q'-.  q^'  die  Coeflicienlen  —  I,  x'^{ — a- -i- b'^  .   also   ist 

Ebenso  findet  man 

d.    i.        («2  _  62), /2    =     (ft2  _  A)(^   -  Z»2) 

6.  Durch  a-,  ^  sind  daher  A,  /<  (eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel  der  Serie)  eindeutig  bestimmt,  und  durch  Ä.  //  wird 
in  dem  Winkel  xy  der  Punct  x  y  eindeutig  bestimmt.  Dess- 
halb  sind  /.  u  die  elli])  tischen  Goordinaten  des  Punct  es 
genannt  worden. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  ir.  =  0  sind  von  .Iacobi  IS:Vi 
Grelle.!.  12  p.  2o  bestimmt  worden.  In  demselben  Band  p.  137 
hat  .Iacobi  eine  Folge  von  Siitzen  ül)er  »confocale«  Flächen  2ter 
Ordnung  mit  Bezug  auf  Ivurv's  Theorem  gegeben.  Densellten 
Gegenstand  behandelt  Ghasles  1837  Ap.  bist.  Note  .'}  I .  Dir 
«elliptischen  Coordinaten«  sind  von  Lam£  1837  IJouv.  .1.  2  p.  147 
eingeführt  und  von  Jacobi  1839  Grelle  J.  19  p.  309  weiter  ver- 
wendet worden.  Vergl.  die  1842  gehaltenen  Vorlesungen  .Jac.obis 
über  Dynamik  p.  198  H".  Anfange  der  Substitution  für  x,  y, 
durch  welche  elliptische  Goordinaten  eingeführt  werden,  hat 
.Iacobi  bei  Eiler  ((Bewegung  eines  nach  2  fixen  Puncten  gezoge- 
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nen  Punctes  Moni,  de  Berlin  1760  p.  228,  Nov.  Comm.  Petrop. 
t.  10  p.  207.  t.  II  p.  132)  und  bei  Legendre  (Complanalion  des 
Ellipsoids  Exerc.  1811    t.  I  p.  182)  l)ei'nerk(. 

7.  Wenn  dem  Fund  P 
der  Punct  F' 

x'  =  tyä^'^v  y' =  «yp'^rfF 

entspricht,  so  sind  die  Figuren  der  entsprechenden  Puncte  affin. 
Wenn  0  der  Xullpunct  ist  und  zu  den  Werthen  /, .  m,  die  ent- 
sprechenden Puncte  0,(^1  ?/,)  und  (.l'[x\\y\)  gehören,  so  ist 
(§.  '17,  \) 

OP.  OQ' cos  POQ'  =    xx\  +  yy'i 

=   ttiy  a-i  —  Je  /"a2  —  k'  +  Ulli  Y^'^  —  ^^  V^^— <*^'' 
=   x'xi  +  ?/Vi  =  OP'.  OQ  cosF'OQ 

folglich 

■PQ'2  +  OP-i—OQ'^  =  p'Q2^0P'^  —  OQ2 

Wenn  durch  J\I  und  iV  die  Mitten  der  PU'  und  P'Q  bezeichnet 
werden,  so  ist  (§.  1,  4) 

0P2  +  OQ'^  =  \PQ''^  +  203/2 
OP'2  +  0Q2    =   iP'qi.  +  20iV2 

folglich  P(X''-  —  40il/2  =  P'CC-  —  WK^. 
Nach  §.  15,  2  ist 

Op-i  —  OP'i  =  f'{a'~  —  'k)  +  u^b^  —  6k)  ~  i^a^  —  k')  -  u^{b^  —  6k') 
=  {k'—k){n  +  6  iß) 

8.  unter  der  Voraussetzung  /-  -h  ö»'-  =   I   sind  die  affinen 
Figuren  PU  .  .  und  P'd' .  . 

x^  _d7/2_    _  x'-^  6y'-i 

a^  —  k  "*"  &2_rf^:  —         ""•'      (fi  —  k'  ■*"  h'i  —  ök'  ~ 

confocale  Kegelschnitte,  weil  bei  beiden  das  Quadrat  der  halben 
Focaldistanz    a^  —  ^2  .  ^   \^^.     insbesondere    sind    die   Scheitel 


§.24.     Acliiiliche,  affine,  confocalc  Ke^'clschnitte.  |27 

cntsproclKMidc  PiiiK-tc.  Zugleich  ist  Op2  —  OP'^  =^  /:' — k 
iiiivcriinclei-lich  l'ür  alle  Paare  entsprechender  Puncto ;  daher 
PQ'2  =  p'Q2  ,1,1(1  (9J/2  =  ONK  (I.  h.  die  Chorde ,  welche 
einen  Punct  der  einen  Figur  mit  einem  Punct  der  andern  Fi^ur 
verbindet,  ist  der  Chorde  der  entsprechenden  Puncle  gleich,  und 
die  Mitten  beider  Chorden  haben  von  0  gleiche  Distanzen. 

Bei    ()  =  \   kommen    die   zwischen   —  I    und    I   lii'geiulen  t 
in  Betracht.     Der  Ellipse   \k  =  0) 

—  +  -  =    1 

entspricht  [k'  =  P)  die  Gerade  x'  ^=  iya"^  —  i^,  y'  =  0 
zwischen  den  Brennpuncten .  einem  Scheitel  entspricht  ein 
Rrennpunct. 

Bei  d  =  —  1   kommen    die  nicht  zwischen  —  1    und   l   lie- 
genden t  in  Betracht.     Der  Hyperbel 


^  _  1/^  _ 
a2        fe2 


entspricht  (fc'  =  —  b-)  die  Gerade  x'  =  t'^ a'^  +  b-,  y'  =  0 
mit  Ausschluss  der  Strecke  zwischen  den  Brennpuncten ,  oder 
(A:' ==  a2)  die  Gerade  a;' =  0  ,  y' =  uY^a-  -h  b'^  ohne  Be- 
schränkung. 

Wenn  daher  den  Puncten  C,  D,  P  eines  Kegelschnittes  die 
Puncle  C\  D' ,  P'  seiner  Axe  in  der  angegebenen  Weise  ent- 
sprechen, so  ist 

C'F  =  CP',        D'P  =^  DP\    u.  s.  w. 

Wenn  C  und  D  die  Scheitel  sind,  so  sind  C,  D'  die  Brenu- 
puncte,  also  bei  der  Ellipse  C'P  +  PD'  =  CP'  -t-  P'D  ==  CD. 
bei  der  Hyperbel  C'P  —  D'P  =  CP'  —  DP'  =  CD,  wie  oben 
§.  22,  4.  Die  Umkehrung  des  allgemeinen  Satzes  ist  §.  23.  20 
gezeigt  worden. 

Die  Correlation  confocaler  Ellipsen  PQ  .  .  und  P'(X  .  .  ,  bei 
welcher  die  Gleichungen  PQ'  =  P'Q,  .  .  stattfinden,  ist  zur  Be- 
rechnung der  Attraction  eines  Punctes  durch  ein  Ellipsoid  er- 
funden worden   von    Ivory  Phil.  Trans.  1809^  p.  3i5.     Die  Yer- 
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wendiuio  des  Ivoryschen  Theorems  bei  den  Linien  und  Fläclien 
'Her  Ordnung  verdankt  man  Jacobi  1834  Crelle  .1.  12  p.  138 
und  73  ]).  179.     Yergl.  Hermes  a.  a.  0.  p.  209. 


§.  '25.    Grrapliisclie  Lösung  cubischer  und 
biquadratischer  Probleme. 

1.  Den  Matliematikern  der  Pythagoreischen  Schule  war  die 
Consiruction  der  Quadratwurzehi  bekannt  [y^n  ■+-  1  als  Hypo- 
tenuse der  Catheten  i/^n  und  I),  oder  der  Quadrate  von  ge- 
gebenem Verhiiltniss,  sowie  die  damit  vei'bundene  graphische 
Lösung  der  ([uadratischen  (ileichungen.  Dieselbe  Schule  hat 
auch  die  Construction  der  Cubikwurzehi  in  Betracht  gezogen. 
Das  wdelische  Problem  m  forderte  die  Multi[)licalion  eines 
Cubus,  d.  h.  die  Construction  des  Cubus,  der  zu  einem  gegebe- 
nen Cubus  ein  gegebenes  Verhältniss  hat ,  oder ,  wie  man  nach 
dem  Pythagoreer  Hippocrates  von  Chios  sich  ausdrückte,  die 
Construction  der  zwei  geometrischen  Mittel  x,  y  zwischen  zwei 
gegebenen  Strecken  «,  6,  so  dass  «,  a?,  y,  h  eine  geometrische 
Progression  bilden.     Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist 

a  :  X  ^=  X  :  y  =  y  :  h 
a;2   =   Q^j  ^        yi  :^  },x  .         xy  =   ah 


=     X 

:  y 

= 

=  y 

:  h 

1/2     = 

=  h 

X  . 

xy 

= 

1 

a 

X 

X 

V 

y 

h 

= 

a 
h 

_y3   =   a~h  ,       //•'  =   ah-,        x'-^  :  y^   =   a  :  b 

Wenn    auf   einem    Schenkel   des  Winkels  AGB   die    Puncte 

A,  A^,  A2,   ^3,  •  .   lind    auf    dem   andern    Schenkel   die    Puncte 

B,  B^.   B.^,   />;.,   ..    so    liegen,    dass    A^B^   mit  AB,    B^A^    mit 

.,  -ö^,,  A.^B^  mit  ^i^i,  B.^A.^  mit  B^A.^,  .  . 

nfii^^l  parallel  sind,  so  ist 

OA   :  0A^  =-  OB   :  OB^   =  0.4,  :  OA-, 


^i^^^  0A^  :  OA,  =   OB^:  OB-,  =   OA^:  Ol, 

u.  s.  w.  Daher  l)ilden  OA,  OA^,  OA^,  OA^,  ..  eine  geo- 
metrische Proportion,  ebenso  OB,  OB^:  OB.,,  OB,.,  ..  und  AB, 
A^B^,   A.^B.^,    A^B.^,   ...     Wenn    OA   unil   (> A.^    gegeben    sind. 
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SO  kann   0A^    dni-cli    Vei-suclie   mit    belieljiii  kleinem  Fehler  lie- 
f linden  werden. 

Ueber  diese  Betraelitung.  von  der  Pappis  III  \n\  ■')  u.  A. 
hericlilen  .  vergl.  Nkwton  Aritlini.  iiiii\ .  p.  •2\2.  Keimer  dupli- 
catio  eubi  1798  und  dessen  Zusätze  zu  seiner  deutschen  Ueber- 
setzung  von  Bosslt  bist,  de   math.     Kllgel  math.  W.  I   p.  721. 

2.  I.  l  ni  näherungsweise  die  beiden  geometrischen  Mittel 
zwischen  AB  und  BC  zu  finden,  welche  einen  rechten  \\  inkel 
einschliessen.  bestinuut  man  durch  Versuche  auf  der  Geraden 
AB  den  Punct  D  so,  dass  die  durch  D  gehende 
Normale  der  Geraden  CD  die  Gerade  BC  in  E 
schneidet,  und  die  durch  E  gehende  Normale 
durch  A  geht.  Dann  ist  EB-  =  AB  .  BD. 
BD-  =  BC  .  EB.  d.  h.  AB.  EB.  BD.  BC 
bilden  eine  geometrische  Progression.  Diese  Cou- 
struction  wird  Platox  zugeschrielien.     Reimer  p.  43. 

II.  Oder  man  sucht  um  das  Centrum  E  des  Rectangel 
AB  CD  den  Kreis,  welcher  AB  in  F.  AD  in  G  so  schneidet, 
dass  die  Gerade  FG  durch  C  seht.     Dann  ist     S.  I.  i 


./ 


B 


D 


AF  .  BF  =  EF^  —AE^ 
AG  .DG  =  EGi  —  AEi 

folglich   AF  .  BF  =  AG  .  DG    nach  der 
Vitraussetzung  F.G  =  EF.     Daher 

DC  :  DG  =   BF  :  BC  ==   AF  :  AG 
=   DG : BF 


d.  h.  AB  :  DG  =  DG  :  BF  =  BF  :  BC,  also  sind  DG  und 
BF  die  beiden  geometrischen  Mittel  zwischen  AB  und  BC. 
Heron  von  Alexandria    Pappus  III.  ö  . 

III.  Wenn  die  Chorde  FG  von  dem  um  das  Centrum  E 
durch  C  beschriebenen  Kreis  in  C'  geschnitten  wird,  so  ist  die 
Chorde  CC  mit  FG  concentrisch,  FC  =  C'G.  Mau  kann 
daher   auch   die  durch  C  gehende  Gerade  suchen ,    welche  den 

Baltzer,  anal.  Geora.  O 
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Kreis  AB  CD  in  C\  die  Geraden  AB,  AD  in  F,  G  so  schnei- 
det,  dass  FC  =^  C'G.     Phu^on  von  Byzanz   ^Reimer  p.  107;. 

lY.  Wenn  ZT  die  Mitte  der  AB  ist,  und  unter  der  Voraus- 
setzung AB  >>  BC  auf  dem  mit  AB  parallelen  Diameler  des 
Rectangel  ABCD  der  Punet  ./  so  l)estinnnt  \\ird.  dass  AJ  =-  AH, 
so  ist 

JQI  —  AJ-"-   =   EGi  ~  AE-2  =  EFi  -  AE^  =   HF^  —  AH^ 

rolglicli  JG  =  HF.  Wenn  endlich  .4  die  Mitte  der  DK  ist. 
und  wenn  J G  von  der  durch  D  gehendtMi  Parallele  der  KJ  in 
L  geschnitten  wird,   so  ist 

JL  :  LG   =   -IBC  :  DG  =  iFB  :  CD   =   FB  :  BH 

folglich  JL  =  FB  und  LG  =  BH. 

Man  kann  also  auch  durch  Versuche  die  den  Punct  J  ent- 
haltende (ierade  bestimmen.  \> eiche  die  gegebenen  Geraden 
AD.I  DL  in  (?,  L  so  schneidet,  dass  GL  die  gegebene  Länge 
\AB  hat:  dann  sind  DG  und  J L  die  gesuchten  Mittel.  Nico- 
MEDES   (Pappus  IV,  24). 


3.  Wenn  um  das  Centrum  A  mit  dem  Radius  AC  =  ^AB 
der  Kreis  CD  lieschrieben  wird,  und  wenn  eine  durch  A  ge- 
hende Gerade  die  Geraden  CD.  DB  in  JS,  F  so  schneidet,  dass 
die  Strecke  EF  dem  Radius  gleich  ist,  so  bilden  AB,  DE, 
FA,  CD  eine  geometrische  Progression.  «Constructio  nota« 
Newton  Ar.  univ.  p.  228. 

Beweis.  Das  Dreieck  ACE  wird  von 
der  Geraden  BDF  so  geschnitten,  dass 
(§.  13,  10) 

AB  CD  EF 


CB  ED  AF 


=    1 


Nun  ist  CB  =  EF,    folglich  AB  .  CD 
=  DE  .  FA. 

Der  Kreis  hat  für  E  die  Potenz  DE  .  CE  =  EA'^  —AC-. 
Nun  ist 

EA^  —  AC-i  =  {AC  +  FAy  —  AC^  =  AB .  FA  +  FA^ 


§.  '■21'}.     rinipliisflio  Lösunii  cubisrhcr  u.  Mquailiiitisi^hcr  ProbliMiic.      -131 


lolizlicli 


J)E{CD  +  DE)  =  FA{AB  +  FA) 
CD         \  „  ,       _/.        FA^ 


also   DFß  =  FA  .  AB,  weil  AB  .  CD  =  DE  .  FA.     Daher 
AB  :  DE  ==   DE  :  FA    =   FA  :  CD 
Kine  andre  Coiistniclidii  der  heidcii  MilleU  s.  unten  ^.  2(\.  I. 

4.  Die  ersle  dircele  (^onslniclion  der  l)ei(len  Mitlel  hat 
der  J^ythaiioreer  Auciiytas  von  Tarent.  ein  Zeitgenosse  Pi.aion's 
s^egeben.  Reimkr  j).  iS.  Ein  horizontaler  Kreis  mit  dem  Dia- 
meter AB  und  der  Chorde  AC  ist  der  Xormalschnitt  eines  verti- 
calen  Cyliuders.  Wenn  der  verticale  Kreis  mit  dem  Diameter  AB 
um  die  in  A  ihn  berührende  verticale  Gerade  rolirt,  so  schneidet 
er  den  Cylinder  in  einer  une])enen  Linie,  welche  von  dem  hori- 
zontalen Kreis  in  B  berührt  \^ird.  welche  ihre  grösste  Höhe 
erreicht,  während  die  Rotation  des  verticalen  Kreises  60"  l)e- 
trägt,  und  welche  nach  vollendeter  Rotation  um  90*^  von  dem 
verticalen  Kreis  in  A  berührt  wird.  Durch  Rotation  des  \Mnkels 
BAC  um  die  Axe  AB  entsteht  ein  Kegel,  welcher  die  unebene 
Linie  in  D  schneidet.  Die  Horizontalprojection  des  D  ist  D\ 
so  dass  AB,  AD,  AD',  AC  eine  geometrische  Progression 
bilden. 

Beweis.  An  dem  verticalen  Halb- 
kreis ADB'  ist  AD-  =  AD' .  AB', 
AB'  =  AB.  Der  durch  C  gehende 
Kreis  des  Kegels  schneidet  die  Kaute 
AD  in  E,  dessen  Horizontalprojection  ^Jl 
E'  ist,  und  den  horizontalen  Kreis  in 
F,  so  dass  AC,  AE,  AF  von  gleicher  ^ 

Länge  sind.     Die  Ebene   des  Kreises  CEF  ist  vertical.  und  E' 
liest  auf  der  Geraden  CF,  so  dass 


E'E2  =  FE'.  E'C  = 

Daher   ist   der   Winkel   AED'  recht 
folslich 


AE'.  E'D' 
und   AD'^^  =  AE  .  AD, 

9* 
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AB':  AD  =  AD  :  AD'  =   AD':  AE 
AB  :  AD  =   AD  :  AD'  =  AD':  AC 

5,  Nach  Aufstellung  der  Gleichungen  der  Kegelschnitte 
(§.  22.  3  wurden  von  den  Mathematikern  der  Platonischen 
Schule  die  geometrischen  Mittel  x  und  y  zwischen  a  und  b. 
welche  den  Gleichungen  x-  =  cuj .  y-  =  bx  genügen  (I),  als 
die  i'echtwinkeligeii  Coordinaten  des  Schnittpunctes  von  zwei 
zu  zeichnenden  Linien  bestinunt.     Mexaechmis    Heimer  p.  67). 

Die  Linie  x-  ^=  ay  ist  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  0|0, 
der  Scheiteltangente  «/  =  0 ,  dem  Punct  a  o ,  dem  Halbpara- 
raeter  \n.  Die  Linie  y-  =  bx  ist  eine  Parabel  mit  demselben 
Scheitel,  der  Scheiteltangente  x  =  0,  dem  Punct  b\b,  dem 
Halbparameter  i6.  Die  beiden  Parabeln  hal>en  den  Scheitel 
und  ausser  demselben  einen  realen  Puncto;  ?/  vnid  2  imaginiire 
Puncte)  gemein.  Die  Genauigkeit  der  graphischen  Lösung  wiixl 
bedingt  durch  die  Genauigkeit  der  Zeichnung,  welche  geringer 
ist  bei  kleinern  Winkeln  der  sich  schneidenden  Linien. 

Aus  dem  System  x-  =  ay.  y'^  =  bx  werden  die  Gleichungen 
componirt 

x'^  +  iß  —  hx  —  ay  =   0 ,       xy  ^   ah  ,       x^  —  y^  +  ix  —  ay  =  0 

Zufolge  der  ersten  Gleichung  liegt  x  y  auf  dem  Kreis  mit  dem 
Gentrum  |^6  4a,  der  die  Gegenpuncte  OjO  und  b\a  enthalt 
(§.  21,  ö).  Zufolge  der  zweiten  Gleichung  liegt  x\y  auf  der  H^- 
perbel  mit  den  Asym])toteu  ^  =  0  und  a;  =  0,  welche  den 
Punct  ab  enthalt.  Zufolge  der  dritten  Gleichung  liegt  xy  auf 
der  Hyperbel  mit  dem  Centrum  — ^b\  —  ^a,  deren  Asymptoten 
mit  den  Geraden  x  —  ?/  =  0  und  x  +  y  =  0  den  Halbiren- 
den  des  Winkels  xy  und  des  Nebenwinkels  parallel  sind,  und 
welche  die  Gegenpuncte  0  0  und  — b  — a  enthalt  §.  23,  8 
und  9  .  Durch  ein  Paar  dei-  gezeichneten  Linien  wird  der  Punct 
x\y  gefunden. 

Diese  von  ^Iexaechmis  gegebene  Lösung  des  delisehen  Pro- 
l)lems  ist  es,  welche  Archimedes  Sph.  et  Cyl.  H,  2  als  bekannt 
voraussetzt. 


i^.   i'6.     Griipliisclic   LdSiiii.L;  ciil)is(lior  ii.   hifiuiHlriilischci-  Piolileiiif.      |;j3 

6.  Wenn  r/,  7  —  b,  x  —  a.  b  eine  ireoniolrische  Progression 
bilden,  so  ist 

y{y  —  h)  —  b{ij  ~  h)  —  a{x  —  a)   =   0 
x{x  —  a)  —  a{x  —  a)  —  b{y  —  i)   =   0 

folglicli  x[x  —  a)   =  y   y  —  b'] .   und 

(x  —  «)('/  —  b)   =   ah     d.  i.     1    ^  —  +  — 

X         y 

Donni.H'ii  lic'iil  dci'  l'nncl  .r  y  ;iul'  der  Hyperbel  x- — y-  —  ax  +  by 
=  0  niil  dem  Ceutruni  |«  i^,  deren  As\  niploten  niil  den  (le- 
raden  x  —  y  =  0  und  x  +  y  =  {)  p;n-allei  sind,  und  ^velche 
die  Gegenpuncte  0  0,  n  6  enthält:  sowie  auf  der  llxperbel, 
deren  Asyniptolen  x  —  a  =  0  und  y  —  6  =  0  sind  .  und 
welche  die  Gegenpunete  0  0,  la  ib  enthält.  Dabei  liegen  die 
Puncte  X  0.  O'v  in  gleichen  Distanzen  von  ^«16,  und  miloi6 
auf  einer  (Icraden. 

Zu  dieser  (]onslnuMion  fidu't  die  oben  \i,  II)  gegebene  Be- 
trachtung. 

7.  ÄRciiiMEnES  (Sph.  et  C.yl.  II,  o.  Vergl.  die  Vorrede  zu 
den  Spiralen)  hat  die  Kugel  durch  eine  Ebene  in  Segmente  von 
gegebenem  Volum -Verhältniss  getheiU,  indem  er  eine  cubische 
Gleichung,  auch  wenn  sie  nicht  rein  ist,  graphisch  lösen  lehrte 
durch  Zeichnung  einer  Parallel  und  einer  Hyperbel.  Diese  Lei- 
stung, welche  PoixsoT  in  Peyrard  oeuvres  d'Archimede  1  p.  139 i  11". 
für  un\\ahrscheinlich  erklärt  hat.  wird  durch  I'Atocus  Commen- 
tar  (die  betreffende  Stelle  ist  in  Xizzi;  Archimedes  Werke  p.  95 
mitgelheilt)  ausser  Zweifel  gestellt. 

Von  einer  Kugel  mit  dem  Radius  a  wird  durch  eine  Ebene 
ein  Segment  mit  der  Sagitte  a[\  -\- x)  abgeschnitten,  welches 
das  Volum  ^na^  \\  -H  a:;)2(2  —  x)  hat.  Slereom.  §.  9,  3.  Wenn 
das  Segment  zu  dem  andern  Segment  mit  der  Sagitte  «(1 — x) 
das  Verhältniss  A,  hat,  so  hat  es  zui"  Kugel  das  Verhältniss 
l  :  l  -\-  \,  daher 

J7ra3(i  +  ,j,)2(2_a,')    =   *7r«3^-^      d.i.     (1  +  .r)2(2  —  ,r)  '*^' 


X+  1 


x^ — 3a:  +  2a   =   (t;      ß   ^   i :    zwischen  U  und   1 

A  +  1 
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Diese  Gleicliunt;   filr  x  wird  erselzl  durch  das  System  für  x,  y 

xi  =  y ,      x[y  —  3)  +  2/^   =   0 

Der  Piinct,  dessen  rechtwinkelige  Coordinaten  x^  y  sind,  liegt 
auf  der  Parabel  mit  dem  Scheitel  0  0,  der  Scheiteltangenle 
y  :=  ^ .  dem  Punct  I  1,  dem  llall)])arameler  \:  und  auf  der 
Hyperbel  mit  den  Asymptoten  a?  =  0  und  y  —  3  =  0,  dem 
Punct  /<  I  I .  Die  Parabel  hat  mit  der  Hyperbel  den  unendlich- 
fernen Punct  der  Ordinalen  gemein;  die  Abscissen  der  3  übrigen 
gemeinschaftlichen  Puncte  sind  die  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung. 

Einer  der  lieiden  Kegelschnitte  kann  durch  einen  Kreis  er- 
setzt werden.  Denn  aus  [xy  —  'i x -\- 'i, i.i)  x  =  y'^  —  ',)  ij -\- i f^t  x 
=  0  und  X'  —  ?/  =  0  wird  componirt 

x'i  +  y^  ~  4y  +  2fxx  =   0 

d.  h.  der    Punct    x  y   liegt    auf    dem    Kreis   mit   dem    Centrnm 

—  jit  i  und  den  Gegenpuncten  0|0,  — ifi\'t.  Der  Kreis  hat 
mit   der  Parabel    den   Punct   0  0,    mit   der  Hy])er])el   den  Punct 

—  '^Iii\i  gemein;  die  Abscissen  der  3  übrigen  gemeinschaftlichen 
Puncte  sind  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung. 

Die  cubische  Function  x^  —  ix  -i-  2//  wechselt  das  Zeichen, 
wenn  x  von  —  2  bis  —  I ,  von  0  bis  1 ,  von  \  bis  2  geht ;  also  sind 
die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  real  und  nach  Trisection 
eines  Winkels  goniometrisch  ausdrückbar.  Wenn  nun  x  ausserhalb 
der  Grenzen  — I  und  I  liegt,  so  hat  die  Kugel  mit  der  Ebene 
einen  Kreis  ohne  reale  Puncte  gemein,  dessen  Quadratradius 
und  Flache  negativ  ist.  Aber  das  Segment  hat  bei  realen  x  ein 
reales  Volum,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  x  unter  oder 
über  2.  Das  Segment  ist  bei  x  =  — 2  die  Kugel,  bei  x  =  —  \ 
null,  bei  x  =  1   die  Kugel,  bei  x  =  2  null. 

8.  Die  Geraden  x,  y  und  der  Punct  A  sind  gegel)en,  und 
die  durch  A  gehende  Gerade  wird  gesucht,  welche  x,  y  in  D, 
E  so  schneidet,  d'ass  die  Strecke  DE  eine  gegebene  Länge  hat 
(21,  IV).  Eine  einfache  graphische  Lösung  dieses  biquadratischen 
Problems  ist  in  Papits  Sammlung  IV,  31   enthalten. 


g.  ili.     (irapliiscili'   I.(>-<im.u'  rnhisdiiT  ii.   Iii([iia(ir;ili><(lirr  l'r(il)letiic.        |;},') 


Die  l';ir;illeleii  der  ^.  x  durch  A  schnei- 
cloM  X,  y  in  5,  C  Wenn  ECAF  ein 
Parallelogramm  ist,  und  EF  von  derdmch 
B  gehenden  Parallele  der  ADE  in  P 
geschniüen  wird,  so  isl  EP  =  DB. 
BP  =  DE.    iiikI  c 

CE .  EP  =  AF  .DB  =  AB  .CA 

d.  h.  ;§.  23,  9)  der  i'iincl  P  liegt  aiil"  der  llyjxM-hel  iiiil  dQw 
Asymptoten  CA^  y  und  dem  Punet  B.  und  auf  dem  Kreis  mit 
dem  Centrum  B  und  dem  Radius  DE.  Die  gesuchle  (ierade 
ist  mit  BP  parallel. 

Wenn  C'/l  =  rt.   AB  =  b^    CE  =  y,   DE  =  c.  so  hal  man 

AE  :  DE  =^  y  :  y  —  h 

folglieh  die   für  //  l)i([uadratische  Gleiehung 

(^  — ^)^(//-  — 2«i/ co.s.r^  +  a^)   =  c^y^ 

deren  graphische  Lösung  vorliegt. 

9.  Die  Gerade  y.  ein  Kreis  um  das  Centrum  B  und  der 
Punet  .1  desselben  sind  gegeben,  und  die  durch  A  gehende  Ge- 
rade wird  gesucht,  welche  die  Gerade  in  D  und  den  Kreis  in 
E  so  schneidet,  dass  die  Strecke  DE  eine  gegebene  Länge  hat. 
Die  graphische  Lösung  dieses  biquadratischen  Pro])lems  wird 
von  Archimedes  Helices  o  und  8  benutzt:  die  Art  der  Lösung 
lässl  sich  aus  Pappls  Sammlung  IV,  42  ti'.  erkennen. 

Die  Gerade  y  wird  von  ihren  durch  A, 
B  gehenden  Normalen  in  A' .  C  geschnitten, 
so  dass 

DE.  DA    =   DB^^AB'-    =    CD^  +  CB^  —  AB^ 

Diese  Gleichung  isl  für  CD  biquadra- 
tisch, weil  DA  die  Hypotenuse  der  Catheten 
CA'—  CD  und  A'A  ist. 

Zur  graphischen  Lösung  derselben  wiixl  DP  normal  zu  y 
so  lang  als  DA  gezogen   und  das  Parallelogramm  PDCQ  voll- 
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endet.     Ziehl  man  noch  durch  C  die  Gerade.  \\ eiche  den  Kreis 

in    F,    G  so   schneidet,    dass   CF  =  DE  ist,    und  macht  CH 

auf  CB  so  lang  als  CG,  so  ist  DA  =  DP  =  CQ,   CD==  QP. 

und 

CB^—AB^  =   CF.CG  =  DE.CH 

l'oliilich 

QB2  =   DE.  CQ  —  DE  .  CH  =  DE  .  HQ 

A'D^-  —  DP^  =  A'Di  —  DAi  =  —  A'A^ 

d.  h.  der  Punct  P  liegt  auf  der  Para])el  mit  dem  Scheitel  //, 
der  Axe  CB,  dem  Hall)- Parameter  \DE,  und  auf  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  mit  dem  Centrum  A' ,  dem  Scheitel  .1.  Durch 
den  4  deutig  bestimmten  P  werden  D  und  E  eindeutig  be- 
stinnnt. 

Dassell)e    Problem    ist    von    Newton   Ar.  un.  p.    215   durch 
Zeichnung  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  gelöst  worden. 

10.  Das  cubische  Problem,  welches  die  griechischen  Geo- 
meter  auf  verschiedenen  Wegen  graphisch  gelöst  haben,  ist  die 
Trisection  eines  Winkels.  Um  von  dem  spitzen  Winkel 
CB A  den  dritten  Theil  aliziilhcilen.  zieht  man  durch  einen  be- 
liebigen Punct  A  des  einen  Schenkels  die  Normale  AC  des  an- 
dern Schenkels   und   die  Parallele  des- 


ji 


^.^-^E  selben.     Die   durch  B   gehende  Gerade 

^--"F  des  Winkels  BAC,  welche  die  Normale 

/  -^\  in  D  und  die  Parallele  in  E  so  schnei- 

^     '^  del,    dass  DE  =  %AB  (8),   theilt  den 

gegebenen   Winkel   so.  dass  ^CBD  =  CBA.     Pappis  IV,  32. 

Ol?  ? 

Wenn  nämlich  F  die  .Mitte  der  DE  ist,  so  sind  die  Dreiecke 
EAF,  BFA  gleichschenkelig ,  folglich  ist  der  Winkel  FBA  = 
AFB  =  2AEB  =  ^CBD,  CBA  =  iCBD.  Der  Aufgabe 
genügen  auch  die  Winkel  CBD  +  f  tt  und  CBD  +  f  tt,  deren 
Dreifache  von  CBA  nicht  verschieden  sind. 

11,  Um  den  drillen  Theil  des  Kreisbogen  AB  zu  fitulen, 
ergänzt  man  den  Bogen  AB  durch  AB'  zu  einem  Halbkreis, 
so  dass  der  Centriwinkel  AGB'  dem  Nebenwinkel  des  AGB 
gleich    ist.    und   zielit    (bu'ch   den  Pimct  ß' ^lie  Gerade,  welche 


g.  :25.     Graphische  Lösung  cul)isclici-  u.  bii]u;i(li;itis(hcr  Problenic.      |;i7 

den  Bogen  AB'  in  C,  die  Gerade  OA 
in  D  so  sehneidel,  dass  CD  dem  Ra- 
dius iileieh  ist  (9).  Dann  ist  der  Win- 
kel AOB  =  OB'D  +  B'DO  als  Sebon- 
winkel  des  DOB',  OB'D  =  B'CO 
=  2CD0,  folglich  ^05  =  3CD0  ^ 
'^AOC.     Arcuimedes  Lemma  8. 

Wenn  E  die  Mitte  der  OD,  so  ist  EC  normal  zu  07):  und 
^venn  CEOF  ein  Reclangol,  so  ist  CDEF  ein  Farallelograinm. 
und  OB'  wird  von  der  mit  DB'  parallelen  Geraden  EF  in  G 
halbirt.  Recht%vinkelige  Coordinalen  des  C  sind  OE  =  x, 
EC  =  OF  =  y:  der  Punet  B  hat  die  Coordinaten  a,  b.  daher 
hat  G  die  Coordinalen  — ^a,  Ib.  Weil  G  auf  der  Geraden 
EF  liegt,  so  ist 

(1.  Ii.  r  liegt  auf  der  ll\|)erhel  nii(  den  As\ni|)lolen  .x  =  — Jet 
und  1/  =  ?,  6.  dem  Genirum  G.  den  Gegenpunclen  0.  B'  (§.  23.  12) . 
Die  Hyperbel  lial  niil  dem  Kreis  den  Punet  B'  und  noch  3 
andre  Puncte  gemein,  in  welchen  die  Bogen  AB,  AB  AB, 
AB  AB  AB  nach  dem  Verhiillniss    I  :  2  gelheilt  werden. 

13.  Wenn  OA  =  I,  so  ist  a^  -\-  b'i  =  \ ,  x'^  +  j/-  =  \ , 
bx  —  ay  =  2a,-j/,  und  man  findet  für  y  die  reducible  Gleichung 
4  ten  Grades 

(!/-b){i>/^-Sy  +  b)   =   0 


In  der  Thal,    wenn  x  =  cos«,  y 
b  =  sin 3  a,  so  ist 


sin«,  mithin  a  ■=  cos 3a, 


sinSacos«  —  cos3ßsina   ^   sin2a   =   2cosasina 
sinSß   =  sin2acosa  +  C()s2asina 

=  2sina(l  —  sin'^a)  +  (1  —  2sin2a)sina 
=   3  sin«  —  4  sin  3« 


Die  cubische  Gleichung  ftir  2//,  welche  mit  der  Archimedi- 
schen  Gleichung    (7)    congruirt,    wird    uumillelbar    durch   geo- 
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metrische  Betrachtung  gefunden.  13ojibelli  Algebra  1579.  Des- 
CARTES  Geoni.  III  u.  A.  Wenn  die  Bogen  AB,  BC,  CD  gleich 
sind,  wenn  die  Chorde  AD  von  den  Badien  OB,  OC  in  E,  F, 
von  der  durch  B  gehenden  Parallele  der 
OCin  G  geschnitten  wird:  so  ist  BCFG 
ein  Parallelogramm ,  und  die  Dreiecke 
OBA  und  ABB,  BEG  und  AEB  sind 
ähnlich  wegen  der  gleichen  Winkel.  Da- 
her bilden  OA,  AB,  EB,  GE  ihrer 
Länge  nach  eine  geometrische  Progression,  während  AE,  GF, 
FD  so  lang  sind  als  die  Chorden  AB,  BC,  CD,  und  3AB  —  GE 
=  AD.  Wenn  nun  AD  =  ib  .  OA,  AB  =  iy  .  OA,  so  ist 
EB  =  iij  .  AB,   GE  =  ly  .  EB,  folglich 

Qy  —  %y-i  =   -ih,       iy^  —  Sy  +  b  =   0 


13.  Wenn  die  Bogen  eines  Kreises  AB,  BC,  CD  gleich 
sind,  oder  (was  dasselbe  ist)  wenn  in  dem  Dreieck  ADB  der 
Winkel  BAD  ==  lADB,  so  liegt  der  Theilpuuct  B  des  Bogen 
AD  auf  einer  bestinunten  Hyperbel.     Pappis  IV,  33  und  3'i. 

Die  iSormalprojectionen  der  B,  C 
auf  die  Chorde  AD  sind  B' ,  C,  also 
£)C'=  B'A,  B'C  den  Chorden  BC, 
AB  gleich.     Daher 


c= 

A 

7 

\ 

7)          CF 

£ 

R' 

A 

B'B^  =  AB^  —  B'A^  =  [DB'—  DC'}^  —B'A-^ 
=  DB'{I)B'—  IB'Ä) 

Wenn  nun  DF  =  FE  =  EA  =  a  auf  der  Ceraden  DA, 
FB'  =-  X,  B'B  =  ?/,  so  ist  DB'  =  x  -{-  a,  B'A  =  "i^a  —  x, 
daher 


y 


[x  +  a){^a  — 'ix) ,        x- + 


1  —4 


d.  h.  B  liegt  auf  der  Hyperbel,  von  der  die  Scheitel  D,  E,  das 
Centrum  F,  die  Excentricität  'i,  ein  Brennpunct  A,  und  eine 
Asymptote  FG,  wenn  das  Dreieck  FAG  gleichseitig.  Die  Hy- 
perbel hat  mit  dem  Kreis  den  Punct  D  und  noch  3  andre 
Puncte  gemein,  in  welchen  die  Bogen  ^D,  AD  AD,  AD  AD  AD 
nach  dem  Verhällniss  i    :  2  getheilt  werden. 


S.  "iij.     Ciiaiiliischo  Lösiuiii  <;iil)isrli('r  ii.  l(i'.]ii;i(Jia(isch('r  Pr()})lenic.      |;j<j 

14.  Wenn  der  Kreisbogen  AD  =  'iAB,  und  die  Gerade 
DT  den  Kreis  berührt,  dessen  Centrum  0,  so  ist  der  Winkel 
iBDT  =   BOD  =   2 AGB.      Daher    liaben    die  ^ 

von  den  Geraden  OB,  DB   und  die  von  den  Ge-  /^ — T 

raden    0/1,    D  7'  izehihlelen  Winkel  parallele  Hai-  /       ^\ff 

hircndc.      Daher     i<.  23.   lO)    liegt   der    Theilpunet       l^^ j 

B  des  Bogen  AD  auf  der  gleiehseitigen  Hyperbel, 
deren   Asyinplolen    mit   den   Halbirenden  jener   W^inkel    parallel 

sind,  und  welche  die  Gegenpuncle  D,  0  enthält.  Ghasles  Sect. 
eon.  37. 

15.  Hidd  nach  Erfindung  von  algebraischen  Lösungen  der 
cubischen  iiiid  Ititjuadratischeu  Gleichungen  für  eine  Unliekannte 
sind  die  Gleichungen  auch  höherer  Grade  nach  den  griechischen 
Muslern  graphisch  gelöst  worden.  Die  realen  Wurzeln  einer 
gegelienen  Gleichung  mnien  Grades  werden  nach  Zeichnung  von 
2  Linien,  deren  Gleichungen  der  Aufgabe  genügen,  einer  Linie 
;/iler  Ordnung  und  einer  Linie  n[er  Orcbumg,  dargestellt  durch 
die  Abscissen  (Ordinalen)  der  gemeinschaftlichen  Puncle  beider 
Linien.  Fermat  Opp.  p.  9,  Descartes  Geoni.  HL  Newton  Knume- 
ratio  Vn  und  Arithm.  univ.  p.  228,  Maci.ai  lux  Algebra  111.  3. 
Vergl.  Klügel  math.  W.   I   p.    LLI. 

Die  gegebene  Gleichung  wird  z.  B.  durch  die  Substitution 
ic"^  =  3/ ,  oder  x-  =  \  :  y ,  oder  x'^  =  y ,  u.  s.  w.  zu  einer 
Gleichung  für  x^  ?/,  der  Gleichung  einer  zu  zeichnenden  Linie. 
Die  Abscissen  der  endlichfernen  Pnncte,  welche  diese  Linie 
mit  der  gezeichneten  Ilnie  x'^  =  y  oder  x'-y  =  1  oder  x'^  =  y 
gemein  hat,  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung.  Die 
Gleichung  ax^'-  -\-  bx^^  -\-   .  .  =  0  kann  durch  das  System 

^^  =  y }      <^])^  +  hx'^iß  +  . .  =  0 

ersetzt  werden,  dessen  zweite  Gleichung  2ten  Grades  für  x  ist. 
Die  entsprechenden  Linien,  welche  3ter  und  oter  Ordnung 
sind ,  haben  :}  uneudlichferne  und  1 2  endlichferne  Puncle  ge- 
mein. 
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§.  26.    Linien  hülierer  Ordnung. 

1.  Wenn  der  Kreis  mit  dem  Centrum  B  und  dem  Dia- 
meter OA  und  seine  Tangente  an  .1  von  einer  durcli  O  gehen- 
den Geraden  in  M'  und  N  geschnitten  wird ,  und  wenn  auf 
derselben  Geraden  OP  =  M'N  gemacht  wird,  so  ist  P  ein 
Punct  einer  Gissoide  [v.io6og,  Epheu)  mit  der  Spitze  (cuspis) 
0  und  der  Axe  OA. 

Wenn  QQ,'  die  Normalprojection  der  PM'  auf  OA  ist,  so 
sind  die  Strecken  QQ'  und  OA  concentrisch  wie  die  Strecken 
PM'  und  OiV;  die  Mitte  der  PM'  hegt 
auf  dem  zu  OA  normalen  Radius  BC. 
Auf  der  Gissoide  liegen  die  Puncto  0,  C, 
sowie  der  Punct  P',  welchen  die  Ge- 
raden OM  und  Q'M'  gemein  haben, 
wenn  QM  die  der  Abscisse  OQ  ent- 
sprechende Kreis-Ordinate  ist.  Der  un- 
endlichferne Punct  der  Tangente  an  A 
ist  ein  Punct  der  Gissoide,  und  die  Tangente  eine  Asymptote 
dersell>en.  Die  Gissoide  besteht  aus  2  Zweigen,  welche  zu  OA 
synunetrisch  liegen  und  den  Punct  0  gemein  hai>en,  in  welchem 
sie  beide  von  OA  l)erührl  ^^  erden. 

Die  Winkel  AOP  nudAOP'  sind  coni|)lemenlär,  das  l*ro- 
duct  ihrer  Tangenten  ist  1,  also  QP  .  Q'P'  =  OQ  .  OQ',  und 
OQ^  =  QP  ,  QM.     I)a])ei  ist  OQ  .  QA  =  Q.U2,  folglich 

QA  :  QM  =  QM  :  OQ  =.   OQ  :  QP 

(1.  h.  QA,  QM,  OQ,  QP  l>ilden  eine  geometrische  Progression, 
ZNAischen  QA  und  QP  sind  QäI,  OQ  die  l)eiden  geometrischen 
Mittel,  so  dass  QM"^  :  OQ^  =  QA  :  QP  (§.  25,  1).  Wenn 
die  Gerade  BC  von  den  Geraden  AP,  OP  in  D,  E  geschnitten 
wird,  so  ist 

BE  :  OB  =   QP  :  OQ  =  OQ  :  Q3I 
BA  :  BD   =   QP  :  QA 


({  ß   ({• 


folgheh  BE^  :  BA^  =  BA  :  BD.    Zur   Mulliplicalion   des  Cuhus 
von  BA  mit  BA  :  BD  dient  die  Gerade  AD.  welche  die  Gissoide 


§.  26.    Linien  liölicrer  Oidnunji.  ■<  4  1 

in  P  schneidet,  und  die  Gerade  OP.  welche  BD  in  /J  schneidet. 
Paim-ls  III,  ö  und  VIII,  II. 

Die  polaren  Coordinaten  AÜP  =  ^,  OP  =  v  und  die 
recjitwinkeligen  Coordinaten  OQ  =  x,  QP  =  y  eines  Gissoiden- 
|)Uiicles  sind  unter  der  Voraussetzung  OA  =  a  durch  die 
(deiciiungen  verluuiden 

r  =  0]<!  —  0M  =  —     „  —  «  C0S.9-    =    a 

cos*  cosö^ 

)-2  =   a p,-     d.  i.     x^  +  v/2   =   — -'—     oder     iß   = 

rcos5^  X  ■  a  —  x 

Demnach  ist  die  Gissoide  eine  singulare  Linie  3ter  ürdnuna. 
deren  reale  Puncle  den  zwischen  0  und  a  liegenden  x  ent- 
sprechen. Auf  der  Gissoide  liegen  die  unendlichfernen  Kreis- 
puncte. 

Auf  der  Axe  OA  mache  man  FO  =  \a  und  FBG  ^  OAN, 
so  ist  GNP  ^  BOM',  GP  =  \a  und  der  Winkel  FGP  =  JS'PG 
=  GNP  =  AOP.  Wenn  nun  P  die  Mitte  von  GH,  so  ist 
FGH  ^  NOA,  der  Winkel  GBF  rechi.  Um  dies  analytisch 
zu  bew  eisen ,  benutzt  mau  die  Goordinaten  FK  und  KH.  II L 
und  LP  der  Strecken  F77,  //P,  so  dass  HLQK  ein  Rectangel 
ist.      Dann  hat  man 

y-[a  —  x)   =  x^  ,        y^ ax  —  x'^  ^  x'^ 

{\  a  +  x){\a  —  x)+  y^d'-e  —  ^-"^  =  i«^ 

la  +  x  =  FQ ,        ia  —  x=QB  =  KQ 

ax  —  x^   =   1  «2  _  ( 1  a  —  xy-  =  LP^ 

FQ  .  KQ  +  QF .  LP  =  HP^  =  HL'i  +  LP^  =  KQ^  +  LP^ 

{FQ  —  KQ)KQ  +  {QP—  LP)LP  =   0 
FK  .KQ  +  QL.LP  =  ü     d.  i.     FK .  HL  +  KH.LP  =  0 

folglich  (§.  15,  %   ist  FII  normal  zu  IIP.    Vergl.  unten  ^3;. 

Die  Gissoide  war  den  griechischen  Mathematikern  des  2ten 
Jahrh.  v.  Ghr.  bekannt ;  als  Erlinder  derselben  w  ird  Diocles  ge- 
nannt von  EuTOciLS ,  einem  Gommentator  im  Anfang  des  6ten 
.lahrh.  n.  Glu".  Reimer  hist.  du])licationis  cuhi  1798  p.  174.  KlCgel 
malh.  W.  I  p.  434. 
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3.  Wenn  von  einem  rechten  Winkel  der  eine  Schenkel 
durch  den  gegel)enen  Punct  F  geht ,  und  der  andere  HG  von 
gegebener  Länge  auf  einer  gegebenen  Geraden  endigt,  so  liegt 
der  Punct  P,  welcher  HG  nach  gegebenem  Verhältniss  theilt. 
auf  einer  l>estimmten  Linie  4ter  Ordnung. 

Von  dem  gegebenen  Punct  F  hat  die 
gegebene  Gerade  die  Distanz  FB.  In  den 
Richtungen  FB  und  BG  haben  BP,  FH, 
GP  die  Coordinaten  BCi  und  QP,  PA' und 
KH  =  (XL,  JP=  BQ.  und  GJ.  Weil 
J^    i  FH  normal  ist  zu    GP.  so  ist  (§.  \'6,  2^ 

QL.GJ+FK.BQ  =  i»   d.i.   {QP--LP)GJ +  {FB  +  BQ  —  KQ)BQ  =  0 

und  nach  der  Voraussetzung 

HP  :  GP  =  KQ  :  BQ  =  LP  :  GJ  =  n 

Wenn   nun  B(.l  =^  x,    QP  ^  y,    FB  =  a,    GP  =  c.   mithin 
(?,72  =  f.2  —  a-2,  so  ist 

yy^c^  — ■  x^  —  ^i{c'^  —  x^)  +  («  +  X  —  nx)x  =  0 
nc"^  —  ax  —  x^ 


y  c2  —  a!2 

Die  Linie  der  Puucte  P  besteht  aus  2  Zweigen,  welche  zu  der 
Geraden  FB  synuuetrisch  liegen,  entsprecht'ud  den  zwischen 
—  c  und  c  liegenden  x.  Auf  ihr  liegen  die  unendlichfernen 
Kreispuncte.  Ein  Zweig  hat  mit  der  Geraden  FB  die  Puncte 
y  =  0,  HC-  —  ax  —  x'^  =  0  gemein,  Doppelpuncte  der  Linie, 
die  bei  positivem  n  unbedingt  real  sind.  Den  Abscissen  — c 
und  c  entsprechen  im  Allgemeinen  unendliche  Ordinaten,  Asyra- 
])toten  des  Zweiges. 

3.  Wenn  aber  «c^  —  ax  —  x-  =  [c  -h  x]  [nc  —  x)  bei 
allen  x,  d.  h.  (I  —  n)c  =  a,  GH  =  FB,  so  besteht  die  Linie 
4ter  Ordnung  aus  der  Geraden  c  +  x  =  0  und  der  Linie  3ter 
Ordnung 

^         (c  +  x]{nc  —  a;)2 


§.  20.     Linien  liöherer  Ordnuns:.  \  13 

Bei  n  =  —  1    isl   /'  die  Milte  der  7/(7.   c  =  Ui,   und 


^''  -  a-ila 


X) 


d.  h.  die  Lini(>  3ter  Oi-(lnung  ist  eine  Gissoide,  deren  Spitze  die 
Mitte  von  FD.  .luf  deren  A\e  =  FB  ist.  Die  Conslriielion 
der  Cissoide  durcli  einen  reclilen  Winkel  isl  von  Nkwto.n  er- 
l'undcM  worden.     Aiilli.  imi\.  j).  l:{0   und  231. 

Bei  n  =  0,  r  =  «,  liilll  P  auf//.  Die  Linie  3ler  Ordnung 
geht  durch  F  und  B  (üo[)pelpunel),  und  hat  die  Asjniplole 
X  =  a.  Auf  einer  dureii  /•"'  gezogenen  (leraden  liegen  2  Puncle 
Hj  II'  der  Linie  3ter  ürchning  und  der  Funct  M  der  Geraden 
BG,  so  dass  die  Dreiecke  FUG,  FH'G\  FBM  gleich  und 
ähnlich,  die  Strecken  HM,  H'M,  BM  von  gleicher  Länge  sind. 
Diese  Linie,  welche  dadurch  construii't  werden  kann,  dass  man 
um  jedes  Gentruni  M  den  Kreis  mit  dem  Radius  MB  zieht,  ist 
eine  Strophoide  genannt  worden.    Bkiot-Boiqiet  Geom.  aual.  27. 


4.  Wenn  auf  einer  Geraden,  die  den 
gegebenen  Punct  D  enthält,  und  eine  ge- 
gebene (jerade  in  i\^  schneidet,  die  Strecke 
NP  oder  PN  die  gegebene  Länge  b  hat, 
so  ist  P  ein  Punct  einer  Conchoide 
(>coy;^jy,  Muschel).  Vergl.  §.  25.  2,  IV.  Die 
gegebene  Gerade  (Basis)  hat  von  D  (Pol) 
die  Distanz  DE  =  a,  und  DP  hat  auf 
DE  die  Normalprojection  DQ,  so  dass 
EDP=xt,  DP  =  r  die  polaren,  DQ  =  x, 
QP  =  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
des  P  sind.     Dann  ist 


T.       H 


DP^XP  =   DN,        {r  —  b)cosd-  =  a 


DF  _  NP  r   _        b 

DQ  ~  EQ  X  ~  X  —  a 


oder     (a;2  +  y2)(.T  — a)2  — 62a;2 


{x  —  a  4-  fe)(ö  +  Z>  —_x)x^ 
{x  —  a)2 
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Daher  ist  die  Conehoide  eine  Linie  4ter  Ordnung,  und  be- 
steht aus  2  Theilen,  welche  symmetrisch  7a\  der  Geraden  DE 
hegen,  entsprechend  den  zwischen  a  —  b  und  a  -i-  b  hegenden 
X.  Jeder  Theil  hat  zwei  Zweige,  getrennt  durch  die  gegebene 
Basis  Ei\^,  eine  Asymptote  der  Conehoide  (Tangente  an  ihrer 
unendUchfernen  Spitze).  Auf  der  Conehoide  hegen  der  Pol  D, 
ein  üoppelpunct  derselben,  und  die  unendlichfernen  Kreispuncle. 
Die  Gestalt  der  Conehoide  ist  von  dem  Verhältniss  b  :  a  ab- 
hängig. 

Die  Conehoide  ist  von  Nicomedes  (nach  Eratosthenes  und 
vor  Geminis  im  2ten  Jahrh.  v,  Chr.)  erfunden  worden.  Reimer 
a.  a.  ü.     Kligel  math.  W.  1  p.  530. 

5.  Die  gegebene  Gerade  wurde  im  ITlen  Jahrh.  durch  eine 
andere  gegebene  Linie  ersetzt.  Wenn  z.  B.  statt  der  Geraden 
der  Kreis  gegeben  wird,  dessen  Diameter  DE  und  dessen  Chorde 
DX  ist.  so  erhalt  man 


DP—DN=h,         r  —  acos9  =  b,         {)-^  —  ax^ 


Jj2y2 


(1.  Ii.  P  liegt  auf  einer  Linie  4ter  Ordnung,  welcher  Roberval 
den  Namen  limacon  de  Pascal  gegeben  hat.  Klügel  math. 
W.  I  p.  543.  Wenn  insbesondere  &  ^  «,  so  ist  r  =  a  (1  -i-  coS'&) 
die  Gleichung  einer  Linie  4ter  Ordnung,  welche  im  I8ten  Jahrh. 
Cardioide  {/.ccQÖia,  Herz)  genannt  worden  ist  und  zu  den 
Epicycloiden,  sowie  zu  den  Catacaustiken  gehört.  Klügel  math. 
W.  I  p.  396. 

Wenn  die  Kreisbogen  AB.  BC,  CD  gleich  sind,   0  und  A 
Gegenpuncte,    und  wenn  auf  den  Geraden    OA,   OB.    OC^   OD 

die  Strecken  A'A  und  AA",  .  .  ,  DD 
und  DD"  je  einem  Radius  gleich  sind, 
so  ist  A'B  mit  C'C  und  CC"  par- 
allel und  gleich,  folglich  A'C  parallel, 
A'C"  normal  zu  der  Chorde  BC  oder 
AD.  Um  den  Theilpunct  C  des  Bogen 
AD  zu  finden,  zeichnet  man  die  Car- 
dioide A'D'  .  .  A"D".  Die  Parallele  der  ^  D  durch  yl' schneidet 
den  Zweig  A'D'  in  C .   und  die  Normale  dev  AD  durch  A'  den 
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Zwoiii  A"D"  in  C"  so,  dass  die  (Jcrade  OC  odfr  OC"  (k-ii 
Bogen   AD  nach   dem   Verliiillniss    2   llieill. 

C,  Wenn  in  Hezuir  aul'  die  gcsel)enen  l^nnele  F,  G  die 
Summe  oder  die  DilVerenz  der  Veetoren  Fi',  GP  einen  gegebe- 
nen Beirag  hat.  so  ist  P  als  Punct  einer  Ellipse  oder  einer  Hy- 
perbel delinirl.  Ebenso  wird  P  als  Pvnict  einer  Cartesi  sehen 
Ovale  definirt ,  \Nenn  eine  gegel)ene  lineare  l'orni  der  beiden 
Vecloren  einen  gegebenen  Betrag  hat.  Diese  Linie,  welche  bei 
diopl fischen  Aufgaben  sich  ergab  (Dkscvrtks  (leom.  II),  ist  iter 
Ordnung.  Klkjki.  iiialli.  \\  .  I  ]>.  ~i-'ü  und  :{  p.  707.  Ciiaslks 
Ap.  bist.  \ote  :>!. 

Von  derselben  Ordnung  ist  die  Linie,  auf  welcher  J'  liegt, 
wenn  das  Produet  der  l)eiden  Veetoren  einen  gegebenen  Betrag 
hat.  CJiov.  Dom.  Cassini,  Astronom  am  Hofe  Louis  XIV.,  wollte 
diese  Linie  an  die  Stelle  der  Ellipse  als  Planetenbahn  setzen 
(De  l'origine  et  du  progres  de  l'astronomie.  Anc.  Mein,  de  Paris 
t.  8  p.  42),  als  Newton  seine  Principia  eben  vollendet  hatte. 
Encyclopedie  art.  Ellipse  de  Cassini.  Wenn  0  die  Mitte  der 
FG  =  2e,  GOP  =  i^,  OP  =  r,  so  ist  für  die  CASsiNrsche 
Linie 

FP.  GP  =   6-2 ,       (r2  +  e2  _  2er  cos^)(>-2  +  e'i  +  2er  cos»)   =   c* 
r*  —  2e2?-2  cos 2»  =   c*  —  e* 

Wenn  r  auf  FG  und  auf  die  Xurniale  derselben  die  Norinal- 
projectionen  x,  y  hat.  so   ist 

(a;2 +  »/2)2  _2e2(a72_y2)   =  c^  —  eA 

Diese  Linie,  für  welche  die  Geraden  ?/  =  0  und  a-  =  0  Axen 
sind,  besteht  aus  einer  Ovale  oder  aus  i  getrennten  Ovalen,  je 
nachdem  e  :  c  weniger  oder  mehr  als  I  ist.  In  dem  besondern 
Fall  e  =  c 

,•2    =    2c2cos2&,         (:c2  4-  2/2)2    =    2c2(a;2  —  ?/2) 

ist  das  Centrum  O  ein  Doppelpunct  der  Linie,  welche  Jac. 
Bernoulli  1694  betrachtet  und  wegen  ihrer  (lestalt  Lemniscata 
{Xrii.ivlo/.og,  Schlinge)   genannt  hat.     Klügel  math.  W.  3  p.  441. 

Baltzer,  aual.  Geoui.  Jq 
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Eine  Gorrelation  der  Lemniscate  und  der  gleichseitigen  Hyperbel 
ist  von  Magnus  Aufgaben  1  p.  286  aufgestellt  worden.  DAukest 
hat  1854  bemerkt  (Astronom.  Nachrichten  t.  38  p,  199  ,  dass 
man  eine  Cassinische  Linie  erhält,  wenn  man  den  Schnitt  einer 
Kugel  und  eines  Rotationscylinders  auf  eine  bestimmte  Ebene 
durch  Normalen  derselben  projicirt.  Auf  der  Ebene  eines  Cy- 
linderkreises  liegt  ein  Kugelkreis;  mit  der  Geraden  ihrer  Centren 
parallel  sind  die  Projicirenden.  zu  welchen  die  Ebene  der  Pro- 
jection  normal  steht. 


/liT 


3 

\ 

F' 


S 


7.  Wenn  die  Ghorde  PQ  der  Cassi- 
nischen  Linie  durch  die  llalbirenden  der 
Winkel  QFP,  QGP  und  der  Nebenwinkel 
in  K',  L'  und  in  A',  L  getheill  wird,  so  ist 
(Planim.  §.  8,  6) 

PK  :  QK  =  PK'  :  K'Q  =  FP  :  FQ 
QL  :  PL  =  QI/  :  L'P  =  GQ  :  GP 


Nun  ist  FP.GP=  F(l.  GQ 


folulich 


PK  :  QK  =   QL   :  PL.        PK  =  LQ 
PK' :  K'Q  =   QL' :  L'P,       K' P  =  QL' 

d.  h.  die   Strecken    KL,   K' L'  sind   mit  PQ 
concentrisch. 

Wenn  Q  dem  P  hinreichend  nahe  isl, 
so  sind  mit  beliebig  kleinen  Fehlern  die 
Winkel  PFK,  LGP  recht,  die  Strecken  PA'. 
IjP  gleich,  und  die  Gerade  PAT  Tangente 
der  Cassinischen  Linie  an  P.  Wenn  daher 
die  Normale  der  FP  durch  F  von  den  Nor- 
malen der  GF  durch  G  und  P  in  II  und 
J  geschnitten  wird,  und  auf  derselben  JK  =  JIJ,  so  ist  PK 
die  gesuchte  Tangente.     Steinkr  Grelle  J.  14  ]).  80. 


^^ 


8.  Auf  den  Geraden  x,  y,  die  den  Punct  0  gemein  liaben. 
liegen  die  Strecken  AB,  CD]  der  Punct  P  hat  die  mit  ;r,  ?/ 
parallelen  Goordinaten    OQ  =  a-,    (IP  =  ?/;   die  Strecken  AP, 
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BP,   CP,   DP  liegen    .iiil    den    (ieniden    n.   b,    c.    <h      D.iiin    isl 

(§.  12,  4) 

A  P  .  li  1'  sin  nh   ==    2  yl  ß P  =    yl  /^'  .  y  sin  .r// 

r;/'.  />y'sin«?   =   ICDP  =   6'7>  ..rsin/y.r 

AP  .  B  P  (CS  «/^   =   n ,         C  P  .  I)  P  cos  cd  =   v 

COlrtft     =     -T-^ : C  Ol  (Ic    =      TT^r- : 

Ali  .  y  sin  ic//  LD  .  x  sin r/v/ 

und   (§.  17,  1) 

v^  =   AQ  .  BQ  +  QP^  +  {AQ  +  BQ)QPco<.xy 

=  OPi  -  {OA  +  OB){x  +  y  cos.r//)  +  OA  .  OB 
r  =    OPi  —  [OC  +  OT))[x  cosa;//  +  y)  +  OC  .01) 

oder,   wenn  Aß  =  a,   CD  =  b,    () A  =  a\    ÜC=b'.    ()P  =  r, 

u   =  •?'2  —  [a  +  2«')(.r  +  y  cosrr/y)  +  («  +  a')a' 
V    =    r2  —  (fc  4-  ■lh')[x  co>ixy  +  y)  +  {h  +  h')h' 

Wenn  nun  die  gegebenen  Strecken  AB,  DC  aus  P  be- 
trachlel  gleiche  scheinbare  Grösse  lia])en,  de  =  ab,  die  Kreis- 
bogen ABB  und  DCP  ähnHch  und  eines  Sinnes,  so  isl 
ayv  —  bxN  =  0.    d.  i. 

{(11/  —  bx)r^  +  (rt  +  2a')bx~  —  {b  +  2b')ay'^  +  2  {a'b  —  a'b)xy  cosa:// 
+  {b  +  b')ab'y  —  {a  +  a')a'bx  =  0 

Der  Puncl  P  liegt  auf  einer  bestimmten  Linie  3ler  Or(biung, 
welche  die  Puncte  {y  =  0)  0,  A,  B  und  [x  =  0]  C,  I),  die 
unendlichfernen  Kreispuncte  und  den  unendlichfernen  Punct  dei- 
Geraden  AE  enlhiill,  wenn  BE  mit  CD  parallel  und  gleich. 

9.  \\'enn  A  und  C  auf  0  fallen  (('=0,  5'=  0)  so 
liegen  BP  und  DP  symmetrisch  zu  der  Geraden  Ol',  und  BP 
isl  derjt'nige  Strahl  des  B.  welcher  von  der  Geraden  OP  in  die 
i\ii'hlung  DP  refleclirt  \\ird.     Dann  ist 

[ay  —  bx)  )-2  —  rti(y/2  —  x-i)  =  0 

IvLiGEi.  math.  \V.  :i  j).  700.  Magnus  Aufg.  I  p.  265.  Der  Punct 
0  ist  ein  DoppelpuncI  der  Linie  mit  den  Tangenten  y'~  —  x-  =  0, 

ItJ* 
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welche  den  Winkel  xy  und  den  Nebenwinkel  haibiren.  Die 
Gerade  ay  —  bx  ^=  a/n  hat  mit  der  Linie  melir  als  einen  un- 
endlichfernen Punct  gemein  und  ist  eine  Asyujptole  der  Linie, 
wenn  nach  Elimination  von  y  eine  Gleichung  fllr  x  l)leil)t .  in 
der  die  Coefficienten  von  x^,  x-  null  sind ,  also  unter  der  Be- 
dingung 

afji[d^  +  Z)2  +  -Iah  cos-r//)  —  ah{h'-  — ■  «'-)   =  0 

Nun  ist  a~ -\-  b-  -{-  iabcosxy  =  OE-,  und  N\emi  F  die  Nor- 
malprojection  des  B  auf  OE,  so  ist 

h'i  —  a^  =  FE-^^OF-i  =  0E[0E—10F)  =  OE.OG 
f^   .   b  =  OG  :  OE 

Die  durch  G  geluMuk'  Pai'allele  der  x  scluiei(k't  y  in  //  so,  dass 
1.1  =  OH.  und  die  durch  //  gehende  Parallele  dei-  OE  ist  die 
Asymptote. 

W'emi  insbesondere  6  =  a,  so  ist  //  =  U,  und  die  Linie 
{i/  —  x){r'^  —  ai/  —  ax)  =   0 
besteht   aus  dem  Kreis   OBD  und  der  fieraden   OE. 

10.  Wenn  ein  Strahl  des  B  den  um  0  mit  dem  Radius 
c  l)eschriebenen  Kreis  in  P  tritt! .  und  \on  (Kmu  Kreis  in  die 
Gerade  DP  rettectirt  wird,  so  ist   (9) 

( a;i  —  hx  )c^  —  ab(  iß  —  a,-2 )   =   0 

d.  h.  der  Incidenzpunct  P  liegt  auf  der  Hyix-rhel  mit  dem  Punct 
0  und  den  Punclen  i?',  D' ,  welche  OB.  OD  so  Iheilen,  dass 
OB  .  OB'  =  OD  .  OD'  =  c2.  Das  Centrum  ist  \OB'\\OD', 
die  Asymptoten  sind  mit  den  Halbirenden  des  Winkels  xy  und 
des  Nebenwinkels  parallel.  Mit  dem  Kreis  hat  die  Hyperl)el 
4  Puncte  jP  gemein.  Dieses  bi(juadratisclie  Problem  der  Gatoptrik 
findet  sich  gelöst  bei  Aliiazen  (Mtes  .lahrh.  üpt.  V,  39,  Vitello 
(Utes  Jahrh.)   Üpt.  VI,  22,  Hlygens  Üpp.  varia  p.  759. 
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S.  '^7.    Transscendento  Linien. 

1.      AVemi     der     Krois(|iiii(li-aiit    Ali    iiiil     dorn    (loiilnim    O 

von    dem   Puncl  -L,    und    der    Kadiiis    OB   von    dem    l'nnct    ^/ 

gleichzeitig  und  gleichförmig  durchlaufen  wird,  d.  h.  OJ/  :  OB 

=  AL  :  AB.    und    wenn    M  durch    die 

Parallele  der  OA  auf  OL  nach  P  projicirl 

wird,  so  l)eschreil)l  der  Puncl  P,  dessen 

Ordinale   QP  =  ij    niil   OM  parallel  und 

gleich,    mithin    dci'    Anomalie  AOL  =  ^ 

proj)ortional  ist.  eine  Quadra trix  [reroa- 

yiovi'Coioa).     Durch   Halbirunü    des  Ona- 

\       '  ,  '  "  0    (IC  J^ 

dranlen^5  und  des  Radius  O/?  \uul  durch 

Halbirung  ihrer  Theile  findet  man  beliebig  viel  Puncte  L,  M,  P. 
Diese  Linie  ist  von  Deixostrati  s ,  Bruder  von  Mexaechmis,  er- 
funden worden  nach  Pappis  IV.  25.  Die  Angabe  des  späteren 
Connuentalor  Proclis.  dass  IIu'pias  von  Elis,  Zeitgenosse  von 
SocRATEs .  der  Krfmder  ge\^esen  sei.  wird  nach  Rejmer  für  un- 
richtig gehalten. 

Wenn  OA  =  </,   00  =  a,',  so  ist  AL  =  a^,  AB  =  \nn^ 

7t    ti 

if  :  S^  ^  a  :  hTi  =  c ,        X  =  1/  cot&  =  c9-  cot 9-  =   y  cot^    - 

Daher  sind  x.  y  durch  eine  transscendente  Gleichung  verbun- 
den, und  die  Quadralrix  ist  eine  transscendente  Linie.  Bei 
^  =  0  ist  ^  col^  =  1  (Trigon.  §.  3,  10),  rr  =  c,  der  Punct 
P  fallt  auf  den  Scheitel  C  der  Quadralrix.  Zufolge  der 
Gleichungen 

AL  =  -y  OAL  =  ^v 

sind  der  Bogen  niul  der  Sector  des  Kreises  proportional  der 
Ordinate  der  Quadralrix;  durch  Theilung  der  Ordinate  nach 
gegebenem  Verhältniss  werden  der  Sector  und  der  Bogen  nach 
demselben  Verhältniss  getheilt.  Daher  der  Gebrauch  und  der 
Name  der  Linie. 
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Die  Onadnitrix  eiilhäll  den  Punct  B.  Wenn  AL  ein  Halb- 
kreis, so  ist  OM  ein  Dianieter,  und  P  unendlichfern  auf  der 
dureh  M  gehenden  Parallele  der  OA.  Wenn  LL'  ein  Halbkreis, 
so  ist  mm'  ein  Dianieter,  und  P'  liegt  auf  der  (hireh  J/'  gehen- 
den Parallele  der  0.1,  u.  s.  w.  Die  Quadratri-x  iiat  unendlich- 
viel  Zweige  mit  den  Asyniplolen  3/  i==  2a,  i«,  .  ,  ..  Der  unend- 
liehferne  Punct  der  OA  ist  ein  unendlichfacher  Puncl  der  Linie. 
Wenn  i}  das  Zeichen  wechselt,  so  wechseil  //  das  Zeichen,  x 
bleibt  unverändert;  also  liegl  die  Quadralrix  syinnielrisch  zu 
ihrer  Axe  OC.  Diu'ch  Diüerentialrechnung  findet  man,  dass 
die  Scheilellangenle  mit  OB  parallel  ist  und  die  Ulirigen  Zweige 
in  ihren  Wendepuncten  schneidet. 

Die  Ouadralrix  kann  als  Nornialprojeclion  eines  Plan- 
schniltes  von  Schraubenüachen  erhallen  ^\ erden.  Paitls  IV, 
28  und  29. 

'Z.  Wenn  man  (>M  auf  di(>  durcii  L  gehende  Parallele  der 
OB  normal  projieirt  nach  Q,P,  so  beschreibt  F  eine  von 
TscHiRMiAi SEN  Mcdiciua  nienlis   1687  p.  Mi  definirte  Quadralrix, 

für  welche 

X  =  OL  cüsö^,     //  =  f9^ 

unler  der  Bedingung,  dass  OL  eine  gegebene  Function  von  i)^ 
ist,  also  L  auf  einer  gegebeneu  Linie  liegt.     Wenn  insbesondere 

OL  ^=^  a,  so  ist 

n   II 

X  =   a  cos—  — 

2   rt 

Die  Linie  gehl  zwischen  den  (ieraden  x  =  a  und  a;  =  —  a 
unendliehvielmal  hin  und  her,  und  liegl  syinnielrisch  zu  den 
Geraden  tj  =  0,  i«,  ... 

Dieselbe  Gestalt  hat  die  Linie  y  =  sinx-  oder  x  =  arc  sin*/, 
^  welche  die  Puncte  0|0,  |7f|1,  n\^.  Ifrl— 1,  27i|0,  ..  enthält, 
unter  denen  der  lle,  3le,  ..  Centren  der  Linie  sind.  Die  Ge- 
raden y  =  \  und  7/  =  —  I  l)erilhren  die  Linie  in  unendlich- 
viel  Puncten. 

Die  Linie  y  =  tanga'  oder  x  =  arc  lang?/  enthält  die 
Puncte  — |7r|  —  ao  ,  — \n\ —  I,  OiO,  :fiT|l,  ^71  ac  ,  u.  s.  w., 
unter  denen  OiO,  tt  0,  ..   Centren  der  Linie  sind. 


,^.27.     Tiiiiissiciiilentc   Litiieii.  lö) 

Die  l.iiiio  ;//  ==  a^  oder  *  =  h/  :  I«.  welche  cliher  eine 
log  iiri  I  liiiiisclie  Linie  heissl .  entliiill  die  Puiicle  Ol.  I'a, 
2trt-,  ...  Die  Ordinalen  r;^',  a*"^^^,  a^'^'-'^  bilden  eine  geo- 
nietriselie  Progression.  Das  geonjetriselie  Millel  zwisclien  dcui 
Ordinalen  a''  nnd  (~-''  isl  I.  I>ei  iu'gali\er  Ahseisse  ist  di(^ 
Ordinale  kleiner  als  I:  die  Linie  enlhiill  iXi^'w  l'und  — x  0, 
die  (ierade  //  =  0   isl  ihre  Asyni[)lole.  , 

Aus  den  s\  ninielrisch  zu  der  Geraden  x  =  0  lieL-eiiden 
Linien  //  =  ac'^  und   i/  =  a^     ^   Itildel    man   die   Linie 

//  =^   i«(ß"^  +  ß~')   =  "  cos  ix 

niil  dem  Seheil el  0  a  und  der  A\e  a?  =  U.  Wenn  OQ  =  x, 
QP,  =  ae/\  QF^  =  ai^-^,  und  F  die  Mille  der  F^F.,,  so  isl 
QP  =  //.  Diese  Linie  isl  die  Gleiehgewiehlshiiur  eines  bieg- 
samen aber  nicht  dehnbaren  Fadens  Kelle  .  der  in  2  Pnnelen 
befestigt,  von  seinem  Gewicht  in  der  Kiclitung  der  negativen 
Ordinalen  gespannt  wird,  nnd  heissl  eine  Kettenlinie,  cale- 
naria.     .I.vc.  Berxollli.   Leib.m/,  u.  A.  1691. 

o.  Wenn  die  gegel)enen  Geraden  x,  y  den  Puncl  O  ent- 
halten und  der  Winkel  xy  recht  ist.  wenn  OA  =  a,  AB  =  b, 
BC  =  c  gegebene  Strecken  der  Geraden  u.  t\  ic  sind,  so  ün- 
del  tiian  die  mit  x,  jj  parallelen  Coordinaten  der  Strecke  OQ 
oder  des  Punctes  C 

.     X  =   Oleosa»   +  AB  ^:u->xv  +  BCco^^xiv 

y   =   OAvositif    +  AB  co^ri/   +  BCcosuu/ 

==   OA^lnxK    +  AB  s'mxi-    +  BCs'mxw 

\\'enji  nun  «,   v,   ic  gleichförmig  sich  drehn,   d.  h. 

XU  =  a  +  '/.t,       XV  =  /?  +  ixt ,      xic  =  Y  +  »^ 

so  ])ewegeu  sich  gleichförmig  A  auf  einem  Kreis  um  Ü.  B  auf 
einem  bewegten  Kreis  um  A,  C  auf  einem  bewegten  Kreis  um 
ß.  Die  Bewegung  des  C  ist  aus  den  gleichförmigen  Kreisbe- 
wegungen des  A  und  B  eomponirt;  jedem  t  entspricht  ein 
Puncl  xy.    Die  Kreise,  deren  Cenlren  auf  Kreisen  sich  bewegen, 
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lieissen  Epicyclen,  die  von  C  beschriebene  Linie  heissl  eine 
Epicycloide  (im  weitern  Sinne).  Die  Coordinaten  x,  y  sind 
trigonouielrisehe  Fnnclioncn  von  t  (Foi  lUERsche  Reihen).  Bei 
hinreichendviel  Gliedern  kann  die  Epicycloide  jede  gegebene 
Fignr  mil  beliebig  kleinen  Abweichungen  erhalten;  bei  2  Glie- 
dern kann  sie  eine  Ellipse  sein.  Möbius  Mechanik  des  Himmels 
1843  p.  V  und  16  ff.  Wenn  z.  B.  a  =  0,  /:?  =  0,  A -i- ^<  =.  0, 
so  ist 

a;  =   (rt  +  h)i-os).t,      y  =  {a  —  &)  sinAi 


a?2  ^2         


Bei  b  =  a  fallt   di(^   Ellipse   mit   ihrer  grossen  Axe  zusammen. 
Ueberhaupt  ist  unter  der  Voraussetzung  «^  ^^  —  1 

X  +  ii/  =  OÄ.  e'-"'  +  AB  .  €'••'■='■'  +  BC.e'-^'" 

AVenn  dabei  X.  //.  r  commensurabel  sind,  so  ist  die  Epicycloide 
nicht  transscendent .  sondern  algebraisch.  Denn  A,  //,  r  ver- 
halten sich  wie  die  ganzen  Zahlen  /,  m,  n,  und  durch  die  Sub- 
stitution A  =  Ik ,  fi  =  mfCj  V  =  7ik ,  c''''^  =  z  erhiill  man  die 
Gleichungen 

X  +  i>,  =  fz^'       +  gz'"       +  hz" 

X  —  iij  =  f'z~'  +  g'z~"^  +  h'z~*'' 

aus  welchen  durch  Elimination  von  z  eine  algebraische  Gleichung 
für  ,»•,  y  gefunden  wird  ohne  i,  weil  das  System  bei  der  Ver- 
tauschung von  /  mit  — i  unverändert  bleibt. 

Die  Com[)osition  von  Bewegungen,  insl)esondre  die  Dar- 
stellung einer  gegebenen  Bewegung  (einer  Planetenbewegung) 
durch  Composition  von  gleichförmigen  Kreisbewegungen  ist  ein 
Problem ,  dessen  Lösung  die  Mathematiker  der  Platonischen 
Schule,  namentlich  Eudoxls,  und  die  Alexandrinischen  Astro- 
nomen mit  Erfolg  unternommen  haben.  Die  Verwerlhung  dieser 
Methode  in  der  neuern  Astronomie  hat  Möbii;s  in  dem  genannten 
Werk  gezeigt. 

4.  Wenn  um  den  Punct  0  eine  Gerade  gleichförmig  sich 
dreht,  und  auf  der  Geraden  von  0  aus  der  Punct  F  gleichförmig 
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forlschreitel ,    so   heschreil>t    iM-iiie   Archimedische  Spirale 

[eh^).     Der  Veclor  OF  =  r   isl   der  Anomalie  ^  proj)orUonaL 

r  =  ad-.     \V(Min    die  Linie    den  Punct    />'r  enthalt,    so   enthält 

sie  die   Punele  Xlh\kr   lili'  alle   /.      Sie  eiilliJiU  den 

Puncl    B    [^7i\^7ia)  ,    und   auf    der    Geraden    OF 

die  Punete  P',   wenn    OF' =  OF  +  ifc  .  OB  für 

ganze    k.      Die   Punete    ^  r    und    — 1^|  —  r    d.  i. 

7t  —  d-\r    liegen     symmetrisch    zu    der    Geraden 

OB  [0-  =  ^n)  ,    welche    die  Axe  der  S])irale  ist. 

Der    Punct   0    ist    der    Scheitel    der   Spirale,    die 

übrigen    auf   dei-   Axe   liegenden   Punete  der  Spirale  B,  .  .  sii\d 

Doppelpunete  derselben. 

Diese  Spirale  ist  von  ARr.iiiMEni:s  erfunden,  der  in  einer  be- 
sondern Schrift  ihre  Eigenscliaften  entwickelt  lial.  Die  von 
Pappus  IV,  19  gemachte  Angabe,  dass  Conox  der  l'lrfinder  sei, 
ist  uiu-ichlig;  Archimkdes  hatte  seinem  Freund  Coxon  Satze  über 
die  S[)irale  ohne  Beweis  zugeschickt,  und  Coxox  ist  gestorben, 
bevor  er  die  Sülze  bewiesen  hatte. 

5.  Im  17,  und  18.  .Tahrh.  sind  andre  Spiralen  betrachtet 
worden.  Die  Spirale  rd^  =  a  hcisst  hyperbolisch  wegen  der 
Form  der  Gleichung  (§.  23,  10).  Der  Kreisbogen  mit  dem 
Radius  r  und  dem  Centriwinkel  x^  hat  constante  Länge.  Weil 
)/  =  r  sin^  =  a  sin i9-  :  0-,  so  ist  y  ^  a  bei  i9-  =  0,  r  =  oo  , 
iMid  die  Gerade  y  =  a  eine  Asymjitole  der  Linie.  Bei  3-  =  oc 
ist  r  =  0,  imd  der  Nullpunct  asymptotisch,  d.  h.  nach  unend- 
lichviel  immer  engern  Windungen  erreichbar. 

Die  Spirale  r-  =  2pi^,  welche  parabolisch  heissl.  ent- 
hält den  Nullpunct,  der  ihr  Centrum  ist,  und  umläuft  denselben 
in  immer  weiteren  Windungen. 

Die  Spirale  r-3  =  a  heisst  ein  Li  t  uns  (Gotes  Harm,  men- 
surarum  1722  p.  85).  Der  Kreisseetor  mit  dem  Hadius  r  und  dem 
Centriwinkel  ^  hat  constante  Fläche.  Weil  y-  =  asin^^  :  ,;>, 
so  ist  1/  =  0  bei  ^  =  0,  r'^  =  r> ,  und  die  Gerade  ^9^  =  0 
eine  Asymptote  der  Linie;  y^  erreicht  ein  Maximum;  der  Null- 
punct ist  das  Centrum  und  ein  asymptotischer  Punct  der  Linie. 
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Die  Spirille  r  =  c^  '  ^*  oder  D  =  a\i\  wclciie  losarith- 
misch  heissl ,  enlliiill  don  Puncl  0  1.  und  luaclil  von  da  an 
l^ei  waciisenden  i)-  iinnier  weiUn'o.  hei  iallendcn  .V  iinnier  engere 
Windunueu  um  den  Xidlpuiicl.  Wenn  d-  das  arillnnclisclie 
Mille!  der  V^  und  l^.^.  so  isl  r  das  geomelrisciic  Millel  der  r^ 
mul  r.^ ;  aus  2  Puncten  der  Si)irale  kann  man  einen  drillen 
Puncl  derselben  eonslruiren. 

Vergl.  Klugkl  math.  W.  IV  p.  409  fl'. 

6.  Weim  aul'  der  iieL:ei)enen  J.inic  [A]  die  ueirebene  Linie 
[B]  rolll ,  so  fidlen  auf  die  Puuele  L,  L'  der  Basis  .1)  naeh 
und  nach  die  Punete  M,  M'  der  \B]\  in  jedem  vereinlen 
Puncl  berühren  sich  die  beiden  Linien,  und  ihre  gemeinschafl- 
liche  Tangenle  wird  enUveder  auf  verschiedenen  Seilen  oder 
auf  derselben  Seile  \on  den  beiden  Linien  berührl.  Wenn  [B] 
auf  [A]  rollt  ohne  Gleilung,  so  sind  die  Bogen  LL'  und  MM' 
von  gleicher  Länge,  und  ein  niil  [B]  starr  verbundener  Puncl 
beschreibl  eine  beslinnnle  Linie,  Trochoide  Roulelle) 
geniuinl. 

Wenn  [^A]  eine  Gerade  und  \B]  ein  Kreis  ist.  so  heissl 
die  von  einem  Puncl  des  Kreises  beschriebene  Trochoide  eine 
Cycloide.  Wenn  [A]  ein  Kreis  und  \B]  ein  Kreis  oder  eine 
Gerade  ist,  so  heissl  die  Trochoide  eine  Epicycloide  (oder 
auch  Hypocycloide  in  dem  Fall,  dass  die  sieh  berührenden 
Kreise  einerseits  der  gemeinschaftlichen  Tangenle  liegen). 

Die  Trochoiden  wurden  im  17.  Jahrh.  untersucht.  Robkrval 
hat  1634  die  ersten  Satze  über  die  Cycloide  gefunden.  Die 
Xarnen  Roulelle,  Trochoide,  Epicycloide  sind  von  Mersenne  1615, 
RoBERv.^L  1634,  Be.u GRAND  1638,  Newton  1687  (Princ.  I  pr.  48 
und  49)  gegeben  worden.  Yergl.  Klügel  math.  W.  I  p,  595. 
Epicycloiden  sind  als  die  geeigneten  Figuren  für  Radziihne  er- 
dacht worden  von  Desargles  (nach  Lahire  Mecan.  1695  p.  368) 
und  von  Römer  1672  (nach  Leib.mz  Brief  an  .Ich.  Bernoi  li.i  1698 
.lan.  18  nebst  Antwort).     Vergl.  Kligel  math.  W,  2  p.  126. 

7,  Nachdem  auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  Kreis  rollend 
ohne  Gleilung  die  Strecke  AR  berührt  hat,  so  hat  das  Centrum  B 
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des  Kreises   die   piirallele  iiiul  üloiche  Strecke  BS  durciiianfen, 

und   der  Radius    BA   hal   sich    um    den    Winkel    PSll    t^edreht, 

dessen  Bogen  PE  so   laiiii  ist  ;ils 

AB    oder    BS.       Dabei    hat    (h-r 

Puncl  A  des  Kreises  den  Cychti- 

denhogen.'lP  heschriehen.  Wenn 

BM  mit  SP  parallel   und  gleich      \\    .  V 

ist,    so    ist  der    Bogen    MA   mit 

PR  oder  BS  von  gleicher  Länge. 

Macht  man  ÄI^A  =  X  .  MA  auf  dem  Kreis,  Z?/.S',  =  ?.  .  BS  auf 

der  (ieraden,    uiul  S^P^    parallel    und   gleich  mit  BM^,  so  liegt 

P,  auf  der  Cycloide  AP  für  alle  /. 

Der  Puncl  A'  des  Radius  BA  l)eschreil)l  zugleich  den  Bogen 
A'P'  einer  gedehnten  (prolata)  oder  einer  verkürzten  (cur- 
tala)  Cycloide,  je  nachdem  J5yl' kleiner  oder  grösser  als  BA. 
Der  concentrische  Kreis,  dessen  Radius  BA'  ist.  rollt  auf  der 
Geraden  A'R'  mit  Gleitung,  die  von  A'  nach  R'  oder  conträr 
gerichtet  ist,  je  nachdem  B A'  kleiner  oder  grösser  als  BA. 
Denn  wenn  1\J'A'  und  MA.  P'R'  und  PR  ähnliche  Bogen  sind, 
so  ist 

A'R'  :  M'A'  =  BS  :  M'A'  =  MA  :  M'A'  =  BA  :  BA' 

(Die  hierüber  von  Aristoteles  Mechanica  c.  21  und  25  erhobe- 
nen Schwierigkeiten  beruhen  auf  Missverständnissen. j  Wenn 
daher  die  gegebene  Strecke  BA  um  den  Punet  B  sich  gleich- 
förmig dreht,  und  B  gleichförmig  auf  einer  Geraden  fortschreitet, 
so  beschreibt  A  eine  Cycloide,  welche  eine  gemeine,  oder  eine 
gedehnte,  oder  eine  verkürzte  ist,  je  nachdem  die  Strecke  BS 
zu  dem  gleichzeitig  zu  beschreibenden  Bogen  jMA  das  Ver- 
hältniss   I   hat  oder  mehr  oder  weniger. 

Wenn  AR  einem  Kreisperimeter  des  Radius  BA  gleich  ist, 
so  hat  der  Punet  A'  eine  W^elle  der  Cycloide  beschrieben.  Zwei 
folgende  Wellen  sind  gleiche  und  ähnliche  Figuren  nicht  nur 
eines  Sinnes,  sondern  auch  conträren  Sinnes:  jede  Welle  hat 
eine  Axe,  auf  der  ein  Scheitel  der  Cycloide  liegt. 

8.  Die  Strecken  AR,  AB,  PS  liegen  auf  den  Geraden  x,  ?/,  r, 
der  Winkel  xt/  ist  recht,   der  Vector  AP'  hat  die  rechtwinkeligen 
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Coordinalen  AQ'  =  x,  Q' p'  ■=  y ,  die  Sireckc  P' S  der  v  hat 
den  Werth  c  der  A'B  auf  y.  Wenn  nun  AB  =  b ,  vy  =  a, 
so  ist 

./'  =  Ali  —  Q'R  =  AB — F'S  coi^ XV  =  AB  —  P'Sulnvi/  =  bu)  —  csitio> 
y  =-  BS  +  SP'  cosri/  =  AB  —  P'S  cos  vi/  =  b  —  c  cos  cm 

Weil  c  oüsw  =  b  —  y^  so  ist  c"^  sin'-co  =  c'^  —  [b — y)-  und 

X  =   b  arccos  —  "^c'^  —  {h  —  yY 

für  den  Puncl  x\y  der  Cycloide.  welche  eine  gemeine,  oder 
eine  gedehnte,  oder  eine  verkürzte  ist,  je  nachdem  b  :  c  =  \ 
oder  mehr  oder  weniger  als  1 . 

Weil  cosw  zwischen  I  und  — I  liegt,  so  steigt  luui  fällt 
die  Ordinate  y  zwischen  den  Grenzen  b  —  c  und  b  -^  c.  Contriir 
gleichen  io  entsprechen  gleiche  Ordinalen  und  conträr  gleiche 
A])scissen,  also  ist  die  Gerade  x  =  0  eine  Axe  der  Cycloide. 
Anf  dieser  Axe  liegt  [co  =  0)  eine  S|)itze  der  gemeinen  Cycloide 
mit  der  Tangente  x  ^  0^  ein  Scheitel  der  gedehnten  oder  ver- 
kürzten Cycloide  mit  der  Tangente  y  =  b  — ■  c,  und  ausserdem 
ein  Doppelpuncl  der  verkürzten  Cycloide.  Denn  sinro  :  lo  kann 
den  Werth  b  :  c  <C  \  erhalten  (Algebra  §.  8,  4),  hei  welchem 
X  =  b(o  —  c  s\n(t)  =  0  ist.  Ferner  ist  die  Gerade  x  =  bn. 
eine  Axe  der  Cycloide,  anf  wch-her  der  Scheitel  co  =  n  mit 
der  Tangente  y  =^  b -h  c  Hegt.  I'^henso  ist  die  (ierade  x  =  2b7c 
eine  Axe  wie  a;  =  0,  und  die  Gerade  x  =  3bn  eine  Axe  wie 
X  =  6/f,    u.  s.  w. 

9.  Nachdem  auf  einem  gegebenen  Kreis  mit  dem  Centrum 
0  ein  Kreis  rollend  ohne  Gleilung  den 
Bogen  Ali  i)erührt  hat,  so  hat  das 
Centrum  B  des  rollenden  Kreises  den 
ähnlichen  Bogen  BS  durchlaufen,  und 
der  Badius  BA  hat  sich  um  den  Winkel 
\  BSP  gedreht,  dessen  Bogen  RP  so 
lang  ist  als  AB.  Dabei  hat  der  Piinct 
A'  des   Badius  BA   den  Epicycloidcn- 
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bogen  A' F'  l)('S('hriel)oii,  wenn  SP'P  und  DA'A  gleich  und 
ähnlich  sind.  Durcli  llaihiriinti  der  nogen  AR  und  i?P  kaiui  man 
einen  andern  Fnncl  der  \a\\'\v  A'P'  eonstruiren,  u.  s.  w .  Die  I'^pi- 
c\  cloide  isl  eine  gemeine,  oder  eine  gedelmte.  oiler  eine  verkilrzle, 
je  nachdem  B A'  =  BA.  oder  BA'  kleiner  oder  grösser  als  BA. 

W  ('IUI  AR  einem  Kreisperimeter  des  Radius  BA  gleich  isl. 
so  hat  /i' eine  Welle  der  Epicycloide  beschrieben ;  zwei  folgende 
Wellen  haben  die  Eigenschaften  der  Cycloidenwellen  (7).  Wenn 
eine  der  folgenden  Wellen  eine  i)ereits  beschriebene  Welle  deckt. 
so  ist  die  Epicyeloide  eine  geschlossene  Linie.  Dieser  Fall  tritt 
ein.  sobald  eine  ganze  Anzahl  Kreisperimeter  des  Radius  OA 
von  einer  ganzen  Anzahl  Kreisperimeter  des  Radius  BA  be- 
deckt wird,  wenn  also  die  beiden  Kreisperimeter  commensurabel 
sind,  d.  h.  wenn  die  Radien  OA  und  BA  commensurabel  sind. 
ein  rationales  Verhältniss  haben. 

Dieselbe  gemeine  Epicycloide  wird  auch  von  einem  Puncl 
eines  andern  bestinunten  Kreises  beschrieben,  der  auf  demselben 
gegebenen  Kreis  rollt  ohne  dleitung.  Iui.er  1781.  Vergl.  Phniiiii. 
§.  12,  3. 

10.     Durch  0  gehl  die  Gerade  x  der  Puncle  A,  B.  A'.  die 

(ierade  u  der  Puncle  R,  S.  und  die  Gerade  y.  die  mit  x  einen 

rechten  Winkel  bildet.     Durch  S  geht  die  Gerade  r  der  Puncle 

F,  F';    die    Strecke   SP'  der    v   hat    denselben   Werlh   wie  BA' 

auf  .»•.    Wenn  nun  OR  und  RS  eines  Zeichens  sind,  OR  =  a. 

RS  =  Z>,  so  isl  OS  =  a  -\-  h.   RP  und  AR  sind  gleiche  Rogen 

eines  Zeichens, 

,  a  a  +  h 

0.14V   =   a  .  XU,       XV  =  XII  +  XV  =   xx  +  ,  xii  =   — , —  xii 

0  b 

Wenn  aber  OR  und  RS  nicht  eines  Zeichens  sind  (wobei  die 
Epicycloide  auch  eine  Hypocycloide  genannt  wird),  so  sind  RP 
und  AR  nicht  eines  Zeichens,  und  man  hat  b  durcii  — b  zu 
ersetzen.  In  jedem  Falle  sind  die  Xormalprojeclionen  des  Vector 
OP'  auf  X,  y 

X  =  OS  cos  XU  +  SP' cosxv  =  OB  cosxu  +  BA'cosxv 
y   =  OS  cos  Hl/  +  SP'cosvy   =  OB  sinxu   +  B^'siaxv 

so  dass  jedem  xit  ein  Puncl  x  y  entspricht. 
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Wenn  a  und  b  commensuriibel  sind,  so  ist  die  E])icycloide 
eine  geschlossene  Figur  (9)  und  eine  algel)riiisehe  Linie  (3j 
gerader  Ordnung. 

Wenn  z.  B.  b  =  a.  .4' der  Gegenpunet  des  .4  d.  Ii.  SP'  =  o, 
und  XU  =  (fj.  so  ist 

x  =  2 ff  rosy  +  a  cos 2^;       ;/  =   2«  sin^  +  ((  sin2y 

=    -r^^    =   2ö(l  +  oostf)) 

cos  9?  sin^ 

Dalier  hat  derPunel  a-i-x  y  die  pohu'en  Coordinat''n  q^.  r.  sodass 

r  =   2«(1  4-  cosy) 

Diese  Epieyeloide  ist  eine  (^ardioide   ;§.  26:  3  . 

Wenn  dagegen  b  =  — i«  d.  h.  B  die  Mitte  der  ÜA  und 
BA'  =  c.  so  ist 

a;   =   (Jo  +  c)cos^,      ,?/  ^    (iß  —  c)sin^ 

und  die  Epieyeloide   (Hypocycloide    eine  Elli})se   'ß). 

Vergl.  Eiler  Introd.  11  §.  ;323.  Ki.ifiEL  inatli.  W.  •>  |>.  1  lö. 
Magms  Aufgaben  1  p.  :^()3.  Salmon  plane  eurves  p.  -MI.  IIenniu 
Boreh.  .lourn.  (So  p.  ö2. 


11.  Wenn  auf  einer  gegebenen  Linie  [A)  eine  (ierade  rollt 
ohne  Gleitung,  so  besehreibl  ein  Punct  der  Geraden  eine  Linie, 
dei'eii  Evolute  die  TJnie  I A"  ist.  und  Nvelehe  eine  Evolvente 
der  Linie  :A]  genannt  worden  ist  ^Hiy<;e>"s 
1673,.  Nachdem  die  Gerade  rollend  ohne 
Gleilving  den  Bogen  AR  der  I^asis  berührt 
hat,  so  hat  der  Punct  A  der  Geraden 
den  Evolventenbogen  AP  beschrieben, 
wenn  die  Strecke  EP  mit  dem  Bogen  AR 
von  gleicher  Länge  ist.  Wenn  [A]  von 
einem  Faden,  dessen  Anfang  auf  [A],  befestigt  ist,  mit  unver- 
änderter Spannung  umschlungen  bleibt,  so  liegt  das  freie  Ende 
des  Fadens  auf  einer  Evolvente  der  [A). 

Wenn    die   Basis    ein   Kreis    ist.    und   die  Radien  OA,   OR 
auf  den   Geraden   x,    s   den   Werth  a  haben,    wenn   der  Vector 
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Or  auf  der  Geraden  r  den  Werlli  v  li;il  .  wenn  r's  ^=  In. 
xr  =  \)\  xs  =  w,   so  ist 

jf?/'  =  OPcosr'r  =   OPsinrs,      yJ /s"   =   Oyl  .  a;s,      OÄ   =   OPcosr.s 

7-siM(w  —  r>)    =    nu> ,       ;•  (■()s(tM  —  t^)    =   rr 

Jedem   ('>  enlspriclil   ein    //   und   ein   r.   weil    liiw'j.   (•>  —  ^]   =  (o 

oder 

&  ^   O)  —  arctizcy 

Dabei  isl  7-  die  il\  poleiuise  i\cy  (latlieten  a  und  ra.).     Wenn  oj  das 

Zeiehen  weehsell,  so  weelisell  V   das  Zeielien  l)ei  demselben  v ; 

also  ist  die  Gerade  ,9^  =  0  eine  A\e   der  Evolvente  des  Kreises. 

und  Tangente  dersell)en  an  der  Spitze  A.      Die  Linie  ujacht   nn- 

endlichviel  inuner  weitere   Wiiubmiien  um  den  Kreis. 

Wenn   ?-'  von  der  durch  P  gehenden  Parallele  der  s  in  I'' 

gesehnilten  wird,   x'x  =  -^7r,    OB  =  a  auf  x',    so  ist  P' P  =  a 

und 

OP'  ==  RP  ^  OA  .  xs  =   OB  .  x'r' 

Wenn  daher  der  Sehenkel  AC  des  rechten  Winkels  CAO  auf 
dem  Kreis  rollt  ohne  (ileitung,  so  besehreibt  der  Punct  O  des 
andern  Schenkels  eine  Archimedische  Spirale  (i  mit  dem  Scheitel 
0  und  der  Axe  0 A.  Ki.igel  math.  W.  2  p.  Ii8.  Macjms 
Aufg.  I   p.  290  und  312. 


12.  Wenn  auf  einer  (Geraden  oder  auf  einem  Kreis  ein 
Kreis  rollt  ohne  (ileitung,  so  wird  von  einem  uid)eweglichen 
die  Ebene  des  beweglichen  Kreises  streifenden  Stift  auf  dieser 
h^bene  eine  Linie  beschrieben,  deren  Glei- 
chung Gl.viraut  Mem.  de  Paris  17  50  ]).  1  i8 
in   älterer  Ausdrucksweise    gegeben    hat. 

Der  Stift  8  hat  von  der  Geraden  / 
die  gegebene  Distanz  A8.  Wenn  die  Ge- 
rade von  dem  Kreis  in  R  l)erührt  wird, 
und  wenn  vorher  mit  dem  Punct  A  der 
Geraden  der  Punct  B  des  Kreises  vereint  war,  so  ist  B  ein  ge- 
gebener Punct  des  Kreises,  weil  der  Bogen  BB  und  die  Strecke 
AB  von    gleicher  Länge   sind.      In    Hezuir   auf  das   Centrum    6' 


IfiO 
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und  die  Gerade  x  des  Radius  CB  %vird  der  Punct  S  der  Kreis- 
ebene durch  den  Veetor  CS  =  r  und  die  Anomalie  xr  =  i) 
l)estimnit.  In  dem  Paralleloizramm  SAR'T  ist  AS  =  RC -{-  CT 
yeseben.  liC  =  b,   CT  =  c  und 


ST  =  AR  =  BR 


h  .  xl' 


Ferner  ist.  wenn  //'  = 
CT  =  CS  cos, •!',  TS 
folglich 


=   CS  co^lr  =   CS'sinr/', 


tane?'r  = 


ST 


,         /„        ST\  ST 


,S'T-'  =   r2 


ST 


die  iiesuchte  (lleichunu  lüi'  ^.  ?•. 

Bei    c  =  0    ist   /'r  =   i-7f.     und    unter   der   Vorausselzunii 


xy 


ST 


r  =   h  .  xV 


h  .  yr 


d.  h,  die  von  dem  Stift  beschriebene  Linie  ist  eine  Archime- 
dische Spirale  mit  dem  Scheitel   C  und  der  Axe  x. 

Wemi  aber  der  Stift  *S'  auf  dem 
r.  Radius  OA  eines  Kreises  liegt,  wenn 
dieser  Kreis  von  einem  auf  ihm  ohne 
Gleitung  rollenden  Kreis  in  R  berührt 
wird,  und  wenn  vorher  mit  dem  Punct 
A  des  unbeweglichen  Kreises  der  Punct 
B  des  bewegten  Kreises  vereint  war.  so 
sind  die  Bogen  AR  und  RB  gleich.  Wenn  OA,  OB,  BC 
positive  Strecken  der  Geraden  m.  n.  x  sind,  so  ist 

OA.mn   =   BC.71X  =  BC[nr — ■  xr) 

die  gesuchte  Gleichung  für  xr .  r.  Denn  die  Winkel  rnn  und 
m-  sind  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  OCS  besliiniut,  mithin 
gegebene  Functionen  von  r. 


Ca])itcl   V. 
Die    Gerade. 


§.  38.    Die  Goraden  der  Ebene. 

1.  Wenn  u  =  ax -\- hy  ■+■  c  eine  gegelxMic  liiu'.irc  Function 
der  a-,  y  ist  (des  Punctes  x\y,  der  in  Bezug  auf  die  Geradon 
X,  y  des  Punctes  O  die  in  0  anfangenden  und  mit  den  Geraden 
parallelen  CoordinatcMi  x,  y  hat),  so  ist  «t  =  0  die  Gleichung 
einer  beslimiutcn  (ieraden  s  (§.  20,  2).  Die  Gleichung  r<  =  0 
ist  durch  die  Proportion  a  :  h  :  c  der  Coefhcienten  l)eslininit  : 
denn  wenn  u*  =  ax  -4-  h'y  4-  c',   und 

a':  h'  '.  c'==  rt  :  h  \  c 

so  ist  <iu' —  a'u  null  l)ei  allen  x^  y  d.  h.  die  Linie  w' =  ü  hat 
mit  der  Linie  e;  =  0  alle  Puncte  gemein. 

Allen  Proportionen  a  :  b  :  c  entsprechen  alle  Geraden  der 
Ebene,  welche  eine  Doppelserie  bilden,  wie  die  Puncte  der 
,Ebene.  Daher  sind  die  Coefficienten  «,  ö,  c  homogeue  Coor- 
dinaten  der  Geraden  s,  welche,  als  Element  der  Ebene  be- 
trachtet, als   die  Gerade  a\b  c  bezeichnet  wird   [%.  19,  I  und  2). 

Die  Gerade  a|i  0  enthalt  den  Nullpunct.  Die  Gerade  ^  b  c 
ist  mit  X  parallel,  weil  y  constant.  Die  Gerade  a|0|c  ist  mit 
y  parallel,  weil  x  constant.  Die  Gerade  0  0  c  ist  die  unendlich- 
ferne Gerade  der  Ebene,  weil  sie  alle  uneudlichferuen  Puncte  der 
Ebene  enthält,  mit  x  und  mit  y  zugleich  parallel  ist  (§.  20,  4). 

•  3.  Wenn  die  (Koordinaten  «,  6,  c  durch  eine  homogene 
Gleichung  verbunden  sind ,  so  giebt  es  eine  Serie  von  Geraden 
s;  durch  2  solche  Gleichungen  ist  a  :  b  :  c  bestimmt,  also  auch 
die  Gerade  s  (eine  Gruppe  von  Geraden). 

Baltzer,  anal.  Geom.  \\ 
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Wenn  ap  ■+■  hq  -\-  er  =  0,  so  enthält  jede  GePiide  der  Serie 
den  Punet  p  :  r\q  :  r.  Die  Serie  der  (ieraden  ap  -f-  c  =  0 
enlliäil  den  Punct  /'|0.  Die  Serie  der  Geriiden  aji  +  Z/^  =  (I 
enthüll  (/'  =  0)  den  nnendliehfernen  Punet  der  Richtung  p  </ 
(§.  20,  2) ;   in  der  That  ist  nach  Elimination  von  b 

qx  —  j^j«/  +  c^  :  «  =  '• 

wobei  cq   :   a   iinbeslinuut   i>leil»l. 

Wenn  F^  eine  Foru)  /.ten  (irades  der  «,  ä,  c,  so  ist  die 
Gerade  [F^  =  0,  F,  =  0)  //nleutig  Iteslinnut.  weil  das  Sy- 
stem der  homogenen  Gleichungen  für  a,  h,  c  eongruent  ist  mit 
dem  System  einer  (ileichung  w^ten  Grades  und  einer  (Gleichung 
Iten  (irades  für  a  :  c  und  b  :  c.  Die  Serien  F^  =  0  und 
T^j  =  0  haben  in  genieinschafliiche  Gerade;  unter  den  Geraden 
der  Serie  F„j  =  0  gehn  ///  durch  den  Punct ,  weh'hen  die  Ge- 
raden der  Serie  F,  =  0  enthalten. 

Die  Serie  F^^  ==  0  heisst  eine  Serie  //<ter  (Uasse;  ihre 
Geraden,  deren  m  einen  gegebenen  Punct  enthalten,  berühren 
eine  Linie  ?/;ter  Glasse,  die  Enveloppe  der  Serie  (§.  19,  3). 
Die  Serie  F^  =  0  isl  I  ler  Glassc,  ihre  Geraden  l>erühren  einen 
gegebenen  Puncl.  Daher  iieisst  in  der  Geometrie,  welche  als 
Element  der  Ebene  die  Gerade  gebraucht,  /',  =  0  die  Glei- 
chung eines  Punctes,  F.^  =  0  dii;  Gleichung  einer  Linie 
2ter  Classe  (der  von  den  Geraden  der  Serie  beiitluien  Enve- 
loppe). Die  Linie  21er  (Uasse  besieht  aus  2  Puncten,  weim  * 
F.^  reducibel  (Protlm-l  von  2  Formen  Jlen  Grades).  Zwei 
Linien  »«ter  und  ?tler  Classe  haben  )iui  gemeinschaftliche  Tan- 
genten, welche  die  Linie  J'^ni  ~^  i'^n  =  ^  berühren.  Plücker 
1830  a.  a.  ü.  Der  Begriff  Classe  war  dem  ßegrifl'  Ordniuig 
einer  Linie  dualistisch  hinzugefügt  worden  von  Geküünne  1827 
Ann.  '18  p.  149.  Die  Linie  «ter  Ordnung  hat  ii  Puncte  einer 
Geraden,  die  Linie  /«ler  Classe  hat  m  Tangenten  eines  Punctes 
(die  ihn  enthalten).  Wenn  jene  Puncte  nicht  alle  von  einander, 
verschieden  sind,  so  ist  die  Gerade  eine  Tangente  der  Linie; 
wenn  diese  Tangenten  nicht  alle  von  einander  verschieden  sind, 
so  ist  der  Punct  ein  Punct  der  Enveloppe. 
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.'}.     \N('iin    die  ricnide  ax  -f-  hy  -t-  ^  =  0    (](>ii  l'iiiict  x,  y, 
ciilliiill.   (I.  Ii.   ax^  -\-  iy^  -\-  c  -=  0,   SO  ist 

a{x  ~  x^)  +  b{ij  —  iji)   =  0 

wührcnd   h   :   — a  d.  i.  x  —  x,  :  y  —  ?/,    unl)esliiiiiiil  bleiltl. 

Wenn    die  (Ici-jide   die   l'unclo  x^  0   und  0 '  y.,   eiilhiiil.   d.  li. 


r  =  0   viiid  l>i/2  H-  c  =  0,  SO  ist 


,  —  ex         et/  X  w  .      ,,,     .  „, 

ax  +  hl/  +  r   = -^  +  c   =   (I;  +  -      =    1     (§.    1(3) 

Xi  2/2  a;,  .72 

Wenn    die     (ieiade    die  l'nnete    x^  y^     und    x^  y-,    enlliiilt. 
so  ist 

ax    +  hl/   +  c  =   0  X      1/      \ 

oxi  +  hy^  +  c   =    U  liiliilich         a:,     y^      1    ^    ^   0 

axy  +  by-2  +  c  =   i)  x^     y,^     1 

a{x  —  x^)    +  h{y  —  y, )     =   0  x  —  Xi    _    x^  —  x, 

«(a:,  —  rr.)  +  i(.(/,  —  2/2)    =    •>  V  —  Vi     ~    J/i  —  </2 

(.'/i  —  .»72)37  —  {xy  —  X2)y  +  Xiy-i  —  x.2yi   =  0 

Die  (ierade  ist  dni-eli  i  Pnncte  l)estiniint.  ihre  Coordinnten  sind 
die  Adjiincten  der  ersten  Zeile  des  Systems 

X        y        \ 

X2  ,'/2  1 

und    ;nu-li    d;inn    i'e.il .    wenn    die    gediehenen    Puncte    nicht    re.il 
;d)er  eonjutzirt  sintl. 

4.     Wenn    die    Geraden   a^\h^,c^    und    a.^b.^   c,    den   Piiiiet 
x\y  gemein  haben,  so  ist 

a^x  +  h^y  +  c,    =   0 
a2X  +  ^2?/  +  ^'2   =  'J 

j  a2.-r  +  C2     &2   '  «2     ^2?/  +  <^2 

{ub)x  +  {ch)    =   Ü;         {ah)y  +  {ac)   =   U 

11  * 
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indem   [ab)   für  «^ft.,  —  a.,^,   ii.  s.  w.  gesetzt    wird.      Die    Coor- 

dinaten    des  Punetes   sind   die  Verluiltnisse   von    (6c)   und   {ca) 

zu    [ab),     gebildet     aus     den    Adjuneten    der    ersten    Zeile    des 

Systems 

0        h       c 

a,       hi       Ci 

a-2       h-i       Co 

und  aueh  dann  real,  weiui  die  gegebenen  Geraden  nicht  real 
aber  eonjugirt  sind  bei  conjugirt-complexen  Coordinaten  dei- 
Geraden. 

Wenn  [ab]  =  0.  so  ist  der  gemeinschaftliche  Punct  un- 
endlichfern, und  die  Geraden  sind  parallel.  Wenn  zugleich 
(6c)  =0  ist,  so  ist  auch  [ca)  =  0.  und  die  Geraden  haben 
alle  Puncte  gemein. 

5.  Wenn  w^  =  a,a:  -+-  J^y  -J-  c,  .  xi^  =  ct.^x  ■+■  h.^y  ■+■  c.y. 
und  Mj  +  Aw.,  constant .  d.  h.  «^  +  la.j  =0.  6,-1-  Ib.^  =  0. 
so  ist  a.j  :  J^  =  o,  :  6, ,  die  Geraden  u^  =  0 ,  u.j  =  0  sind 
parallel.  Die  Gerade  w,  -i-  '/.11.2  =  0.  welche  den  Punct  [u^  =  0. 
«2  =  Oi  enthält,  ist  die  unendlichferne  Gerade,  Die  Gerade 
w,  —  /?/.,  =  0  ist  mit  den  Geraden  w,  =  0,  V2  =  0  parallel 
und  halbirt  den  Streifen  derselben.  Denn  «,  —  ?.a.2  :  by  —  Ib.^ 
=  2a,  :  26^  =  o,  :  6|.  und  von  der  Geraden  y  [x  =  0)  wer- 
den die  Geraden  m,  =  0,  ^2  =  0,  m,  —  'Au^  =  0  in  L,  L\  L" 
so  geschnitten,  dass 

fci.OJL  +  c,  =0,      6;, .  0L'+ Co  =  U,      {hl— ).h2)0L"+ Cy— ).C2  =  i) 

folglich  (61  —  Ib.^]  OL"  =  b^.OL  —  U,  .  OL',  2  OL"  = 
OL  ■+-  OL'. 

6.  Wenn  die  Ordinalen  der  Puncte  A,  B  und  die  Gerade 
AB  von  der  Geraden  u  =  ax-\-by-{-c  =  '^  in  A' ,  B',  C 
geschnitten  werden,  so  ist  (Planim.  §.  10.  2  und  §.8.  I)  das 
Verhältniss,  nach  welchem  AB  von  u  =  0  getheilt  wird, 

AC  :  BC  =  A'B'A  :  A'B'B   =  A'A  :  B'B 

Wenn  nun  A  =  ^\\y\i  ^  ==  ^2! 3/2»  "^i  "*"  %i  -^  '  ^^  "j - 
so  ist 
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axi  +  h{y\  — A'A)  +  c  =   0,  Uy  =   b.  A'A 

ax2  +  b{i/2  —  B'B)  -\-  c  =  i) ,  U2  =  b  .  B'B 
foliilich 

AC  :  BC  =   A'A  :  B'B  =   m,  :  u^ 

Nach  (loin  Vcrhiillniss  /.  wird  die  Strecke  Ali  in  d<'m 
Punct  (§.  IG) 

1  —  A    I    1  — ;. 

getheilt,  welcher  aid'  der  Gera(UMi  u  =  0  liegt,  wenn 

Xi  —  Xxo        ,  i/i  —  Am-, 

d.  h.   ^(^  —  -^-it.,  =i=  0,  ^^ie  vorher. 

7.  Wenn  U{  =  a^x  +  b^y  -+■  c^,  so  enthält  die  Gerade 
if^  -j-  A?<2  =  0  den  Panet  (m,  ==  0,  ?/2  =  ^)  '^^'  jedem  A,  und 
den  Punct  .r,  ?/j  unter  der  Bedingung  m,j  +  /i<.,^  =  0,  wobei 
u^j  ==  a-x^  -\-  b/y^  -+-  c^-  gesetzt  ist.     Daher  ist 

I  "^         "^        =   0 

I    «II  «21 

die  Gleichung  der  Geraden,  welche  den  gemeinschaftlichen 
Punct  von  2  gegebenen  Geraden  und  einen  gegebenen  Punct 
enthält. 

Die  Gerade,  welche  die  Puncte  (ztj  =  0,  «2=0'  und 
(wg  =  0,  M4  =  0)  enthält,  hat  die  Gleichung  u^  +  /«2  =  0, 
wenn  diese  mit  «3  -1-  ^lu^  =  0  congruirt.     Unter  der  Bedingung 

a,  +  ?.a2  :  &i  +  A&2  :  Ci  +  Aca  =   «3  +  .««4  :  63  +  fibi  :  c^  +  fxCi 

ist 

ai  +  7m2      «3  +  (j-a^      a-  [ 

61    +   A&2  &3    +   /"&4  &i         =     0 

C,     +    ACo  C3     +   jUC4  Cj     I 

ai  +  Aa2     «3     «4  I  I  «1     «2     «3  +  i"«4  I 

&1    +   A&2       &3        &4     j     =     <>  ^1        ^2        &3    +   i"&4  =     0 

Cj     +   AC2       C3        C4     I  Ci        C2        C3    +   //C4     I 
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(1.  i.  il34)  +  /^234)  =  0    und    ,12:3   -i~  //(I2ij  =  0.     Daher  ist 
für  die  gesuchte  Gerade 

(2;-)4)»i  —  (134)»2    =   0     otler     (12 1)/(3  —  (12^)  ((.,    =   0 

In  der  That   sind  diese  (Ih-icliunizon  coniirueul,  weil  l)ei  allen  :/•,  >/ 


"i  "::  "3  '<4 

a,  a.j  (/;;  «4 

fc,  b-,  ^3  fti 

Cj  C2  C3  t'j 


=    (234)  »1  —  (134)»,  +  (124)  »3  -  (123)mi 


Ebenso  eongruiren  (234)u|  -h  {\'U]ii:^  =  0    und    il3i)?^^-+-  (123)?/^ 
=   0.     welche    die   Puncle    [u^  =  0,    «.,  =  Oi    und    [u.^  =  0, 


u^  =  0)   enthalten,  u.  s.  w . 


8.     Wenn  die  Geraden  w,  =  0,   u,  =  0,   '«3  =  0  den  l'unct 
x\v  aeniein  haben,  so  ist 


a,  a-  +  ?>i^  +  Ci   =  0  I  «1     ^1     Ci  I 

a^ic  +  &.,.?/  +  c'2   ^   (J       folglich  «2     ^2     <^2       ==    *^ 

«30;   +    hylj   +    CS     =     Ü  I    «3       &.;       C3    I 


Nun   ist   bei  allen  x,  // 
(rt6c)    = 


«1       &i        Ci  [    «1       ftl       2'l     I 

«2       ^2       ^2    I      =  «2       ^2       "2    j     =     >'l"l    +    }'2"2    +   /ä  "s 

"3       *3       <'3    I  I    «3       ^3       «3 


Also  ist  unter  der  Bedingung  {ahc\  -=  0  eine  beslinmite  lineare 
Form  der  >l^  ,  u-^-,  «^  identisch  null  d.  i.  bei  allen  a;,  y.  so 
dass  die  (ierade  — y.^u^  =  0  congruenl  isl  mit  der  Geraden 
y^u^  +  ^2  ^'2  ^=  ^^5  welche  den  Puncl  [u^  ^==0,  11^=^0) 
enthalt. 

Wenn   z.  B.    i't  ==^  «j^'o  —  c^s^f    ''2  =  ^s^i  —  '^'i"i5    ''s 

haben  die  Geraden  y,  =  0,  v.,  =  0.  ^3  =  0  einen  Puncl  ge- 
mein  (?;,  =  0,   ^2  =  0]. 

Das   Dreieck  0  0,   a  0,   0  /^  hat   die   Diameler     Mittellinien) 


1^.  iü.     Die  (Jeiiulcti  der  Kl) 
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1^ 


-      1    =   0 


weicht',  weil  p —  q  —  r  =  0  hei  allen  .'>•,  i/  ist.  den  piim-l 
^a  Ib  aetiieiii  h;il)eri.  de'n  Seliwei'puiirl  der  gegebenen  Lek- 
puiicte  hei  gleielien  (loefficienteii. 


{),     Tnler  dei"   Ndfausselziiiit; 


"ik 


a:X1 


^^Vk 


i> 


(■;    isl 


««II       «12       »13    j  :    «1       ^I       Ci     \\    Xi       !/i       1 

«■21       «'-22       "23     I      =      i    «2       &2       «2  ^2       I/2       1 

«31       »32       «33    !  :    «3       h       C3    1^X3      IJs       1 


■1       "1       «-l 


«1     hl     u 


Ifc 


«2       ^2       ^2=1    «2       ^2       «2fe 
«3       h       C3    \  I    «3       Ö3       »3  k 


Wenn   nun   die  Geraden    u.2  =  0,  u-^  =  0  den  Funct  x^;yi   ge- 
mein haben,  u.  s.  \v..  so  isl 


folglich 


und  daher 


=    0 

»32 

= 

(» 

»13     = 

0 

=   0 

«■12 

= 

0 

«23    = 

U 

«1   Ih 

fl 

Xi 

!/\ 

1 

«2       &2 

C2    i 

X2 

Vi 

1 

=    »1, 

»22  «33 

«3       fes 

C3 

^3 

Vz 

l 

{abc) 


Xl«!!    ^^     ^2  «22 


J'3  «33 


^2       ^2        l  = 

X-i      Ui       1 


(abc)^ 

Y1Y2Y3 


zur    Berechnung    der     Fläche     des    Dreiecks    der    Geraden 
Hj  =  0,  IL,  =  0,  «3  =0   (§.  1:,  i).    Vergl.  Del.  §.  15,  9. 
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10.  Vier  Gerade  [u^  =  a^x  ■+-  b^y  -t-  c^  =  0,  /  =  I,  2,  3,  i) 
geben  3  Paare  von  Schniüen  23  und  14.  31  und  24,  12  und 
34,  die  durcli  /*  und  p\  q  und  q  .  r  und  r'  bezeichnet  wer- 
den, so  dass  pp\  qq  ,  rr'  die  3  Diagonalen  eines  Vierecks  sind. 
Die  Coordinalen  von  p  sind  p^  :  p.^,  p.j,  :  p.^,  wenn  (4) 


h 

C2 

C2 

«2 

«2       ^2 

h 

C3 

' 

^3 

«3 

«3       Ö3 

Ih  ■  P2  ••  Ih 
oder  abgekürzt 

Ih  '■  (&c)23   =  p2  :  {oa)23  =  2h  :  («Z*).^   =   1   :  A 
Ebenso  findet  man 


Pl' 

{bc)u   =  1^2' 

(ca)ij   =  ^V 

:   {ab),,    =   1 

:  Ä' 

Qi 

(ÖC)31     =    72 

(Crt)3i     =    7, 

:   {ab)3i   =   1 

:  i>' 

2i' 

(6c)2i    =    'i/ 

(ca)2i   =   73' 

:   (aJ)24   =    1 

/>•' 

»•1 

(fcOi2   =   r. 

(fö)|2    ==    1-3 

:   (ab),,    =    1 

C 

'•/ 

{b<^)u    =   ''2' 

{ca)3i    =   'V 

(flft)3.     =     1 

c 

^^  jihrend  die  12  Grössen  p,  :  ^.^  :  /I3,  />/  :  ;>2  •  P3  j  •  • 
durch  4  Gleichungen  verbunden  sind,  in  Betracht  dass  die 
Puncte  p\  q,  r  auf  der  Geraden  1  liegen,  u.  s.  w.,  giebt  es  6 
Gleichungen,  welche  dieselben  Grössen  mit  .4.4'  :  BB'  :  CC' 
verbinden.  Diese  6  Gleichungen  sind  von  Hesse  Grelle  J.  36 
p.  146  angegeben  und  verwendet  worden.     Es  ist  nämlich 


AA'p^pi'  +  BB'qiq^'  +  CCVi  r,' 

=     (^c)23(^(-')l4    +    (^C)3i(6c),4   +   (Öf), 2(^^)31     = 

und  ebenso 


b-2  C2  &2  ^2 

Ö3  Ca  &3  C3 

ft,  Ci  &1  Ci 

fej  Cj  fcj  C4 


=  Ü 


AA'p2lh'  +  B^'q-iq-i    +  CC'r.^Tn    =  0 
.4.4JJ3JJ3'  4-  BB'q.q^    +  CC'r^r^'   =  0 


Ferner  ist 


S.  20.     Winkel  uiiil  Distanzen.  I09 

=   {ca)2-iiab)n  +  (c«)3i  («^).'i  +  ('■a)i2(«^)3» 
4-  {ca)n{ab).,:i  4-  {ca)niab)si  +  (f«)2,(rtft)ij 

!    0-2       Uj       Uj       1)2    I 

C3     a-j     «3     0.3  '    _ 

Ci       rt|       rti       öl 
C4        «1       «l        ^4     I 

und  ebenso 

AA'(2hlh'+  P3l>i)  +  BD'{q;^q/+  q^'q^)  +  CC'{r3ri'+  »vr, )   =   ü 
AA'{pip/+  pt'p-_,)  +  ß^'iqi'h'+  qi''h)  +  CC'(t\r2'+  r,'/-.)   =  0 

Durch  (loniposition   dvv  (1  (ilcicIiuiiiitMi  mit  rtj  b^   c,  /,  g,  h 
erhall  man 

AA'P  4-  BB'Q  4-  CC'R  =  0 
>\(thei 

P  =   apypi  +  hp2P2  +  cp:.,2b'+  f{lhlh+  Ih'Pi) 
+  0{lhlh'+  Ihlh  )  +  '''  (^'1  L>2+  Ih'th),  u-  s.  w. 


§.  29.     Wiukel  und  Distanzen. 

1.  üie  Coordinaten  einer  Strecke  der  Geraden  s[u  =  0) 
hai)on  das  Verhältniss  h  :  — a  (§.  28,  3i.  Wenn  die  Strecke 
h\  —  a  der  s  den  Werlh  o  hat.  so  ist    §.  15,  2) 

siiisy  :  sincrs  :  sin.-»//   =  b  :  — a  :  ^ 
cosxi/  —  cotxs  s'mxi/  ^  b  :  a 


tansajs  = 


a  smxy 
a  co^xy  —  h 


und 


Mxxxy 


—  a 
smxs 


smsy 


Nachdem  man  den  Winkel  xs  zwischen  — \u  und  ^^t  und 
damit  auch  die  positive  Richtung  der  Geraden  s  bestimmt  hat, 
findet  man  9  eindeutig.  Wählt  man  den  um  7r  grössern  Winkel, 
so  erhält  die  Gerade  die  conträre  positive  Richtung  und  o  das 
conträre  Zeichen.     Die  Gleichung 

p2  =   a-  4-  &-  —  'lab  cosxy 

giebt  Q  zweideutig.     Auch  ist 


('.a|).   \'.     Die  ricrade. 


lang-^(x'S  —  si/)    sin  .«-'S  —  siiusv/ 

tang5(a;s  +  sij)  s^in.rs  +  s'msi/ 


d.  i. 


lan!:(.(\s —  i^!/)  ''  +  't 


langia;«/ 


6  —  a 


•^.     Wenn    die    (ier;ule    n'  b'  c'    dureli    *'  liezeiehnet  -wird, 


so  ist 


laim«ö' 


taimf.f. 


taiitra^s 


tanga-'s 


1  +  tangics  tanga-s 
(afc' —  a'h)  s\x\xy 


aa'  +  bh' —  {ab'  +  a'b)  cq^xij 

Die  Geraden  s,    a'  sind    pariillel,    wenn    a'  :  b'  =^  a   :  b. 
Vergl.  i?.  2H,  i.     Die  Geraden  sind  normal  zu  einander,  wenn 

aa'  +bb'  —  {ab'  +a' b)  cus.t'//  ==  o,      a' :  b'  =  a  eos.i'i/  -    b  :  a  — b  cos.cij 

Vergl.  §.  17.  I.     Im  orliioüimalen  System   [xi/  =  y^)   ^^^ 

taimss 


tangxs   = 


ab' —  a'b 
aa' +  bb' 

hb'  =    0 


SS    =    i  i^i  >     wenn     aa 

Daher    ist    zu  der  Geraden    a\b\c  normal  die  Gerade   h\ — a\c' 
ihr    gemeinseliaftlioher    Piinct    x\y    ist      {ax  -t-  by 
bx  —  ay 


0. 


;'  =    0' 


3.  Eine  Normale  der  Geraden  >  wird  durch  n  bezeichnet, 
und  sn  =^  ^?r  vorausiiesetzt  ,  so  dass  cos.?-?*  =  sin.sx  ii.  s.  w. 
Wenn  OQ  =  x,  Ql'  =  y  die  CoordinattMi  des  Pimctes  P, 
\\enn  y U  die  Normalprojectimi  der  OP  auf  .<.  mithin  iVO,  RP 

die    Distanz  (Ml    der   Puncle    O,   P 
von   der  Geraden  ^  sind,  so  findet 
"^       man  durch  Normalprojection  auf  /t 


OQ  cosxn  +  Q  Pens  Uli  +  PR  +  jVO  =-=  ü 
RP  =  x  co^ XII  +  ij  COS//H  +  NO 

Wenn  RP  ^=  0,  d.  h,  x  cosa:n  -1-  (/  cos^n  -H  NU  =  0,  so 
liegt  der  Punct  x  y  auf  der  Geraden,  welche  die  Gerade  n  des 
Punctes  0  in  iV^  normal  schneidet.  Diese  Gleichung  der  Ge- 
i-aden  .v  ist  mit  der  (ileichung  ax  -\-  by  -\-  c  =  0  congruent 
unter  den  Bedingungen 


!:;.   -29.      Winkel    iiiid    l)isl;m/.cii.  I  1  I 

d.h.    ;.  =   -"    =     ''     =    ^'       (1) 

sin.»;s  sm.s//  sina?^ 

fnlglicli    isl    Ä  siiK/7/  =  n    die  Slrcckc    (l<'r  (',f>ordiii;iten   h.    — a. 
1111(1     c   :   A     die     Distjiiiz     des     PmicU-s     '^>     \(mi     der    (Jcnidfii 

ax  -^  bij  -\-  c   =^    0. 

Wenn  dei"  l'iincl  /'  anl  der  (icnidt'n  ;■  liegt,  so  isl  (l;is 
1'ar.illelograinni  der  füllenden  Seilen  /.  sinay,  OP  gleich  drm 
Hcetangel  A  sinay  .  ON,  also  nach  §.  17.  3 

I        ^     ;/;   : 

siii.t;//    =   ).  s\i\.ii/  .  0 N  =   — c  sln.ri/ 


—  aij 


ax  +  hij  +  c 


Durch  den  l^isspiinct  X  isl  die  Gerade  s  [u  =  0)  eindeulig 
bestimnil :  die  reclilwinkeligen  (loordinalen  des  3"  sind  OiVcosa?/, 
ON sinxn.  Hiervon  hat  G.uss  IHIO  (iehraiich  gemacht  W.  4 
p.  385. 

Zugleich  ist 

}. .  RP  =  ax  +  hij  +  c  =  u 

folglich    II  :   /    die    Distanz    des    riincles   x  y    von    der  Geraden 
u  =  0. 

Wenn  der  Fusspunct  R  die  ('.(»(irdinalen  .'j  ,  y,  hat.  so  iiat 
die  Strecke  BP  die  Goordinaten  .r  —  .r, ,  y—ll\-  Diese  wer- 
den aus  RP  gelund«'!!  durch  Mulliplicalion  iiiil  sin>^_y  :  sina/y 
und  sin.ii  :  sinav/,  d.  i.  iiiil  b  :  A  sinx^  und  — o  :  /.  sinxy. 
Also  isl 

bu  — au 


X  —  Xi  =   TTT-T---  .'/  —  !/i  =^ 


?ß  s'mxi/  ?ß  s'mxij 

zur  Beiochnung  der  a-, ,  y, . 

-A.     Die  lineare  bunclion  des  Puncles  x\y   (3) 

u  :  X   =-■    X  cos  XII  +  1/  vosi/ii  +  XO 

ist  von  pLi'cKER.  Salmon  .  Hessk  geltrauchl  und  von  Lelztereni 
die  Nornialform  der  it  genannt  worden.  Sie  bedeutet  die 
Distanz  des  Punctes  P  von  der  Geraden  s  [u  =  0^,  welche  die 
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Normale  n  der  s  in  N  schneidet.  Sie  wechselt  das  Zeichen, 
wenn  die  positive  Richtung  der  Geraden  a-  (mithin  auch  die 
der  Normale  n)  mit  der  conti'iiren  vertauscht  wird.  Die  posi- 
tive Richtung  jeder  (ieraden  wird  durch  Signirung  ihres  linken 
Ufers  festgesetzt,  so  dass  Puncte  des  signirlen  Ufers  positive 
Distanzen  von  der  (icraden  hal)en.     Vergl.  §.  10,  1. 

Wenn  N{  =  r/^-cc  -+-  b-y  -+-  c;,  Sj^  die  Gerade  u^  =  0,  n^  die 
Normale  der  s^^  und  wenn  die  Gerade  Z^-  des  P  mit  der  Gera- 
den s^  den  Punct  T^  gemein  hat.  so  ist  T^P  cosnil;  =  RjP 
=  u^  :  X^.  Wenn  z.  R.  /,  mit  s^,  l^  mil  ^"^'i  parallel  sind,  so 
sind  T^P.  T^P  die  von  dem  Puncl  (?«,  =  0,  u^  =  0)  anfangen- 
den mit  6-2,  Sy  parallelen  Coordinaten  des  P[x\y)^  und  zwar 
bei  xy  =  Itt  (vergl.  §.  181 

TyP  =   H,  :  AisinSi.S2  ToP  =   u^  :  A2sins2Si 

Wenn  die  Geraden  ,s  und  die  Winkel  nl  gegeben  sind,  und 
wenn  eine  gegebene  Function  mUmi  (irades  der  Strecken  T^P, 
T.^Pj  ..  null  ist,  so  liegt  P  auf  eiiu'r  bestinuuten  Linie  ntcr 
Ordnung.  Wenn  z.  R.  das  Verhältniss  2\P .  1\P  :  1\P.  T^P 
gegeben  ist,  so  liegt  P  auf  dem  Kegelschnitt  Mj «2  +  au._^u^  =  0. 
Dcrsellte  enlhäll  die  Puncte  (t(,  =  0,  «3  =  0),  (m^  =  0, 
"4  =  0),  (i<2  =  0,  u.^  =  0),  («2  =  0.  W4  =  Ol  und  (m,  -\-  l-iu.^ 
=  0,  {.lu.^  —  au^  ==  0  l)ei  allen  //.  Durch  diesen  Satz  wird 
das  von  EucLmES  und  von  Apollonus  l)ehandelte  Problem  «ad 
fjualtuor  lineas«  (Pai'pis  YIl  ]n*aef.  ]>.  677]  gelöst,  von  welchem 
Fermat  opp.  p.  7.  Descartes  Geom.  II  analytische  Lösungen, 
Newton  Princ.  I  lemma   19  eine  Conslruclion  gegeben  haben. 


n^o"- 


5.  Die  Fläche  des  dem  Polygramm  s^s2S.^  .  .  einge- 
schriebenen Polygons  Tj  ^2  ^3  •  •  '^*  ^^®  Summe  der  Dreiecke 
PT^T^  -h  P1\T^  -I-  .  .   (§.  10)  und  zwar 

2PTyT,  =  PT,.PT.^ml,l,   =  ^inMi  «1^ 

-  1   z  COSWi*]   cos  «2 '2    ''■1^2 

u.  s.  w.  Wenn  die  Fläche  des  eingeschriebenen  Polygons  ge- 
geben ist,  so  liegt  P  auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt.  Steiner 
Grelle  J.  I  p.  31  und  2  p.  263. 
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Bei  roclitwiiikoliiicii  (loordinalcii  icos/ji/  =  sinan)  ist  der 
Koiielsclinitl  ein  Krois.  wenn  der  (loeriicienl  von  xy  und  die 
Dill'erenz  der  (loellicienlen  \on  .<-  und  >/-  nnll  sind  J;.  :^  1 .  7  . 
D.ihei  werden  im  Alliienieinen  zwei  nnler  den  Winkeln  n/ dureli 
die  übrigen  beslitnnil.  W'eiui  ;d»er  die  \\  inkel  nl  null  sind,  so 
werden  die  obigen  Bedingungen  ohne  WCileres  erl'ülll:  das  Pro- 
ducl  xy  liiil  den  Coefficienteu 

(cosa;«i  siii.-r»2  +  sin,r;?|  ('()s.r>;2)  sin«|>;2  +  •  • 

=     Sill(.T«2   +   -^''l  )  Sill(.7'»2  XHx  )    +    .  . 

=   (siiiä.mj  —  siii^.-r«,)  +  .  .   =   0 

und  die  DifVerenz  der  Coel'üeienlen    von  x-  und  y-  ist 

(c<)sa:«i  cosxn2  —  sinavji  siiia;«2)  sin«,«!  +  •  • 

=   cos(.-rn2  +  xn\)  siii(./;«2  —  xn^)  +  .  . 

=   {\  siii2.T«2  —  \  siii2,T».|)  +  .  .   =  0 

Der  Kreis,  auf  welcheui  dabei  P  liegt,   ist  §.  21.  H)  l)esclHie])eu 
worden. 


0.     Wenn  a.^  =  cosxn,^-.    b^  =  sinxni^    ci  =  ^{O .    so    ist 

(§.  28,  9) 

I   COS.XM,    sina;«!    iSTj  0  j 

I  I  cosa;»2   sin.T«2 

(123)  =   ;  cosxno    sina:«')   N-^O  \    =    «n  =  ««n '''""'^^o 

I  cosajMs   sin.wi3  : 
I  cosa^Hs   sina;rt3   N^^O 

Nun  ist  «u  die  Distanz  des  Punetes  ^(u,  =  0.  u.^  =  0)  s^on 
der  Geraden  5, .  welche  von  den  Geraden  s^ ,  s^  in  C  /?  ge- 
schnitten wird,  also 

Mii    =  5J- COSS3W1   =  BA  sinn^n^ 
(123)  =  yl£  sin«2«3  sin«3«i   =  ^-B  sin ^  sin 5 

W^enn  der  Punct  x'«/  von  den  Geraden  ^j ,  .?.2?  *3?  •'^4  gleiche 
Distanzen  hat,  mithin  die  Geraden  einen  Kreis  berühren,  der 
auf  ihren  sleichnamigen  Ufern  liegt,  so  ist 
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se  cos  xfii  + // siii.r«,   +  jV,  0   =   r  cos.rn,     sin.-r»,     N^O     1 

.r  cos.-rwj    +  ;/ sin  .-r»j  +  iS^,  O   =   ?•  cosrrwj     sin.r«,     N^O     1 

(123)  +  (?,41)   =   (234)  +  (412) 
BC  s'mB  shiC  +  DA  s'w]  D  ^'luA  =   CD  s'mC  s\nD  +  AB  s'mA  smB 

indem  die  Schnitte  5, s.^,  cS.Sg,  S3S4,  .^45,  d\ireh  A.  B.  C.  D  be- 
zeichnet werden.     Salmox  (Ion.  IV.  76. 

7.  Wenn  die  Dislüiizen  des  P  von  den  (ieraden  ^^^  und 
S2  das  Verlijiltniss  — a  h;d)en ,  sn  liegt  P  aiiC  der  Geraden 
t{u^  :  /.,  -+-  Kii^  :  /.,  =  0  .  \\ eh-he  den  Schnitt  C  der  .■?,  und 
.V2  entluill,  und  den  Winkel  .S|N2  ('md  den  Scheitel\\ inkell  nach 
dem  Sinus-Yerhältniss  — a  Iheill   (§.  13).     Denn 

Mi  :  Ai  =   CF  costrii   =    C'PsinSj/,         ?<2  =  ^^2   =   CFs\ns2t 

folglich  sin.*,/  :  sius.,^  =  — <'■■ 

Wenn  die  Geraden  s,  und  >\i  ]>arallei  sind  [xn^  =  xn.2 
==  a;?i),    so   ist 

P.j  :  ?.-2   =   «1  :  «2    =   &,  :  &2 

N,N,  =  N,0  -  NoO  =  ^'  _  |2 

X)  /.2 

«1       .  «2  .,  ,   f  JVjO   +    «.  iV2  0  t 

l(jlglich  liegt  J'  aid"  der  Geraden  i,  welche  mit  .s,  und  .<2  P^"'~ 
aliel  ist  .  und  den  Streifen  derselben  nach  dem  Verhältniss 
—  a  theilt. 


8.  Das  Paar  der  Geraden  ^■^{'-|^  =  0),  ^'2 ("2  =="  ^)  wird 
von  tleni  Paar  t[?/^ -\-  an.,  =  0),  t'{u^  -\-  u'n.^  =  0)  nach 
dem  Doppel  verhältniss  a  :  a'  getheilt.  Denn  u^  -f-  ««2  = 
CP  {  /,  sin.s-,  t.  ■+-  u'Ly  sin  .-j  /) ,  folglich 

sin  s^t  —  A2  a  sin  Sj  t'  —  X^u' 

sin  «2^  ^-1  sinS2*'  ^1 

sins,  i       sins.i'  , 

{s^  «2  t  t  )  =^   -^-^    :    -. — '—,  =   u  :  u 
SU1S2<        sinS2i 
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Daher  ist  inil  dem  Paar  i/,//.,  =  0  <1.  i.  u^  =  0,  112  =  •• 
(las  Paar  u^'  —  n-ito'-  ^=  0  d.  i.  w,  ■+-  au,  =  0,  «,  —  au^  ~  0 
in  llariiitiiiie  (§.3),  auch  wenn  (He  (ieradcii  paraMel  sind,  l-^in 
l)eson(h'('r  l'all   dieses  Satzes   ist   i^.  iH.  '.'y  aiiueiiehen  worden. 

S)  Das  l'aai-  der  (ieraden  u^  ■+-  coi.,  =  0,  «,  +  liu^  =  0 
wird  \i>n  (h'in  Paar  //,  -f-  ;'?/.,  =  0.  u,  +  ()i(.,  =  0  nach  dem 
Deppelverhiillniss  der  Zahlen  «,  [i ,  y ,  d  getheilt.  WCmi 
u^  -f-  ((u.,  =  /'i    und   «|  ■+■  ßu^  =  v.^,   so   ist 

{u~ß)u,  =   — ßv^  +  aV'i  {tt—  ß)'U->    =   Vi—v^ 

(«  —  ;?)(«,  +  yu.y)   =   (>'  —  /?)«'i  +  («  —  y)«'-..     u.  s.  w. 

Das  l'aar  i',  =  0,   v^  =  0   wird   von   dem   l'aar 
a  —  y  a  —  6 

nach  dem  üoppelverhältuiss 

«  —  y       a  —  6 
ß^y    •    J^^ö 

getheilt  (8).     Versal.  §.  2,  (i  tt".     Salmon  Kegelschn.  c.  IV. 

10.  Wenn  dei'  Pnnci  /(a-^-  :  /,-</;  :  t^]  die  homogenen  Coor- 
dinaten  o.-^-,  j/^-,  C^-  hat.  und  ii^  =  r/a'^  -j-  6(/^-  +  cti  detinirt  wird, 
so  enthalt  die  Gerade  a  b\c  den  Piinct  /  unter  der  Bedingung 
Vi  =  0.  iNach  §.  28,  2  sind  dann  «,  =  0,  «.,  =  ()  die  Glei- 
chungen dei'  Puncte  I,  2.  Der  Punct  u^  4-  <.'-u.,  =  0  liegt  auf 
der  (ieraden  der  Puncte  u^  =  0  und  i<2  =  0,  uiul  (heilt  die 
S(recke   12  nacli  dem  VerhaUniss  — a/^  :   t^.     Denn 

Bei  u^  -\-  cm.)  =  0  en(häl(  jede  Gerade  a',b\c  den  Punc( 

Xi  +  aX)  :  ;/i  +  ß^2  I  ^1  +  ß^2 

der   auf   dei'  (ieraden    12    liegt,    und    die  Strecke    12   nach  dem 
VerhaUniss  — ul.,   :   /,    theilt   (§.  16,  2j. 
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Der  Puncl  ?;,  +  /?w.,  =  0  llieill  die  Strecke  12  nach  dem 
Verhiiltniss  — ßt.^  :  <, .  Also  hal)en  die  Functe  u^  =;  0.  «2  =  0. 
u^  ■+■  cm-,  =  Ü  .  ?/,  -H  ßu.^  =  0  der  Geraden  (m,  =  0,  ti.^  =  Ol 
das  l)()|)])elverli;iltniss  a  :  ß.  lud  das  l)o|)i)elverhällniss  der 
PiiiK-te  «,  -+-  au.^  =  0,  «Yj  +  |3w.,  =  0,  u,  +  yu.y  =  0,  w,  +  du.y 
=  U  isl  das  Doppelverhältniss  der  Zalden  a,  |i/,  /,   ö  (9). 

11.  Wenn  die  Gerade  i  die  Gleichung  ki  =  0  hat  (4),  so 
ist  derPunct  12.  ^^elehen  die  Geradezu  1  nnd  2  enthalten,  durch 
das  System  (»,  =  0.  11.2  =  0)  hesrmiiiil.  Die  Gerade  \'Z'.\'\. 
welche  die  Puncte  12  und  31  enlliiill.  hat  nacli  §.28,7  die 
Gleichung  [m)n^—  [\U)u,  =  0. 

l'nter   dem    Doppelverhältniss    (1.  2.  3i,  56     der    Geraden 

1,  2  und  der  Puncte  34,  56  wird  das  Do))pelverhaltniss  der 
Geraden    1.   2.    I2"3i,    I2'56    verstanden.      Nai-Ii     S     Ijndet   inan 

^1,  -,  64,  Ob)  ^234)    •    (246) 

aus  den  Coordinaten  der  6  Geraden.  Dieses  Doppelverhältniss 
ist  dasselbe,  nach  welchem  die  von  34  bis  56  reichende  Strecke 
durch  die  Geraden   1 .  2  getheilt  wird. 

Wenn  der  Punct  i  die  Gleichung  u^  =  0  hat  (10),  so  ist 
die  Gerade  12  durch  das  System  (uj  =0,  «2  """  0}  bestimmt, 
und  der  Punct  12 •35,  welchen  die  Geraden  12  und  34  ent- 
halten, hat  die  entsprechende  Gleichung  (234)  «j  —  (134)^2  =  0. 
Daher  findet  man  das  Doppelverhältniss  der  Puncte  1 ,  2  und 
der  Geraden  34,    56  d.  i.  das   Doppelverhältniss  der  Puncte   I, 

2,  12-34,  12-56 

fl    2    34    56)   _   (134)    .    (AM 
(1,  2,  34,  o6j    -    ^234)    •    (256) 

aus  den  Coordinaten  der  6  Puncte. 
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1.     Wenn   ?y^ ,    u.^ ,   %    von   einander  unabhängig  gegebene 
lineare  Formen  der  x,  y,  t  sind,  so  wird  durch  die  Proportion 
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v^   :   ?/.,   :   '':,   der  lernet    x  :   i  \  y   :   f    cindciiliii  hosliiimil.      Di'iiii 
iiiiler  (k'ii  Voiviiissi'tzniiiien 

iii  =  (tiX  +  hi  1/  +  Ci  f 
U2  =  a,x  +  b>ij  +  Cot 
%   =   a-^x  +  h-^y  +  c^t 


[abc)   =    I  a-y     b-,     c-i 

I    «3       ^3       ^3 


iindct    iii.'in 


{abc)x  =   {nbc)  ,         {abc)y  =   {auc),         {abr)f   =   {abu) 
X  :  y  :  t   =   [übe)  :  [auc)  :  {abu) 

Wt'nn  [ahc]  null  ist,  so  sind  ?/, ,  w, ,  n^  nicht  nn;d>liäniii!^ 
von  ein;indtM",  sondern  dnreh  eine  honiogene  lineare  (iieichniiij; 
z.  B.  [übe]  =  0   verlumden   bei   allen  x,  ?/.    t.   und  die  (ieraden 

Kj  =  0.   «2  =  Ol   ":!  =  0   haben   einen  Pnnel  i;ernein  (§.  '2H.  8). 

3.  Daher  sind  m,  ,  w.^,  u.^  homogene  Cooi'dinaten  des  Punetes 
X  :  t\y  :  t  (5^.  1(3,  9.  Die  Geraden  IJC{n^  =  0),  C'yl(?(2  =  0), 
AB[uj^  =  ^)  heissen  die  l'u nda  ni en la  II  i nien  der  Iril  inearen 
Coordinaten  des  Punetes  u  (aueh  trinielrisehe  oder  I)reieek- 
Coordinaten).  Piacker  Entw.  1828,  l.  Sysleoi  1835.  Der  Punet 
(mj  :  «2  =  — «?  "i  '■  "3  =  — ß)  ist  der  gemeinschaftliehe 
Punet  von  zwei  hestinunlen  Geraden   (§.  29,  7). 

T)ie  Coordinaten  ?(,  ,  z<2 ,  "^  des  Punetes  u  sind  verbunden 
durch  die   (nicht  homogene)   lineare  Gleichung 

{abu)     (1.  i.     yf»!  +  j'2'<2  +  Yz^h  =   {obc)t 

Wenn  u  anl'  yl,  i^,   (*  rällt,  so  hat  man  wie  §.  28,  9 

Y\>i\\  =   {fibe)t ,         y2«22    =   {abc)t,         ^3  "33   =   {ab  c)t 

folalich 


«2^ 
«22 


"3 


=      1         (§.    10;    9) 


Die  Distanz  des  A  von  BC  [%.  29,  3)   ist 

»u  :  Ai  =  2ABC  :  BC 


u.  s.  w.,  folglich 


^'«^  +  ^„,  +  4^  „3  =  2^i?C'    C^.  10,  2) 

/■l  /•2  '^3 


Baltzör,   anal.  Geom. 
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Wenn  «g.  b.^  nnll  sind,  so  ist  w..  =  0  die  iinendliehferne 
Gerade,  und 

«3  C^t  ^3     t  C-)     t  c^ 

'"«3 

sind  gemeine  Goordinaten  des  Pnnctes ,  welclien  l)estininite 
Parallelen  der  Geraden  u^  =  0  und  u.^  =  0  genieiri  haben. 
Vergl.  §.18,  i. 

3.  Eine  gegel)ene  Form  ?iten  Grades  der  u^  ,  «2 ,  «3  ist 
eine  bestimmte  Form  desselben  Grades  der  a-,  y,  t.  Weini 
dieselbe  null  ist ,  so  liegt  der  Puncl  u  auf  einer  bestimmten 
Linie  nter  Ordnung. 

Wenn  /  =  a^u^-\-  a.^ u.^  +  «3  %  ,  so  ist  /  =  0  die  Glei- 
chung der  Geraden  a.  Sie  ist  die  Gleichung  der  unendlicli- 
fernen  Geraden,  wenn 

BC      CA       AB 

.  «1 :  «2 :  «3  =  }'!  '•  y^  '•  y^  ^  j'  '•  ~x:;  '■  ^^ 

also  /  constant,  t  null  ist  (2) . 

Die  gemeinschaftlichen  Pnncte  der  Linien  /  =  0  und 
f  =  gu^  sind  nicht  alle  von  einander  verschieden,  sondern  auf 
die  Pnncte  {/ ^=  0,  u  =  0)  fallen  je  2  derselben.  Daher  wird 
die  Linie  /  =  0  von  der  Linie  /  =  gu-  berührt,  die  Contacte 
liegen  auf  der  Linie  m  =  0.  Z.  B.  die  Linie  3ter  Ordnung 
«2^3  =  fc^i^  hat  die  Tangenten  u^  =  0  und  »3  =  0  mit  der 
Chorde  der  Contacte  u^  =  0 ,  so  dass  sie  dem  Winkel  A  ein- 
geschrieben ist  und  dessen  Sehenkel  in  B  und  C  berührt. 

4.  Die  Gerade  a  schneidet  BC  in  A'{f=  0,  u^  =  0). 
Die  Gerade     . 

f «1«!    =    «2«/2  +  «3  "3    =    *^ 

enthält  den  Punct  A'  und  den  Punct  A{u.2  ^=^0,  u^  =  0). 
Ebenso  enthält  die  Gerade  «3^3  -j-  cf^Wj  =  0  den  gemeinschaft- 
lichen Punct  B'  der  a  und  CJ,  sowie  den  Punct  B.     Und  die 
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Gerade  Cf,?/, -|-  «2^2  ^^  ^  enlhiill  den  geiiKMiischaftlicIioii  l'iinct 
C'  dei"  a  1111(1  AB.   sowie  den  I'uiu-t   C. 

Die  Gerade  a,«^  —  <^3"3  =  ("i"i  "•"  «■>">)  —  ^3^3  ~^"  <^r"i) 
=  0  eiitliäll  den  gemeinschaftliclien  Piinct  ^"  der  CC'  und 
i?Z^',  sowie  den  l'unet  A.  Die  (ieraden  ^C(m.2  =  0^, 
AB[u^  ^=^  0;,  AA'[a2U2  ■+■  ci.^u^  =  0),  AA"[a2ih  —  «3  "3  =^  0) 
sind  in  Harmonie  (§.  29.  8  .  Daraus  folgt,  dass  von  den  beiden 
Diagonalen  B'C,  BC'  des  Vierecks  BCC'B'  die  sogenannte 
drille  Diagonale  ÄA"  harmoniseh  getheill  wird.     Trigon.  §.  7.  I  I. 

Die  Geraden  AA",  BB",   CC" 

«2  «2  «3^3     =     0,  «3  »3  «l^'l    =     U  )  «1  "1    —    tt-tt'i     =     0 

haben  einen  Punct  gemein   (§.  28,  8)-,  nänüich  den  Punel 


«1  :  «2  •  «3 


1 


«3 


üeberhaupl   luihen  die  (ieraden  a,  ß.  y  einen  genieinsclial't- 
liehen  Punel   u.  wenn 


«iMl    +    «2^2    +    f'3"3     =     ^ 

ßiUi  +  ßoih  +  ßsth   =   0 

YiUi   +  Y2l^2  +  73  «3    =    0 


«1       «2       «3 
ßl       ß2       ßs 

Yi      Yi     Y3 


Dabei  ist 


(«1«,  +  .  .  )  adj«!  +  {ßl  «1  +  .  .  )  adj/9i  +  {yiUi  +  ■  ■)  adjyi  =  0 
^^l  :  «o  •  "3   =  af^Ußi  '•  «idjcto  :  adj  «3 


5.     Wenn   auf   der    Geraden   a  die  Punete  w,  v,  ic  liegen, 

so  ist 


«1»!  +  «2  «2  "•"  «3  "3   =   '^ 

«lUl     +    «2  ^"2     +    «3  ^'3     =    " 

a^w^  +  «2  "'2+  «3 '^'3   =    '^ 


«1  «2  "3 
Vi  V2  V3 
Jf,       «<?2       '^3 


Dieser  Bedingung  genügt 

»^i  :  ivo  :  u'3   =    »1  +^i'i  :  11-2  +  ^r2  :  «3  +  0^3 

d.  h.  der  Punct  u  ■+-  d^v  liegt  auf  der  Geraden  uv. 
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Wenn  der  Punet  v  ;mi'  den  Punet  a.'  :  t'  \  y'  :  /'  füllt,  so  ist 
u-  +  9v-   =   ai{x  +  Qx')  +  h.{y  +  *//')  +  r-(/  +  ^t') 
bei   ?■  =  I,  2.  3.    d.  h.  der  Punet  u  ■+■  .'/r  fallt  auf  den  Punet 

X  +  Q^x'  I  2/  +  ^y' 

t  +  m'   I   t  +W 


Nun   ist 


a;         M'  x' 

X  +  9a?' 1  '^  ~r  T' 


also  wird  in  dem  Punet  v  +  d^v  die  Streeke  «y  nach  dem  Ver- 
hältniss  —  i^t'  :  t  getheilt  (§.  16,  2). 

6.  Weil  die  Streeke  uv  in  dem  Punet  u  -f-  &v  nach  dem 
Verhiiltniss  — Ort'  :  t  getheilt  wird  (5),  so  haben  die  Punete 
u.  Vj  11  ■+-  O^v,  V  ■+■  i'V  das  Doppel verhältuiss  i)-  :  i]. 

Um  das  Doppelverhällniss  der  Punete  u  -f-  ar .  u  4-  (iv, 
u-^-yv^   u -\- öv  zu  finden,  setzt  man  \vi(!  §.  29,  9  (/  =  "1?  2,  3) 

u.  +  av^   =   u-,        n.  +  ßv^  =    v-' 

und  erhält  (a  —  ß){ui  H-  yvi)  =  (/  —  Z^)«/  -»-  («  —  y)'^/ 
u.  s.  w.  Das  gesuchte  Doppelverhältniss  ist  das  Doppelver- 
hällniss der  Punete 

/  /  ,       a  —  Y    ,  ,       a  —  8    , 

U  V  U    -\ '-^V  II    + .V 

y—ß  ^—ß 

also    o  _      '•  öTl^    ^-  ••   ^^'^^  Doppelverhältniss    der    Zahlen    a, 

ß,  Y,  ^. 

7.  Wenn  «,',  «2'»  "3'  unabhängig  von  einander  gegebene 
lineare  Formen  der  Wj ,  ?/2,  "3  sind,  so  sind  die  Punete  u  und 
it'  entsprechende  Punete  coUinearer  Planfiguren  (§.  i  und 
§.  18,  4).  MöBirs  Baryc.  Cale.  217  IV.  Crelle  J.  4  p.  101.  Magnus 
Aufgaben  1  p.  31.  Plücker  System  1835,  I  §.  3.  Chasles  Geom. 
sup.  1852  c.  25.    Fiedler-Salmon  Kegelschn.  1873  art.  375. 


§.  30.    Trilincare  Coordinaten  eines  Punctes.  181 

Die  linearen  l'orinen  der  «j,  u^i  «3  enthalten  9  (^oefficicn- 
ten,  deren  l'ioportion  durch  das  System  der  8  linearen  Glei- 
chungen bestimmt  wird,  welche  ausdrücken,  dass  i  gegebenen 
Puncten  u  der  einen  Figur ,  unter  denen  nicht  3  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  i  gegebene  Puncto  u'  der  andern  Figur  in  der 
gleichen  Beschränkung  entsprechen.  Daher  können  alle  Vierecke 
(in  der  aiigcgeiienon  Beschrankung)  als  coUineare  Figuren  be- 
trachtet werden,  während  zwei  Ftlnfecke  nicht  unbedingt  colli- 
near  sind. 

Wenn  der  Punct  u  eine  gegebene  Linie  nter  Ordnung  be- 
schreibt, so  beschreibt  der  entsprechende  Punct  u'  eine  be- 
stimmte Linie  derselben  Ordnung.  Dem  gemeinschaftlichen 
Punct  von  zwei  Linien  der  einen  Figur  entspricht  der  gemein- 
schaftliche Punct  der  entsprechenden  Linien  der  andern  Figur. 
Drei  Puncten  einer  Geraden  entsprechen  drei  Punete  der  ent- 
sprechenden Geraden,  W'orauf  die  Benennungen  CoUineation  und 
ColUnearität  sich  beziehen. 

Vier  Puncten  einer  Geraden  der  einen  Figur  entsprechen 
vier  Punete  der  entsprechenden  Geraden  der  andern  Figur  von 
demselben  Doppelverhältniss.  Den  Puncten  m,  u,  u  -\-  ^v  ent- 
sprechen die  Punete  u',  «>'.   u' -i-  &v',  weil  (/  =  1,  2,  3) 

u.'  =   a.^u^  +  a-oih  +  «i3«3,       v{  =   a-i^i  +  a-^v^  +  a-.^v^ 

folglich 

«/  +  &vl  =  a,i(i<i  +  9v-^)  +  «2  2 ("2  "•"  ^^2)  "•"  "isC^s  "•"  ^^'3) 

u.  s,  w.  (6). 

Wenn  daher  die  Fünfecke  ABCDE  und  A'B'C'D'E'  eolli- 
near  sind ,  so  werden  A'B'  von  C'D',  D'E'  und  B'C'  von 
D'ä\  A'E'  nach  denselben  Doppelverhältnissen  getheilt,  wie 
die  entsprechenden  Strecken  von  den  entsprechenden  Geraden. 
Die  Geraden  D'E'  und  A'E'  sind  diesen  Bedingungen  gemäss 
lineal-constructibel ,  und  halben  den  Punct  E'  gemein,  welcher 
dem  gegel)enen  Punct  E  entspricht. 

Die  Chorden  entsprechender  Punete  von  2  entsprechenden 
Geraden  berühren   einen   Kegelschnitt.     Die  Sehnittpuncte  ent- 
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sprechender  Geraden  von  2  entsprechenden  Pnncten  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt.    §.  22,  12. 

8.     Der  uneiullichfcrncn  Geraden  der  zweiten  Figur 
«1«/+  a2«i'+  «3"3'=   0     (8) 
entspricht  die  Gerade  r  der  ersten  Figur 

+    («13  «1    +   «23  «2    +    </33«3)"3     =     0 

welche  nicht  unendlichfern  ist;  einem  unendlichfernen  Punct 
der  zweiten  Figur  entspricht  ein  Punct  der  Geraden  /■  der 
ersten  Figur.  Ebenso  giebt  es  in  der  zweiten  Figur  eine  Ge- 
rade q\  welche  der  unendlichfernen  Geraden  der  ersten  Figur 
entspricht,  so  dass  einem  Punct  der  q  ein  unendlichferner  Punct 
der  ersten  Figur  entspricht.  Dem  gemeinschaftlichen  Punct  der 
unendlichfernen  Geraden  der  ersten  Figur  und  der  r  entspricht 
der  gemeinschaftliche  Punct  der  q  und  der  unendlichfernen 
Geraden  der  zweiten  Figur,  d.  h.  dem  unendlichfernen  Punct 
der  r  entspricht  der  unendlichferne  Punct  der  q  . 

Puncten  der  Geraden  l  entsprechen  Puncte  der  entsprechen- 
den Geraden  /',  so  dass  die  entsprechenden  Figuren  auf  den 
entsprechenden  Geraden  collinear  sind  (§.  4).  Wenn  insbe- 
sondere l  mit  ;-  parallel  ist,  so  ist  V  mit  q  parallel,  dem  un- 
endlichfernen Punct  der  l  entspricht  der  unendlichferne  Punct 
der  l':  also  sind  die  auf  den  Geraden  l  und  V  von  entsprechen- 
den Puncten  gebildeten  Figuren  ähnlich.  Das  Verhältniss  ent- 
sprechender Strecken  dieser  ahnlichen  Figuren  ist  von  der 
Distanz  der  Parallelen  /  und  r  abhängig.  Folglich  giebt  es 
eine  bestimmte  Parallele  s  der  r,  welcher  die  Parallele  s'  der 
q'  so  entspricht,  dass  die  auf  s  und  s'  von  entsprechenden 
Puncten  gebildeten  Figuren  gleich  und  ähnlich  sind. 

Wenn  die  entsprechenden  Puncte  dieser  gleichen  und  ähn- 
lichen Figuren  vereinigt  werden,  so  erhalten  die  beiden  coUi- 
nearen  Planfiguren  bei  jedem  Winkel  ihrer  Ebenen  perspec- 
tivische  Lage  (Stereom.  §.  5,  7  ff.).  Dabei  sind  alle  Puncte  der 
Geraden  s  (der  Collineationsaxe)   und  der  gemeinschaftliche 
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l'uiirt  iillfi'  (lliorden  von  fiilspreclK'iHlcn  IMiiiclcn  [dus  Colli- 
iiealioiKSceiil  ru  rn)  lautologe  l'iinclo  der  luMden  Figuren 
§.2,2).  Die  (ieraden  r,  7' sind  die  (ieiicnaven  der  Figuren 
von  Magnus  genannt  worden. 

1),  WCnn  die  collinearen  l'ignren  beide  auf  dei-sell>en 
Ebene  liegen,  so  wird  ein  lanloioger  I'nncl  u  derselben  (bnih 
die  (Ileichungen    (7,i 

(»Ui  =  UiiUi  +  «12  «2  +  «13  »3 
^21.,  =  a-^itli  +  «22  «2  +  «23  «3 
4>'<3     =     «31  «1    +    «32  «2    +    «33  «3 

bestiinint.     Vermöge  derselben  ist 

I    «11  —  (>       «12  «13 

«21  «22  (-*       «23 

I    «31  «32  «33  — (> 

Entsprechend  den  Wurzeln  dieser  eubischen  Gleiehung  für 
Q  findet  man 

«1  :  tio  :  !<3   =   adj(«n  —  p)  :  adjoi2  :  'idj«!3 

mithin  ein  tautologes  Üreieek,  von  welchem  ein  Eckpunet  und 
die  gegenüberliegende  Seite  ohne  Ausnahme  real  sind.  Plucker, 
Chasles,  Fiedler-Salmo.n  a.  a.  O.  Die  tautologen  Puncte  liegen 
auf  den  Kegelschnitten 

"l(«31«l    +    --)     =     '<3(«U«1   +    •   •  )^         "2(«31«1+--)     =     «<3(«21«<1    +   •  •) 

'.velche  den  Punct     r/gjWj  -+-  .  .  =  0,  Uj  =  0)   gemein  haben. 

10.  Als  IriUneare  Coordinaten  eines  Punetes  F{u),  dessen 
Lage  gegen  das  Dreieck  ABC  der  Fundamentallinien  durch 
Theilung  von  Seiten  und  Winkeln  nach  gegebenen  Verhältnissen 
bestimmt  ist,  werden  die  Distanzen  u^,  «2,  «3  des  Punetes  von 
den  F"undamentallinien  gebraucht.     Yergl.  Salmon  Con.  c.  4. 

TD  O 

Wenn  die  Gerade  CP  den  Winkel  C  halbirt  oder  den 
Anssenwinkel,  so  sind  u^  und  ifj  gleich  und  eines  Zeichens  oder 
nicht  eines  Zeichens.    Daher  sind  u^  —  «^  =^  0  und  «j  +  ?<2  "^^  ^ 
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die  Gleichungen  der  Halbii'cnden  des  Winkels  C  und  des 
Aussenwinkels :  m.,  —  ?<3  =  0  und  11^+  u^  =  0  die  Holbirenden 
des  Winkels  A  und  des  xVussenwinkels ;  M;} — u^  =  0  und 
Kg  H-  M,  =  0  die  Halbirenden  des  Winkels  B  und  des  Aussen- 
winkels. 

Es  giebt  4  Punele  P 

deren  Distanzen  von  den  Fundamentallinien  gleich  und  eines 
Zeichens  oder  nicht  eines  Zeichens  sind,  und  welche  je  3  unter 
jenen  Halbirenden  gemein  haben.  Z.  B.  («j  =  tt.j  =  «3)  liegt 
auf  den  Geraden  u^  —  «2  =  0,  «2  —  "3  =  0,  «3  —  u^  =  0,  in 
Betracht  dass 

(  Wj  —  Mo)   +   («<2  —  "3)   +   ("3  —  Wi)    =    0 

Dabei  ist   [BC  +  e  .  CA  +  e'.  AB)u^  =  ^ABC. 

Auf  der  Geraden  ii^  +  eu^  -\-  b'u^  =  0  liegen  die  bei  der 
obigen  Construction  sich  ergebenden  Puncte 

(«1   +   ft<2    =    0,    »3    =    0),  (fM2    +   f'%    =    ^f    "1    =    *^); 

{s'u^    +    Kl    =     0,     «f;,     ==     0) 

PlCcker  Entw.  I  p.  15  tH".  Der  hierin  enthaltene  Satz  war  auf 
anderem  Wege  in  Gergo\ne  Ann.  1819  t.  10  p.  202  bewiesen 
worden. 

11.  Wenn  die  Gerade  CP  die  Seite  AB  und  die  Fläche 
ABC  halbirt,  so  sind  die  Dreiecke  CPB  und  CPA  gleich  und 
conträr,  CPB  +  CPA  =  0,  BCP—  CAP=0,  BC.u^  —  CA.u^ 
=  0.     Die  Diameter  des  Dreiecks  ABC 

BC  .  u^  —  CA  .  U2   =  0,        CA  .  uo  —  AB  .  U3  =  0  , 
AB  .  113  —  BC.Ui=    0 
haben  den  Punct 


ih  = 


1_  1      ,      1 

BC  '    CA   '   AB 


gemein,  den  Schwerpunct  der  Puncte  A,  B,  C  und  der  Flache 
ABC.     Dabei  ist  BCP  =  CAP  =  ABP  =  ^ABC. 
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Wenn    die   Gerade    CT  iiiil   AB   [)uy:d\r\   isl ,    so   ist   ACF 
=  BGB, 

BC .  Hl  +  CA  .  «2   =0 

Die     Geraden     t<,  =  0  ,      «^  =  0  ,      BC  .  u^  —  CA  .  u.^  -=  0, 
BC  .  i'i  ■+■  CA  .  u.,  -■=  0  sind  in  Harmonie   (i). 

13.     Wenn   die  Gerade    CP   anf   der    Normale   n.^  der  AB 
liegt,  so  ist 


Ui 


CP  cos  n^  Hl  =  —  CP  cosB  ,      ii,   =   CP  cos nith  =  — CP  cos  A 


Ui  :  «2  = 


1        .        1 
cos^    '    cosB 


Die  Höhen  des  Dreiecks  haben  den  gemeinschaftlichen  Puncl 

1  1  1 

cosA        cosB       cosC 

Wenn  die  Gerade  CP  normal  zu  CA  ist,  so  ist 

t<i  =  CP  cosniti2,      «2  =   CP,      "i  +  '<2^os^  ^  0 

und  für  die  Normale  CP  zu  BC  ist  «jCOsC+  ^'2  =  ^-  ^^ei^" 
aber  P  von  dem  Paar  u^  +  w.,  cos  C  =  0 ,  m,  cos  C  +  u^  =  0 
gleiche  Distanzen  hat,  so  ist  [e^  =   I) 

t«i  +  «2  cosC  +  e{ui  cQsC  +  Uo)  =  0 

d.  i.  [u^  -i-  £u.2][\  +  £  cosC)  =  0.  Die  Halbirenden  des  Win- 
kels und  des  Nebenwinkels  der  Geraden  u^  +  u.2  cosC  =  0, 
u,  cosC+  «2  =  0  halbiren  die  Winkel  des  Paares  u^  =  0, 
«2  =  0. 

13.  Das  Centrum  P  des  Kreises  ABC  hat  von  BC  die 
Distanz  Mj  =  iJPcosin,  ,  wenn  BP  auf  der  Geraden  t  liegt. 
Auf  dem  Kreis  seien  T  der  Gegenpunct  des  B,  und  N  die 
Spitze  des  gleichschenkeligen  Dreiecks  BCN.  welches  mit  5C^ 
eines  Sinnes  und  Zeichens  ist.  Dann  ist  tn^  =  TPN  =  iBNP 
=  BNC  =  BAC  (§.  9,  4),  u^  =  ßPcosJ,  folglich 

«1  :  j<2  •  W3  =  cos^  ;  cosB  :  cosC 


IS(5 
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Die  Mitten  der  Seiten  ßC,  CA,  AB  \verden  durch  A  ,  B\ 
C  bezeichnet.  Dcis  Centruni  P'  des  Kreises  A'B'C'  hat  von  CA 
die  Distanz  r^  =  B'P' cost'n.^.  Wenn  die  positive  Normale  der 
B'C'  durcli  11  ^'  bezeichnet  wird,  so  ist 

t'm   =   t'ni'+  n/ni  +  n^n-i 

t'n^'=  triy  =  A,  )^^'n^  =  tt,   n^ric,  =  /r  —  C,  v.^  =  B'P'cos[C — A), 
also 

Vi  :  v-i  ■  V3   =   cos{B  —  C)  :  cos(C  —  Ä)  :  cos(^  —  B) 

14.  Auf  der  Geraden ,  weh^he  den  Höhenpunct  und  den 
Sclnverpuncl  des  Dreiecks  ABC  enthält   (5), 


«3 


1 


1 


1 


cos^     co&B     cos  C 
1  1  1 


sin^      sinJ?      sinC 


=  0     oder 


Uy     cosB  cosC    sin^BsinC  | 

1(2     COS  C  COS  ^     sin  C  sin  J-      =  0 

tts     cosA  co^B    sin  J.  sin^B 


liegt  das  Centrum  des  Kreisest  SC,  \veil  cos  .4  =  —  cos(ß-j-C) 
u.  s.w.,  und  das  Centruni  des  FtLERBACu'schen  Kreises  A'B'C, 
weil  cos(ß^ — ■  C)  =  cosZ?  cosC  +  sin  ß  sin  C  u.  s.  w.  Diese 
Gerade,  von  der  die  G.uss'sche  Gerade  (§.  21,  4)  nicht  ver- 
schieden ist,  erscheint  demnach  als  Mit  tellinic  des  Dreiecks 
ABC. 

15.     Für    eine    Parallele    der    durch    C  normal    zu  BC  ge- 
zogenen Geraden  u,  cosC'-l-w2  ^=0   (12)   ist 

k{ui  cosC  +  »2)  —  "1  sin^  —  Uo  sinB  —  «3  sinC  =   Ü 

weil  Mj  sin^  +  «2  sinß -H  W3  sinC  constant  (2).  Diese  Gerade 
enthält  die  Mitte  der  BC  (11) 

(;fi  =   (»,    KoS'mB —  it'js\nC  =   0) 

unter  der  Bedingung  k  —  2sinß  =  0.     Dann  ist 

Ä;  cos C— sin .4  =    2  sinß  cosC— sin(£  +  C)  =  sin(£  — C) 

also  M,  sin(ß  —  G)  +  ^'2  sinZ^  —  «3  sinO  =  0  die  Gleichung 
der  die  B  C  normal-halbireiiden  Geraden.     Wenn 
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f  =   «1  sin(i^  —  C)  4-  «2  sin  Vi  —  «3  sinC 

g  =^   —  «1  sin  vi  +  «2  sin(C' —  '■^)  +  «3  sinC 

h  =   «1  sin^l  —  11-2  sini)'  +  »3  sin(^  —  B) 

SO  sind  in  der  Detcriiiiniintc  der  /,  ^,  h  die  Adjuncten  der 
ersten  Colonne 

a  sin'--4  cos^  ,      2sin^.ßcos^,      2sin2Ccos^ 
und  die  Adjuncten  der  ersten  Zeile 

2  sin^-J  cos^l ,       2sin2.4cos^,       2sin^-4cosC 

Daraus  findet  man  die  Determinante  null. 

f?.\n'^A  4-  g  sin^j?  +  h  sin2C  =  0 

und  [uy  :  u.,  :  %  =  cos^  :  cosß  :  cosC)  als  den  semeiu- 
schaftlichen  Punct  der  Normal -Halbirenden  /"  =  0 ,  ^  =  0, 
Ä  =  0  der  Seiten  BC,  CA,  AB  (13;.    Vergl.  S.vlmo.n  a.  a.  O. 

16.  Weil  BC  .  Ui-\-  CA  .  u.^-i-  AB  .  u.^  =  2  ABC  für  alle 
'/,  so  sind  die  Geraden  BC.  ?<, -4-  CA  .  u^  =  0  und  «3  =  0 
parallel   (§.  28,  5  .     Die  Halbirende  ihres  Streifens   [CC\  AB) 

BC.  i<i  +  CA  .  «2  —  AB  .  «3  =  0 

enthalt  die  Mitten  der  BC  und  CA     II) 

(iii  =0;   CA  .  112  —  AB  .  «3  =  0)    und    («2  =  0.   AB  .  «3  —  BC  .  Ui  =  0) 

Wenn  AB,  BC,  CD,  DA  auf  den  Geraden  u,  -=  0, 
"2  =  0 ,  ?<g  =  0  .  u^  =  0  liegen .  so  ist  AB  .  u^-i-  BC .  u.j 
•+■  CD  .  M3  +  DA  .  u^  =  ^ABCD  für  alle  u.  Daher  sind  die 
Geraden  AB  .  u^  -+-  CD  .  Ug  =-  0  und  BC  ,  u,  ■+■  DA  .  u^  =  0 
parallel,  .lene  enthalt  den  gemeinschaftlichen  Punct  E  der  AB 
und  CD,  diese  den  gemeinschaftlichen  Punct  F  der  BC  und 
DA.     Die  Halbirende  ihres  Streifens   [EE\  FF') 

AB  .  Ui  —  BC .  1(2  +  CD  .  i<3  —  DA  .  Ui  =  0 

enthält  die  Mitte  der  Diagonale  AC,  \n eiche  sowohl  der  Geraden 
AB.u^  —  BC.u.2  =  0.  als  auch  der  Geraden  CD  .  u.^  —  DA.u^  =  () 
angehört;  ebenso  die  Mitte  der  Diagonale  ßD(^B,w^  —  DA.u^  =  0, 


188  Cap.  V.    Die  Gerade. 

—  BC  .  «2  "+-  CD  .  u,,  ^0),  und  die  Mille  der  dritten  Diago- 
nale EF.  einer  Chorde  des  Streifens  EE\  FF' .  Salmox  a.  a.  0. 
Diese  Gerade,  weiche  als  Mit  teilin  ie  des  Vierecks  AB  CD 
erscheint,  enthält  die  Centren  der  dem  Viereck  eingeschriebenen 
Kegelschnitte:  Newton  Princ.  I  lemma  25  und  prop.  27.  Vergl. 
Gauss  1810  Werke  4  p.  387.  Ebenso  haben  die  Vierecke  ACDB, 
ADBC  ie  eine  Mittellinie;  die  3  Miltellinien  haben  einen  Puncl 
gemein.     Planim.  §.  8,  5. 

Die  Gerade  EE'[AB  .  u^  •+■  CD  .  u.^  =  0)  wird  conslruirt, 
indem  man  A'E  =  AB  auf  ^'^  =  0.  und  D'E  =  DC  auf 
i(.^  z=  0  macht.  ^Yeun  nun  EE'  mit  A'D'  parallel,  so  ist 
A'EE'  =  D'EE',  AB.u^  =  DC.u^,  AB  .  u^+  DC .  u^  =  0. 
Bei  unendlichfernem  E  benutzt  man  den  Puncl  F  der  Geraden 
BC,  DA,  und  macht  E'B  =  CF  auf  der  Geraden  BC,  und 
EE'  parallel  mit  AB.  Dann  ist  AB  :  DC  =  BF  :  CF 
=  CE'  :   BE',  AB  .  u,  +  CD  .  u,  =  0. 


§.  31.    Trigonale  Coordiuaten  einer  Greraden. 

1.  Wenn  ii^  ,  u^-  %  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  homogenen  Coordinalen  a,  b,  c  einer  Geraden 
(§.  28,  1)  sind, 

Mj  =  axi  +  biji  +  c 
M2  =  axo  +  by2  +  c 
?<3  =  axs  +  6?/3  +  c 

so  wird  durch  die  Proportion  u^  :  u^  :  f^  die  Proportion  a  :  b  :  c, 
mithin  die  Gerade  ox  +  by  -i-  c  =  0  eindeutig  bestimmt. 
Vergl.  §.  30,  1.  Wenn  die  Determinante  [x  y  1)  null  ist,  so 
liegen  die  Puncle  A{x^\y^),  Blx.jly.^]-!  C[x^\y^)  auf  einer  Ge- 
raden  {§.  16,  2). 

Daher  sind  u^,  u.^-,  u-,  homogene  Coordiuaten  der  Geraden 
a\b\c  d.  i.  ax  +  by  -i-  c  =  0.  Die  Puncte  A,  B,  C,  deren 
Gleichungen  u^  =  0,  u.^  =  0,  «3  =  0  sind  (§.  28,  2),  heissen 
die  Fundamenlalpuncle  der  trigonalen  Coordinalen 
der  Geraden  u.   Plücker  a.  a.  O.   Salmo.n Plane  curves  1852  c.  1. 
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Die  iMindjiiiiciitalpmicle  A,  B,  C  luibcii  von  der  fleradeii  u 
die  Disl.in/eii  «,  :  X,  u.j^  :  A,  «3  :  X,  welche  nliircli  die  §.  16.10 
gegebene  quadralisclie  Gleichung  vei  hiiiHh'ii  sind.  Die  Slrccken 
AB,  B  C j  CA  werden  von  der  (ieradcn  n  ijclheill  nach  <len 
Verhältnissen  u^  :  //., ,  tt^  :  ««3,  ?',)  :  ''1,  deicii  Prodnct  I  isl. 
Vergl.  §.  28,  (i  und  Trigon.  §.  7,  G.  Daher  liudel  man  a\is  den 
Irigonalen  Coordinaten  der  (Jeraden  :{   Puncle  dersell)en. 

3.  Eine  gegebene  Koi'ni  ?/iten  (irades  der  (coordinaten  2/,. 
1*2,  w.t  des  Elementes  u  ist  eine  beslinunle  l'orm  desselben  (ira- 
des  der  a,  h.  c  (der  (ieraden  a\b\c).  WCnn  dieselbe  null  isl, 
so  berithren  die  (Ieraden  u  eine  bestimmte  Linie  m  ler  (jlasse, 
bei  //(  =  1    einen   Punel   (§.  '^8,  2). 

Wenn  /  =  a^u^  -f-  «.,"2  +  '^h'^-hi  '^^^  '''^ 

f  =   rt(«,.r,  +  a-.Xy  +  «;i.T;i)  +  b{<'<i}/[  +  n-iPi  +  03.'/a)  +  ^(«1  +  «i  +  «3) 

und  /' ^—  0  die  (ileichung  des  Punctes  a,  lies  Schwer- 
punetes  dei'  a^  .  A,  a.j^  .  B,  «3  .  C,  der  Fundanientalpuncte  A,  B. 
C  mit  den  (loellieienten  a, ,  a.^,  «^  (§.  16,  5  fl.) .  Der  Funct  a  ist 
unendliclifern  in  bestimmtei"  Kichtmig,  \Aenn  cc^  +  a.,  -+-«3=0. 
Die  Puncle  /  =  0  und  »,  =  0  liegen  auf  der  Geraden 
aA  [f  =  itj  =  0),  welche  die  Serien  _/'  =  0  uml  ;<,  =  0  gemein 
haben  (§.  28,  2).  Die  (ierade  uA  enthidt  den  Punct  A'  der 
Gleichung  / —  «jWj  =  Ü  d.  h.  «2^2  "♦"  "3%  =^  ^1  ^^^'  '>^if  f^^'" 
Geraden  BC{u.2  =  11^  =  0)  liegt  und  als  Schwerpunct  der 
Puncte  a^  .  B ,  «g  .  C  die  Strecke  BC  nach  dem  Verhält- 
niss  — «3  :  a.^  Iheilt.  h^l)enso  enthüll  die  (ierade  aB  den 
Punct  B' [a^u.-^ -\- u ^u ^  =  0),  und  die  (ierade  «C  den  Punct 
C"\a^Uy  +  «2 «2  =  ö],  so  dass 

BA'  CB'  AC   _   —  a-i  — «1  — «2  

'CA'  AB'  WC'   ~     "«2       «r    "ÖT    ~  ~~ 

Trigon.  g.  7,  5.      Daher   findet  man    aus   den    Coefficienten   or, , 
"2?  ^.i  'l^'i'  Gleichling  des  Punctes  3  Gerade  desselben. 

'i.  Die  Strecke  AB  wird  nach  dem  Verhaltniss  1^  in  dem 
Punct  u^  —  ^«2  =  ^  getheilt.    Daher  isl  Uj  h-  ?<2  =  0  die  Mille 
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der  AB.  u.  s.  w..  u,  -j-  w^  +  «3  =  0  der  Schwei'piinet  der 
Fiindamentalpimcle.  Die  unendlichfernen  Puncte  der  Geraden 
AB,  B  C\  CA  sind  u^  —  w.,  =  0,  Mj  —  «'3  =  0,  «3  —  u^  =  0. 
Sie  liegen  auf  der  unendlichfernen  Geraden  u^  =  u.2  =  u^. 

Von  der  Halbirenden  des  Winkels  C  und  des  Aussenwinkels 
wird  AB  getheill  nach  den  Verhältnissen  "sin^  :  sin/1  in 
den     Puncten     i<,  sin^  +_  ?<2  sin  J5  =    (J.     n.   s.   w.       Daher    ist 

(£2    =    £'2    ^    „Ij 

Ml  sin^  +  £?<2  sin^  +  s'v^  sinC  =  0 

das  Centrum  eines  von  den  Geraden  AB,  BC,  CA  berührten 
Kreises. 

Von  der  Höhe  des  C  wird  AB  getheilt  nach  dem  Ver- 
hiiltniss  —  tangß  :  tang^l  in  dem  Punct  m,  tang^  +  u.^ian^B 
=  0,  u.  s.  w.  Daher  ist  u,  tang^  +  it.,  tangi?  ■+-  «3  tangC  =  0 
der  Höhenpuncl  des  Fundamentaldreiecks  ABC. 

Wenn  a  das  Centrum  des  Kreises  ABC.  so  wird  AB  von 
der  Geraden  aC  nach  dem  Verhältniss 

—  sin^aC  :  sinCaB  =   — s'mCaA  :  ^inBaC  =   — s\n2B  :  sin2^ 

in  C'{ujSm2A  ■+■  Uysin  2Z?=  0     getheilt,  u.  s.  w.    Daher  ist 

«j  sin 2 ^4  +  U2  s\n2B  +  u^  sin 2  6'  =  Ü 

das  Centrum  des  Kreises  ABC. 

4.  Aus  den  Puncten  a[a^u^  ■+-  «2^2  "•"  "3 "3  ""=  ^)  ^^^^ 
ß[ß^u^-^  ß^u^-^-  ß.^u^  =  0)  bildet  man  das  System  von 
Gleichungen  der  Geraden  aß 

(c,H,  +  .  .   =  0,  ß^u,  +  .  .   =  0) 
d.  i.     «1  :  «2  :  %   = 


«2 

«3 

1    «3 

«1 

«1 

«2 

1    ß2 

A 

''    \  ßz 

ß^ 

ß^ 

ß2 

der  Geraden,  welche  die  Serien  OfjZt,  -i-  .  .  =  0  und  ß^u^ 
=  0  gemein  haben   (§.  28,  2). 

Die  Puncte  a,  ß,  y  liegen  auf  der  Geraden  ii.  wenn 
ßi?(i  +  .  .    =   0,       ßiKi  +  .  .   =   0^       yi»!  +  .  .    =   ü 


31.     Trii^oiiiilc  Conrdiiiiitcii  einer  rjeiaden. 


I',) 


Diinn  ist   fwic  §.  30,  3  IIV)    die   Delerniiiiaiitc   [aßy]   =  0   und 

Mj  :  »2  '■  "3   =   ^"li«i  '•  «'iljß2  •  adj«3 

Auf  der  (it'i'iiden  aß  liegt  der  Pimel  a -i-  ^/>  der  (ileicimng 

a,?^,  +  .  .  +  t9(,?,»i  +  .  .)   =   0 

der  Scliwei-puiuM  der  Punele  {a^+&ß^]A,  [a., -i- ^ß^]  B, 
(ßjg  _l_  d-ß^)C  ,  d.  i.  der  Puncte  ( «,  +  cf^  -H  «3)«  und 
^(^^  _l_  ^^2  + /^;i)l3.  Derselbe  liieilt  die  Strecke  «,:^  naeli  dem 
Verhäitniss  —  x>(|3,  +  /?2  +  ft)  '■  ( c^i  H-  «2  +  «3 )  •  I^idier  h;il 
der  Punci,  welcher  aß  nach  dem  gegebenen  Verhiiltniss  £  theilt, 
die  Gleichung 

«1  +  . .         /?l  +  . . 

wie  im  barycentrischen  Calcid  c.  4. 

5.  Aus  den  Fundamentalpuncten  und  den  ol)en  2  bestiuunten 
Puncten  A'[a.2U2  -¥■  cc<^u.^  =  0),  B'[a^u^  ■+■  a^u^  =  0),  C'{a^n^ 
+  Cf2t42  =  0)  findet  man  die  Mitte  der  BC[u.^  H-  «3  =:  Oi,  die 
Mitte  der  B'C' 

«3 «3  +  a^u-,         KiUi  +  a,ii2   „ 

«3  +  «1  «1  +   «2 

d.    i.       (2«,    +    «2    +   «3)«l"l    +    («3    +   «l)«.'"2    +    («1    +    «2)«3"3     =     0 

und  die  Mitte  der  aA 


«1«!  +  Or2i<2  +  «3  "3 

a,  +  «2  +  o^ 
Nun  ist 


»j   =    Ü     (1.  i.      (2«!   4-  «2   +  «3)"l  +   «2'<2+   «3"3    =    ^^ 


0  (2«,  +  «2+  «3)«!        2  «1  +  02 +  «3 

1  (ß3  +  «i)a2  «2 

1     (ai  +  a2)a3  «3 


0  0  2«!  +  «2  +  «3 

1  «2O3       «2 
1        «2  «3       «3 


=    0 


Also    liegen  die   Mitten  der  3  Diagonalen  des  Vierecks  BC'CB' 
(§.  30,  16)   auf  der  Geraden 


H,  :  ih  ■  «i   = 


«2  —  «3 

2«!    +    «2    +    «3 


1   :  1 
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6.  Die  gemeinschaftlichen  Geraden  der  Serien  /  =  0  nnd 
/  =  gu'^  sind  nicht  alle  von  einander  verschieden,  sondern  auf 
jeder  Geraden  .s(/=  0,  m  =  0)  liegen  2  derselben.  Wenn  s 
den  Punct  M  der  Enveloppe  /  =  0  enthält,  so  gehn  durch  M 
zwei  vereinte  Gerade  der  /  =  gu'^.  mithin  liegt  M  auf  der 
Enveloppe  /  =  gu'^^  d.  h.  die  Enveloppen  /  =  0  und  /  =  gii^ 
berühren  einander  in  Puncten  mit  Tangenten,  welche  die  Linie 
«  =  0  berühren. 

Die  Linie  2ter  Classe  u^u^  =  ^"j  '  enthält  die  Puncle 
B[u.j^  =  Ol  und  C[u-,  ==  0)  mit  Tangenten,  die  durch  A[u^  =  0) 
gehn.  Denn  der  Punct  u.y  =  ü  enthält  2  vereinte  Gerade 
[u.2  =  0,  M|  =  0]  der  Serie,  und  dei*  Punct  u.^  =  0  enthält  2 
vereinte  Gerade  (m.,  =  0,  w,  =  0)  der  Serie.  Vergl.  Salmon 
Plane  curves  1852  c.  1. 

Wenn  von  der  Geraden  u  der  Punct  a{a^y^  ■+■  «2 "2  "*"  ^^3^3 
=  0]  die  Distanz  c  hat,  mithin  von  der  Geraden  ein  gegebener 
Kreis  berührt  wird,  so  sind  */|  :  l,  u.^  :  /t,  u^^  :  A  die  Distanzen 
der  Puncte  Aj  B,  C  von  der  Geraden  >i.  Nun  ist  a  der  Schwer- 
punct  der  «j  .  A,   u.^  .  B,   «3  .  C  (2  ,   folglich  hat  man 

(«1   +   «2    +   «3)^^     =     ßl"l    +    ßL'"-.>    +    «3  "3 

und  nach  §.  K),  10 

«,2  M,^  ^h^  ^lloll'),  .  ^Ihlh  T>  ^  '«1  "2  ^ 

7'2  +  ir\  +  7  2  —  2  j^^^  co^A  —  2  -'  /  cos5  —  2  ,  • ,  2  eosC  =  ?ß 
hy^         h2^        fh  ''2  «3  «i"3  ''i'*2 

Die  linke  Seite  ist  p^  ■+-  5-,  und  zwar  sind  p,  q  lineare  Formen 
der  Uy^  U2,  M3  der  Art,  dass  die  Summe  der  Coefticienten  jeder 
von  l)eiden  null  ist ,  dass  also  p  =  0  und  5  =  0  unendlich- 
ferne Puncte  sind.  Die  Gleichung  des  von  der  Geraden  u  be- 
rührten Kreises 

(2>2  +  q^){ai  +  «2  +  «3)^"-  =   («1»!  +  a2«2  +  «s^'s)^ 

giebt  nach  dem  Obigen  zu  erkennen,  dass  die  Puncte  /»-  +  q^  =  0 
d.  i.  p  -t-  /g  =  0  und  p  —  iq  =  0  die  unendlichfernen  Puncte 
des  Kreises  sind  (§.  21,  7)  mit  Tangenten,  die  das  Centrum 
«(«1«!  H-  .  .  =  0)   enthalten.     Salmon  a.  a.  ü. 


§.33.    <'irui)[)('n  von  ripiadcn  eines  Punctes.  \\):\ 

7.  Wenn  unter  den  Voraussetzuniien  §.  80,  T  dem  Pnncl 
V  die  Gerade  u'.  der  Geraden  u  der  Punet  u'  entspricht,  so  ist 
eine  der  beiden  Figuren  die  Heciproke  der  andern  §.  19.  i 
und  '.')  .  Die  Gerade  u'  heisst  die  Polare  des  entsprechenden 
Punctes  M,  der  Puuct  u  der  Pol  der  ents|:)rechenden  Geraden  u'. 
Der  unendlichfernen  Geraden  der  einen  Figur  entspricht  ein 
endlichferner  Punct  der  andein  Fii^ur.  Auf  der  gemeinschaft- 
lii'hen  F^hene  der  beiden  Figuren  giebt  es  3  Puncte  der  vVrt. 
(lass  ihnen  als  Puncten  sowohl  der  einen  als  der  andern  Figur 
diesell)en  3  Geraden  entsj)rechen.  Die  Puncte  der  einen  Figur, 
w  eiche  ihren  Polaren  angehören ,  liegen  auf  einem  bestimmten 
Kegelschnitt;  die  Geraden  der  einen  Figur,  welche  ihre  Pole 
enthalten,  berühren  einen  bestimmten  Keaelschnitt. 


§.  3*3.    (jrnppeii  von  Oeraden  eines  Punctes. 

1,  Eine  Form  nten  Grades  /  der  x  —  p,  y  —  q  ist  das 
Product  von  n  linearen  Formen  derselben  Grössen,  entsprechend 
den  Wurzeln  der  Gleichung  /  :  [y  —  ^';"  =  0  für  den  Quo- 
tienten X  —  p  :  y  —  q.  Zufolge  der  Gleichung  /'  =  ü  liegt  der 
Punct,  dessen  gemeine  Coordinaten  x.  y  sind,  auf  einer  be- 
stimmten Linie  nter  Ordnung,  die  aus  n  Geraden  des  Punctes 
p\q  besteht.     Vergl.  §.  20.  i.     Z.  B. 

.  Äx^  +  -lA'xji  +  A"i/^  =   A{x  +  <xy){x  +  a'y) 

wenn  a  -\-  a'  =  %  A'  :  A.   acc'  =  A"  :  A,   folglich 

«'—  «  =  -l^'-"-  —  AA"  :  A 

Die  Linie  Ax-  -\-  2A'xy  •+■  A"y~  =  0  l)esteht  aus  den  Geraden 
a[x  -^  ay  ==  ^)  und  a'[x  -H  cc'y  =  0  ,  welche  den  Punct  OjO 
gemein  haben,  und  getrennt   (real  oder  nicht)   oder  vereint  sind. 

2.  Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  ist  tanga^a  =  —  \  :  u 
(§.  29,  2),  cotaa'  =  a.   coXa'x  =  «',  folghch 

,      /             ,  ,                ,    ,          aa'  +  1  A  +  A" 

cotrta    =   cof^aa;  —  a  x)  ^=   — , 


•iYa'^  —  AA' 
Baltzer,  anal.  Geom.  |3 
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Salmox  Con.  70.  Die  Geniden  Ax- +  "^  A'xi/  -{- A"y^  =  0 
sind  parallel  (vereint),  wenn  A'-  —  AA"  =  0;  sie  sind  normal 
zu  einander,  wenn  A  -\-  A"  =  0.  Insbesondere  sind  die 
Geraden  x'^ -\-  iA'xy — y-  =  0  normal  zu  einander  bei 
allen  A' . 

Bei  sciiietwiiikeiigen  Coordinaten  sind  die  Geraden  normal 
zn  einander  unter  der  Bedinguns;  ^4  —  'iA' cosxy  +  A"  =  0. 

3.  Die  den  Winkel  aa'  der  Geraden  Ax-  -h  ^A'xy  -\-  A"y'^ 
=  0  Halbirende  b{x  -\-  ßy  =  0)  wird  nach  §.  29,  7  berechnet, 
oder  unmittelbar  aus  der  (ileicliuuü;  eot^ia-  =  cot  (aa- -+-  a'a-) 
d.    i. 

^  —  1   _   aa'—  1    _   A"—  A 

->.i  _  .,2  A"— A 

= j/—     o.ici-     A  xi  +  {A    —  A).cij  —  A  iß  =   0 


xy 


Salmon  a.  a.  O.  Die  den  Winkel  und  den  Nebenwinkel  der 
(ieraden,  Ar^  -\-  .  .  lialbirenden  A'x-  ■+■  .  .  sind  real  und  normal 
zu  einander  (2),  auch  in  dem  Fall  dass  die  Geraden  Ax- -{-  .. 
nicht  real  sind.  Z.  B.  Die  lieraden  ^.r-  +  A"y-  =  0  haben 
die  Winkelhalbirenden  xy  =  0.  Die  Geraden  xy  Xnn^d — y- 
=  0    haben  die  Winkelhalbirenden    x'-  —  2a'j/cotd — y-  ==  0. 

Die  Winkelhalbirenden  bleiben  unverändert,  während  A 
und  A"  um  u  verändert  werden.  Daher  haben  l)ei  allen  /< 
die  Geraden 

Ax'^  +  2A'xy  +  A"iß  +  fi{x-^  +  ?/-')    =   0 

dieselben  Winkelhalbirenden 

A'x^  +  [A"—  A)xy  —  AUß   =   0 

insbesondere  auch  (/<  =  x  )  die  Geraden  x-  ■+■  y-  =  ü,  welche 
die  unendlichfernen  Punete  der  Kreise  enthalten  §.  i\,  7. 

4.     Mit  den  Geraden  aa' 

Ax^  +  'lA'xy  +  A"y^  =   A{x  +  ay){x  +  n'y)   =   0 


g.  3-2.     (iriii)|)fii   \()ii   Geratif'ii  eines  Punktes.  1 95 

bilden   die  (icradcn  bh' 

lix-^  +  -lli'.ni  +  /y'y   ^    B{x  +  ßi/)ix  +  ß'y)    ^   0 

il;is    l)<i|)|»('lM'rli,iltnis.s     J;.  ^9,  9) 

a—ß^    u-  ß' 
tt'—ß  '   a'—ß' 

welches  diircli  die  i^CLieheiieii  (ioefticieiUeii  A.  A' ,  .4",  B.  /i',  /»" 
ii.icli  i;.  (').  ■")  ;iiiS|iediilckl  wei'deii  k.iiiii.  iiii;il>liiiimii;  V(»ti  dem 
Winkel   xy. 

Wfnn  /,.  li.  der  Winkel  xy  ---=  tf .  und  .<•-'-+-:?,/■//  edsr/- 4- ?/'- 
=  c-,  so  iieiil  ^V'V  Punrl  x\]f  iiul'  dorn  Kreis  niil  dem  Onlrum 
0|0  und  di'iu  Hadius  r.  Die  unendliehferuen  l'uncle  des  Kreises 
lioiriMi  anl'  den  (ieraden  tut  [x-  -^-  ixy  i'OS(f>  -\-  y-  =  0),  bei 
\N  eichen 

a   =   cosif  +  i  <\\\(p ,       a    =   cosy    —  /  sin<^ 

Bei  den  (ieraden  bh' [xy  =  0)  ist  [i  =  0.  ß'  ■=  30  .  mitiiin  das 
l)i)|)|)el\('riiiillniss 

{aa'hb')   =   a  :  u    =   a~   =   cüs2</)  +  ?sin2^ 

•d.  h.  niil  je  i  Geraden,  deren  Winkel  (p  ist.  Wilden  die  Ge- 
raden, welche  die  unendlichlerneii  Funete  der  Kreise  enthalten, 
dasselbe  Do])|)elverliältniss.  Mit  je  i  Geraden,  deren  Winkel 
recht  ist.  sind  die  (ieraden,  welche  die  unendlichfernen  Functe 
der  Kreise  enthalten,    in   Ilai'nionie.     Salmo.x  Con.  ISoö  n°  377. 

5.  Mit  den  Geraden  Ax-  +  iA'xy  ■+■  A"y'-  =  0  sind  die 
Geraden  Bx'^  +  '^B'xy  -i-  B"y'-  =  0  in  Harmonie  unter  der 
Bedingung   (wie  §.  6) 

ÄB"~  -lA'B'  +  A"B  =  ü 

Daher    sind   mit    den    (ieraden    Ax-  -I-  .  .    in    Harmonie    die 

Geraden 

A"  +  ).A 


r.i 


r,^xy  +  hß   =   U 


bei   allen    A,   z.    B.    die    W  inkelhali)irenden    ,3     bei    /  =:  _  | . 
oder   die  Geraden  A  x-  —A"\j-  =  0.     Die  rechtwinkeligen  Ge- 

13' 
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riideii  a:2  ■+.  ^A'ccy  —  3/2  r=:  0  sind  mit  den  Geraden  x-  -^-y'^  =  0 
in  Harmonie. 

Mit  den  Geraden   Ax-  -t-  .  .  -t-  l[Bx'~  +  .  .  |   =0  sind  die 
Geraden  Ca;-  +  .  .   in  Harmonie  unter  der  Bedingung 

{A  +  XB)C'—2{A'  -k-  XB')C  +  {A"  +  XB")C  =  U 

und  zwar  bei  allen  l,  wenn 


AC"  —2A'C'+  A"C  =  0 

BC"  —  2B'C'+  B"C  =  0      folglich 

i/2C"+  IxtjC  +  x'^C   =  0 


A       A'      A 

B       B'      B"     =    0 

iß    — xy    x"^- 

Dieses  Paar  von  Geraden  ist  in  Harmonie  mit  allen  Paaren 
Ax~  + 


).{Bx-^  +  ..)    =    (! 


welche  in  Involution  sind   (§.  7). 


Capitel  VI. 
Die  Linien  2ter  Ordnung. 


§.  80.    Formation  der  Oleichung. 

1.     Eine  (lUiidi-atisclie  Form   u  der  x,  y,   t  hat  6  Glieder 

u   =   <tx^  +  biß  +  cf^  +  -Ifi/t  +  -If/xf  +  -Ihxy 

und  ist  durch  die  Coefficieuten  a,  6,  c,  /,  g.  h  l)estinunl.  Nach 
Formen  der  a;,  //  geordnet  ist 

u   =  ax-  +  -Ihxij  +  hij-  +  2t{(jx  +  f'i)  +  cß 

Nach  linearen  Formen  der  x.  ?/,   ^  geordnet  ist 

H  =  ^jij;  +  (///  +  r# 

iJ  =  ax  +  /(//  +  </<  \  a  h  g  \ 

q   =   Jix  +  bij  +  ft  delu   =    det(2>,  (/,'')=    1  ^  ^  /^  1 

r   =  <jx  +  fij  +  et  \  g  f  c\ 

a     h    p  I  (/     h    p  I 

t  detu   ^    I   7i     &     g-  i-  del<«   =    ,  It,     h     q   \ 

g     f     r  \  P     q.     u  ' 

Die  Hnearen  Formen  p,  q,  r  sind  nach  dem  Satz  von  den  ho- 
mogenen Functionen  die  halben  Fluxionen  (Ableitungen)  der  u 
nach  X,  y,   t.     Die  Determinante  der  Form  u  giebt 

ahc  —  aP  —  hfß  —  ch'^  +  ifgh 
=   aa'  +  hh'  +  gg'  =  .  . 

indem  durch  a'  h\  .  .  die  Adjuncten  der  a,  /«,  ,  .  bezeichnet 
werden. 
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Zufoke  der  aufs;eslellten  Dermilionen  isl 


u  p  q  r 

])  a  Ji  (/ 

q  h  b  f 

r  <j  f  c 


=  0 


oder  entwickeU     Det.  §.  5.  5' 

K  dft»    =   u'2>'-  +  h'q-  +  c'r-  +  2f'qr  ■¥  'If/pr  +  '21i'pq 

Die  Form    o'p-  -+-  .  .    der  p^   q^  r  lieissl  die  Adjuncle   der 
Form  ax'^  -h  .  .   der  a:,  y.   t   iDet.  §.  13,  9;. 

Uingekehrl  isl 


\  ax  h  g  \ 

X  det»   =    \  lix  b  f  = 

gx  f  c  \ 

u.  s.  w.     Folslich 


P    hg, 

q     b     f  \    =^   a'l)  +  h'q  +  y'r 

l  r     f    c  \ 


a'p  +  h'q  +  g'r  =   x  det«  \  a'     h'    g'    x 

h'p  +  b'q  +  f'r    =   y  det«  /;'     b'     f'     y 


g  p  +  t  q  +  c  r    =    t  det  it 
xp   +  yq    +  t  r     =    u 


g'     f     c       t 

X      y      t      u  :  deti( 


=  0 


Durch  Entwiekelung  dieser  Determinante  findet  man  in  der  That 
11   =  ax''-  +  by-  +  .  .  . 


3.  Wenn  die  Determinante  der  Form  u  null  ist.  so  ist  die 
Form  sintrulär.  dureh  weniger  Variable  ausdrüekbar.  Denn 
unter  der  Bedingung  det«  =  0  sind  p.  5,  /•  durch  die  homo- 
gene Gleichung     I)   verbunden 

a'p  ■¥  h'q  +  g'r   =   0 

so    dass    bei    dem  System   [p  =  0,   g  =  0     auch  r  und  u  null 
sind. 

Zufolge  der  (ileichung  aa' -{- hh' -\- gg'  =^  0  werden  nun 
dui'ch  eine  der  Substitutionen  für  a?,  y,   t 


33.     [•'orination  dei'  Glcicliuiu 


<»<) 


y-f^'l 


II  —  h   - , 
9 


.  ,  X 

t  -  g  -> 
a 


'-■''!' 


'-■f 


a  niclit  null 
li'  nicht  nnll 
g'  niclit  null 


die    Formell    />,    q,    r    und    u    niclil    verändert,    wiilirend   sie    in 
l'oniicn  von   nur  2  (irosscn   ill)eri;olin.      Del.  55.  1)},  10. 

Wenn  demnach  die  terniü'c  (luadi'alische  Form  u  siniiulär 
ist  (detu  =  0),  so  ist  sie  hiniir.  und  als  solche  das  Producl 
von  2  linearen  Formen,  also  redueihel:  die  Linie  tt  =  0  be- 
steht aus  2  Geraden  des  Puncles 

X  :    1/  :    1    =   (('  :   h'  :  g' 

welchen  die  Geraden  p  =  0,  g  =  0,  r  ^=  ^  gemein  haben. 

Z.  B,  u  =  x'^  +  'nß  —  2<2  -I-  iyt  4-  xt  —  ^xy  hat  die  De- 
terminante 


1         -2i      i 
-2\      A  1 

h  1  -2 


0 ,         a'  :  h'  :  g'  = 


1   :   1 


Daher  wird  die  singulare  Form  u  durch  die  Substitutionen 


y  —    X 

t  —  ^x 

x-2g 

0 

i-y 

X  —  2t 

y-t 

0 

als  Form  von  2  linearen  Formen  ausgedrückt  durch 

-»(//-  l^Y  ~  2(<    -hxY  +  2{ii  -  lx){t-\x) 

{x  -  -lyy  -  2(^  -  i/)2  +  [x  -  2g){t  -  y) 

[x —  2tY  +  A{y  —  tf —  h{x  —2t){y        t) 

[x  —  y  -  t)[x       4y  +  2t) 


3.  Wenn  die  Form  u  singulär  ist  (detu  =  0),  so  ist  ihre 
Adjuncte  u'  das  Quadrat  einer  linearen  Form.  Det.  §.  5,  T. 
Denn  nach   (1]   ist 
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0  p  q  r 

P  ('  ^^  9 

q  h  b  f 

r  <j  f  c 


Wenn    durch    Oji.    das    Ate   Element    der    üen   Zeile   liezeichnet 
\\'\vi\.  so  ist  nach  dem  Lehrsatz  Det.  §.  7,  2 

!  adjau     adjai2  ,    ^.i  «n     «12  ! 

=  —  11   adj  =   —  «  u 

adjuoi     adj  «22  «21     «*22 

Nun    ist     adjf/j,   =   delu  =   0,     und    wegen    der    Synunetrie 
adja, I  =  ;'tl.j«i2     I^t'l-  §•  -^j  '3^   folglicli 

\P    /*    i/  ^ 
a'u'  ^    \  q     b     f   ,    ^   [a'p  +  h'q  +  (l'r)'^ 

'  r     f    c\ 

b'a'  =   {h'p  +  b'q  +  fi-y 
c'n'  =   [ifp  +  f'q  +  c'r)2 

Nach  dem  angewendeten  Leiu'salz  ist 

I  b'     f  b     f 

,       ,  I    =   adj  d("t»    =   «  dot« 

\  f     c    i  '     f    c 

u.  s.  w.,  folglich  sind   unter  der  Voraussetzuny  deti/  =  0 


b' 

f 

a 

f 
9 

a' 

h' 

f 

1 
c 

9' 

c' 

h' 

h' 

nnll.  Wenn  demgemiiss  Y^'  "^  ^''  •  V"'?  -jAc' =  </'  :  "|Ao' ge- 
setzt wird,  so  ist  eindeutig  u'  =  [p-\fa'-\-  qYb' -\-  /-y^c')-,  und 
wird  null,  wenn  keine  der  (Jrössen  a' .  h\  c'  von  0  verschie- 
den ist. 


•4.     Weini   durcli   die  lineai'e  Sid)stitnlion 

X  =  biix'  +  bi^-2!/'  +  i>i2^ 

U    =  b2ix'  +  h-i-.ij'  +  b.2zt' 

t    =  &3ix'+  b^oy'  +  b^-it' 
deren  Determinante 
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I    ^11       ^12       ^13    I 

<\et{x,  y,  t)   =   \  621     ^22     b-iz  \   =  B 
I  hl     b-ii     ^33  I 

ist,  die  fjiiadratisclie  Form  u  in  die  Koriii   p  dci'  .x',  y\   t'  Irans- 
foriiiii't  Nvird,  so  ist 

det  0   =  B-  det  «t 
also  mit   delw  eines  Zeiefiens.      Det.  §.  6,  i    und  §.  14.  3. 

5.  Die  terniire  (piadi'atisehe  l'oiiii  n  kann  anf  Ncrschie- 
dene  Arten  dni-cli  3  Oiiadi-ate  linearei'  l'ormen  dargeslellt  wer- 
den.    Del.  g.  |;j,  II. 

Wenn  a  nieht  null  ist,  so  ist  u  =  ax"^  -4-  ixp  -\-  v,  p  und 
V  von  X  iinahliJingig.  au  =  [ax  -^  p  -  -\-  ac — p-',  «ix, —  p~ 
eine  binare  (juadiMliselie  Form,  folglieh  u.  s.  ^\ .    Man  tindel  z.  B. 

a  =  ax^  +  hjf^  +  c<2  +  -ifyt  +  2^;r^  +  •i/j.ry 

au  =  (ax  +  /jy  +  gt)'^  +  c'y-  —  2f  ijt  +  h't^ 

ac'n   =   c' {ax  +  Ä^  +  ^r^)'^  +  [c  y  —  /■'f)^  +  [h'c  —  f'^)V^ 

=   c'{ax  +  hij  +  gty  +  [c'y  —  f'ty  +  af-  cietit     (3) 

Wenn  a,  6,   c  null  sind,  h  nielit  null,  so  ist 

n  =   2 /(*•//  +  2t  {(jx  +  fy) 
•Ihn    =   \{hx  +  ft){1iy  +  yt)  —  Afgf^ 

Nun  ist  iPQ  =  (P  -t-  a)2  —    P—  ai-,  lol-lieh  u.  s.  w. 

Wenn  die  Form  singulär  ist ,  so  kann  sie  durch  weniger 
Quadrate  dargestellt  Nverden   (2  . 

Beispiel,     k    =  Sx-^  +  iß  —  'if^  —  Qyt  —  hxt  +  \xy 

=  y'i  +  2y{2x  —  'St)  +  Sx'^  —  hxt  —  3^^ 

=  {y  +  -Ix  —  30-  —  {x  —  Ity-  +  \t^ 

=  a;'2  —  y'-^  +  \f^ 
Oder  auch 

u  =  ^x'i  +  x{Ay  —  ot)  +  y'^—  %yt  —  '6f^ 

=  3[x  +  iiiy  -  5t)y  -  ^^{y  +  ity  +  [t^ 

=  3x"^-ly"^  +  If^ 
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Dabei  ist    (4) 

(iet(3a;2  +  ..)   =   del{x'-^  ^  .  .)  t\ef^{x',  y',  t) 

=   (let(3a;"2  —  .  .)  det-^{x",  y" ,  t)    =  —  \ 

6.  Bei  allen  Darstellungen  einer  gegebenen  quadratischen 
Form  durch  Quadi'ate  von  einander  unabhängiger  linearer  For- 
men findet  man  dieselbe  Menge  Quadrate  eines  Zeichens. 
Del.  §.  j:^.  12.  Wenn  die  Form  der  x^^  x.j,  x^  so^^ohl  durch 
«,  1/,  2  _|_  a.^y.i'-  -H  «32/3"^  als  auch  durch  ß^z^-  +  ß^z-j,'-  +  ßzH"^ 
dargestellt  wird,  indem  die  linearen  Formen  t/^,  y^-,  y^  und 
Zj,  Z21  23  der  iCj ,  a'2,  x.-^  je  von  einander  unabhängig  sind;  und 
wenn  bei  der  einen  Darstellung  nur  ein  a  z.  B.  «3  negativ  ist. 
so  können  nicht  bei  der  zweiten  Darstellung  zwei  /^  z.  B.  ß^ 
und  /ig  negativ  sein.  Unter  der  Voraussetzung  negativer  «g, 
ßit  ßa   1'"^   f'it'  Form  der  x^.  x.2,  x^ 

mehr  als  3  positive  und  weniger  als  3  negative  Glieder.  ><uu 
giebt  es  x^ ,  X2,  x^  ^  die  nicht  alle  null  sind,  und  dem  System 
{y^  =  0,  2j  =  0'  genügen.  Die  entsprechenden  y^,  y.^  sind 
nicht  alle  null;  denn  dem  System  //,  =  0,  3/2  =  0,  3/3  =  0), 
dessen  Determinante  nicht  null  ist.  genügen  nur  x^,  x^^  x^^ 
die  alle  null  sind.  El)enso  sind  die  entsprechenden  z.^i  23  nicht 
alle  null.  Daher  ist  die  entsprechende  c  positiv,  und  a^y-^~ -\-  .  . 
verschieden  von  //j  2, 2  _|-  .  .  ^  gegen  die  Voraussetzung. 

7.  Wenn  die  terniirc  (piadratische  Form  singuliir  ist  bei 
verschwindender  Determinante  .  so  ist  sie  durch  weniger  als 
3  Quadrate  darstellltar ,  also  ein  Product  linearer  Formen,  die 
entweder  real  verschieden,  oder  conjugirt  comj^lex .  oder  ein- 
ander gleich  sind. 

Eine  ordinäre  ternäre  quadratische  Form  (mit  nicht  ver- 
schwindender Determinanlej  ist  darstellbar  entweder  durch  kein 
Quadrat  eines  Zeichens  '3  Quadrate  des  conträren  Zeichens), 
oder  durch  I  Quadrat  eines  Zeichens  und  2  Quadrate  des  con- 
trären Zeichens. 


s^.  33.     KorriüilidU   der  filcirlmiig.  20:i 

\\«'mi  die  l'oi-ni  durcli  Oiutdnilc  einos  ZtMch'Mis  (l.iisicllltiir 
ist,  so  ist  sie  iiiii-  null.  \\  iilirciid  alle  Varialtlcn  null  sind. 
KcaliMi  WCrllicn  ilcv  Nai'iahlcn.  die  niclil  alle  null  sind,  cnl- 
sprcclion  Werllic  eines  Zeiehens  der  Form,  j)()siti\e  i)ei  posi- 
tivei'  Determinante,  negative  hei  negativei-  Determinante.  Die 
Form  ist  definit ,  positiv  ntit  dem  .Mininnim  0,  oder  neizativ 
mit  dem   .Maximum   0. 

Wenn  die  l'orin  durcli  I  Quadrat  eines  Zeiehens  und 
2  Quadrate  eonli'iiren  Zeichens  darstellbar  isl  liei  negalixei" 
Determinante,  so  kami  sie  null  werden  und  das  Zeichen  weeh- 
sehi,   ohne   dass  alle  A'ariahlen   null   sind. 

Wenn  die  ordinäre  Form  n  null  wird  bei  realen  Werthen 
der  Variablen,  di(^  nicht  alle  null  sind,  so  ist  sie  nicht  delinit. 
Wenn  insbesondere  die  Coefficienlen  a,  b,  c  derselben  nicht 
alle  eines  Zeichens  oder  nicht  alle  von  0  verschieden  sind,  so 
ist  die  Foi-m  nicht  definit.     üet,  §.  13.  \-2  und  13. 

8.  Wenn  die  gemeinen  Cooi'dinaten  x  :  t .  y  :  t  eines 
Puncles  (die  homogenen  Coordinaten  a?,  y,  t  desselben)  der 
Gleichung  u  =  0  gentigen,  so  liegt  der  Punct  auf  einer  be- 
stimmten Linie  zweiter  Ordnung.  Yergl.  §.  28,  1,  Die 
Linie  ist  durcli  die  Pro])orlion  der  Coefficienten  a,  6,  c,  /,  ^,  h 
bestimmt,  und  hat  5  Coordinaten  6  homogene  Coordinaten). 
Alle  Linien  zweiter  Ordnung  Kegelschnitte  §.  22  ft".)  bilden  eine 
5 fache  Serie.  Eine  Linie  zweitei-  Ordnung  isl  (7)  entweder 
singulär  (reducibeb ,  oder  ordinär  (imaginär  oder  ein  gemeiner 
Kegelschnitt). 

9.  Wenn  dei  w  =  0  ,  so  ist  die  Linie  ?{  =  0  singulär  und 
reducibel.  Sie  besteht  aus  2  Geraden  eines  realen  Punctes,  der 
endlich-  oder  unendlichfern  ist,  während  die  Geraden  real  oder 
nichtreal  verschieden,  oder  vereint  sind. 

Wenn  bei  t  =  \  -i.  B.  u  =  4  (4a;  —  \j-\-'i)^-\-  i  4x  —  7)- 
wird,  so  besteht  die  Linie  i<  =  0  aus  2  verschiedeneu  imagi- 
nären Geraden  des  realen  Punctes  (4a;  —  «/  H-  3  =  0,  4  a; —  7 
=  0).     Wenn  u  =  [x  —  \rj  —  i)"^  H-  i?    so   besteht  die  Linie 
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M  :=  0  aus  2  verschiedenen  imaginären  Geraden,  die  mit  der 
Geraden  x  —  i-_y  =  ()  parallel  sind.     U.  s.  w.     Vergl.  §.  32. 

10.  Wenn  die  Form  n  nicht  singiilär  ist ,  so  findet  man 
(5)  bei  t  =  I   im  Allgemeinen 

wobei  a?',  y  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  der 
x^  1/,  und  mx  ^  ny'  die  von  dem  Punct  (x'  =  0.  ?/'  =  0)  an- 
fangenden mit  den  Geraden  y'  =  0.  x  =  0  parallelen  Coor- 
dinaten  des  Punctes  x\y  sind  ;§.  29,  4).  .Der  ordinäre  Kegel- 
schnitt i<  =  0  ist  nicht  real  oder  real,  je  nachdem  «,  ß,  / 
eines  Zeichens  sind  oder  nicht  eines  Zeichens. 

Auf  der  Linie  ax'-  +  ß?/'^  -J-  >>  =  0  entspricht  dem  Punct 
[x  =f,  y'  =  g)  der  Gegenpunct  !>-' =  — /,  ?/'=  —  5-),  so 
dass  der  Punct  (a-' =  0.  y'  =  0)  ein  Centrum  der  Linie  ist. 
Ferner  entsprechen  dem  Punct  x'  =  /',  y'  =  g)  der  Punct 
[x'  =  — /,  y'  =  g)  und  der  Punct  [x'  =  /,  y'  =  — 5')?  so  dass 
die  Chorde  der  Puncte  (ic' =  /',  y' =  g)  und  [x  ^  — /, 
y'  =  g)  von  der  Gei'aden  x'  =  0,  luid  die  Chorde  der  Puncte 
(a' = /,  3/' =f  g)  und  a?' =  /,  y'  ==  — g)  von  der  Geraden 
y'=  0  halbirt  wird.  Daher  sind  die  Geraden  x' =^  0  und 
y' ^=  0  conjugirte  Diameter  der  Linie,  der  Art  dass  die 
Chorden  der  Linie,  welche  mit  dem  einen  parallel  sind,  von  dem 
andern  halbirt  werden.     §.  20.  8  und  9.     Z.  B. 

u   =   4x-2  +  Vlxy  +  Vly-^  —  16ic  +  6v/  +  92 
=   [2x  +  '6y  —  4)-  +  3(2/  +  5)-^  +  1 

hat  das  Minimum  I  bei  \%x  -{-  iy  —  4  =0,  ?/  -1-  0  =  0).  Die 
Linie  m  =  0  hat  keinen  realen  Punct ;  die  Geraden  2a; -h  3?/  —  4 
=  0  und  2/  -i-  5  =  0  sind  reale  conjugirte  Diameter  derselben, 
welche  das  Gentrum  9|^|  —  5  gemein  haben. 

•  \\"enn  man  insbesondere  u  =  ax'^  -1-  ßy'  findet,  so  hat  die 
Linie  u  =  0  bei  allen  ßy'.  welche  mit  a  nicht  eines  Zeichens 
sind,  reale  Puncte.  Dem  Punct  [x'  =  /,  y'  =^  g)  der  Linie  ent- 
spricht der  Punct  [x' =  — f,y'=g),  so  dass  die  Chorde 
der  beiden  Puncte  von  der  Geraden  a;'  =^  0  halbirt  wird.    Der 


§.  'Sä.     l-"()i'iii;ili()ii  ili'i'  (ilcic-liiini.'.  2rtö 

Diainetei"  a' =  U  liiillnil  die  iiiil  der  (ii'i'.uleii  */' =  0  parullelt'ii 
(lliordcii.  Die  Parallelen  des  Uiaiiiclei-  x'  =  0  haben  mit  der 
Linie  je  einen  endlifld'crnen  nnd  ciniMi  nncndlicldcrncn  l'nnci 
gemein:  aut"  dem  Diaini'U-r  x' =  0  ist  das  (icntruni  dtT  Linie 
unendlicldeiii. 

11.     Wenn  die  ordinäre  (jnadi'atische  Form 

u   =   ax-  +  hiß  +  cß  +  ifi/t  +  -lyxt  +  'Ihxy 

durch  ax''~  ■+■  ßy'-  -\-  yi^  ausgedrüekt  \\ird,  so  hat  die  Linie 
M  =  0  zwei  unendliehferne  l*unete  (^  =  0)  welche  auf  der 
Linie  ax'^ -i- i  kxy -h  by'~  =  0  nnd  auf  der  Linie  ax''^  +  (Sy''^  ^  0 
liegen. 

Die  Linie  ax'^  +  '^hxy  -4-  by'^  ^=  0  besteht  aus  2  Geraden 
lies  Punetes  0  0  (§.  32,  1).  die  nicht  real  oder  real  verschieden, 
oder  vereint  sind,  je  nachdem  die  Subdeterminante 

c'  =  ab  ■ —  h- 

positiv  oder  negativ  oder  null  ist.  Die  Geraden  ax''--\-  ßy'-  =  0 
des  Punetes  (a--'=  0,  t/'=  0),  parallel  mit  den  Geraden 
ax-  +  2/i-^?/  +  by-  =  0,  sind  Diameter  der  Linie  w  =  0.  und 
zwar  die  Asymptoten  der  Linie.  Wenn  die  unendlichfernen 
Puncte  der  realen  Linie  nicht  real  sind ,  so  ist  die  Linie  ge- 
schlossen (Ellipse);  wenn  dieselben  real  verschieden  sind,  so 
ist  die  Linie  nach  zwei  Richtungen  offen  (Hyperbel) ;  wenn  die- 
selben vereint  sind,  so  ist  die  Linie  nach  einer  Richtung  often 
(Parabel).  Die  Gleichung  u  =  0  wird  in  die  Gleichung  des 
entsprechenden  Kegelschnittes  unten  §.  35  transformirt. 

13.  Wenn  a;, ,  x.j,  x.^  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  a^',  x^',  x-/  sind,  so  sind  die  Figuren  der  ent- 
sprechenden Puncte  X  und  x'  collinear  §.  30,  7).  Eine  quadra- 
tische Form  u  der  a;, ,  a?., ,  x^  ist  dann  eine  bestimmte  quadra- 
tische Form  u'  der  x^\  x^',  x.^'.  Jene  kann  durch  «j?/!  -  ■+■  cc.^y.^'^ 
+  (i^y-i'^i  diese  durch  i^^^'  ■+■  ßi^-i'  +  ßiH^  ausgedrückt  wer- 
den, so  dass  y^  ,  3/2 ,  3/3  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  x^^  x.^,  x.^  sind,  und  2j,  Sj?  -^3  eben  solche  Formen 
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der  a;,'.  x^,  x.j\  also  auch  der  Xj ,  x^ ,  a-g.  Dabei  giebt  es 
unter  den  ß  ebensoviel  eines  Zeichens,  als  unter  den  a  (5) . 
Zugleich  sind  z^.  ^j,  23  von  einander  unabhängige  lineare  For- 
men der  _?/|  ,  y.^,  i/j,  d.  h.  1/  und  z  entprechende  Puncte  der 
collinearen  Figuren 

«i.'/i-  +  ar!h~  +  «:!.'/;r   =   0     und     ßiZ.-i  +  ß-.Zo"-  +  ftc^'^    =   0 

Die  collinearen  Kegelsclmitle  sind  deniiiacli  beide  real,  oder 
beide  nicht  real   (10). 

Je  zwei  reale  Kegelschnitte  sind  collinear:  die  Unterschei- 
dung ihrer  unendlichrernen  l'uncte  konnnt  dabei  nicht  in  Be- 
tracht. Je  zwei  nicht  reale  Kegelschnitte  sind  collinear;  ein 
realer  und  ein  nicht  realer  Kegelschnitt  sind  nicht  collinear. 
Det.  §.  18,  \i. 

§.  34.    Polaren  und  Pole, 

1.  Wenn  die  Strecke  \2  der  Puncte  x^  i/^  und  «"^j^i  ^'^" 
der  realen  oder  nicht  realen  Finie  zweiter  Ordnung  u  =  0 
(v^.  33,  1)  in  dem  Fund  x\y  nach  dem  Verhältniss  — £  gelheilt 
wird,   so   hat    man     §.   10,  2) 

(1  +  f).r   =   a.']  +  ex.^  (1   +  ;■)//   =   v/,  +  fy-i 

folglich  \\-\-i)p  =  ])^  +  sp.y ,  indem  man  ;j,  =^  ux^  -\- ky^  -\- g 
u.  s.  w.  setzt:  ferner 

2JyX-2  +  q^y-,  +  -r,   =  2hX\  +  'hllx  +  ^'2 

=   ax^x-,  +  hy^y-i  +  c  +  /'(//i  +  y-,)  +  y{x,  +  x-i) 

(1  +  sy-u   =   11^  +  2vf  +  Hof- 
ais  T.vYLOR'sche   Entwickelung  der   u   nach  steigenden  Potenzen 
der  6.  und  demnach 

^t■J  +  2v8  +  11-2 1-   =   ü     d.  i.     M1U2  —  r2  +  {v  +  1(2 f)'^   =   0 

zur  Berechnung  von  e.  Den  beiden  Wurzeln  i'  und  t"  der 
Gleichung  entsprechen  die  Puncte  jp',  P".  welche  die  Gerade 
AB  d.  i.  12  mit  u  =  0  «emein  hat,  so  dass 


%o: 


.J(jA(;iiiMSTiiAi.  Crt'ilc  .1.  .'}:{   |).   'M'.^   iiiid   dessen  iinaht.   (ieum.   der 
Ebene  {55^.  8!).  lOl. 


§.   34. 

Polareil 

und 

l'ole. 

AP'         AP" 
BP'  ■*"  BP"    ~ 

AP'  AP" 
BP'  BP"   '' 

H 

'i.  Die  JK'ideii  WCitlie  f-.  und  die  beiden  Sclniillpiinele 
sind  re;d  oder  nicht,  je  njielideni  "^u.,  —  v-  ne|i<iti\  ist  odei' 
|)(tsili\.  Der  Auscb'nek  «,m.,  —  v-  ist  eine  quadratische  Fmin 
der   l)eideü   Dill'erenzen  t  =  x.^  — a,', ,   r   =  7/.^  —  ^, .      Denn 


I  P\     Vi      ''1    '  I  -«1     y\      t 
I  P>     Hl     '''2  !     '*^">     lli     ' 


(Det.  §.  G,  \)    und  n.ieh    Snbtr.iclion    der   ersten    Zeile    von    dei' 
zweiten 

_  I  P\  <1\  ■»■\  I  ^'i  2/1  1   I 

I  2^2  —  i'i  '/2       ?i     »^  —  '"i     I  ^-2  —  ^'i     ;'/2  —  .'/i     •'  ! 

worin  p2  —  i^i  ?  ••   bneare  Formen  der  a-.,  —  a, ,  y.,  —  ?/,    sind. 

Zu  denisell)en  Residtat  LK^angt  man  auf  folgendem  Weue. 
Dnreii  l'jitw  iekelung  nacii  Snbdelerniinanten  der  Iteiden  ei'Sten 
Zeilen     Det.  >:$.  i,   I)    eruiebt   sieh 

!  0      0      ^>|     qi     r, 
'  0       0      jJ-2     q>     r-, 
=      x^     x-2     1        0      0 

2/1     2/2     "        1       "J 
1       1       0       u       t 


p< 

<I\ 

r\ 

a-, 

//.     1   , 

Pi 

<ll 

r-t 

.<••_, 

.'/2        l 

Nun  ist 


0       0      jfJi  ry,  r, 

0  Ü        yJo  $2  '*2 

!  a^i    a?:,     1  0  0 

12/12/20  1  0 

1  1       U  U  1 


I  0  0  77,  (7,  rj 

0  0  2^2  22  '>'■! 

d  ^      Xi  X2  d  0  0 

I  2/1  Z/2     'J  d  0 

1  1       (I  0  d 


0  0  iT,  Vi  1  1  Ü  0  Ü  Ü 

0  0  a;2  Y/2  1  Ü  1  0  0  ü 

Xy  X2  a'  h'  g'  0  0  o  7;  g 

y^  y2  h'  b'  f  i)  0  /(  i  f 

1  1  (/'  r  c'  u  0  (/  /■  c 
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weiin  d  =  (let  w  =  aa' -\-  hli' -\-  yg' .   ii.  s.  \v.     Also 


10  0  Xy  yi  1 

0  0  X2  y-i  1 

=      ./■)  X2  a'  h'  g' 

Vi  Vi  1^'  ^'  f 

\  \  g'  f  c' 


j  0  0  .T,  ;»/i  1 

I  0  0  ^  jy  0 

=   j  a^i  I  a'  h'  g' 

I  iji  7]  h'  h'  f 

I  1  <'  g'  f  c' 


eine  quadratische  Form  der  ^,  r;. 
3.     Wenn  z/,»/.,  —  v-  durch 

l)ezeiehnet  wird,  so  ist 

A[u,n2  -  f2)   =    {A^  +  5,^)2  +  (^C-  £2),^2 

positiv  bei  realen  ^.  >/.  weiui  ^4C —  Z?'-  positiv  ist. 

Die  A.   B.   C  sind  die  Coeffieienten  der  x./-^  Sxoj/j,  y-2~  i» 


»,(arr22  +  .  .  )  —  (i^i^c. 


Man  findet  daher 


A  +  C  =  (-'{xi^  +  ?/,2)  +  2/"Vi  +  2.9 'ic,  —  a'—  b' 


\  A      B      2h    \ 
AC  —  B''-=      B      C      5,    '  :  «,  = 

U       0        u,    \ 


a       h      2h   I 
h        h        (yj       11^ 

2h     2i      ^'i   1 


u,  dein 


Z.  B.  u  =  x-  -+-  y-  —  £'^{x  +  c)2  giebt 

2>  =   (1  —  s^)x  —  f^c,        q  =  y,        r  =  — £^c{x  +  c) 

a     =    —  f2c2  Z)'    =    —  f2c2  c'    =     1   —  f  2 

/■'  =  0  f/'  =   £2c  det»   ^  —  e-e- 

A   +   C   =    (1  —  f2)(a;2  +  y2)  +  2f2c(aT  +  c) 

In    der  That  ist  y^U2 — v'^    eine  quadratische  Function  der 
X.2J  y-i   (Form  der  x.^.  y^-,  ^2)?  d^ren  Determinante 
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«1  h  —  2h  q\  Ml  h  -   q^  </,  /(,  /"  —  (/,  r, 

t«,     (I  0  0 

i>i     U\a~P\2>i  ^<iÄ  — 2>i9i  iitg  —  p^Vi 

Qt     n^  h  —  Pi  ^/,  «1  b  —  q^q,  iij  —  q^  r^ 

»'i      »I  i'  —  P\  f\      "i  /■  —  q\  r^  ti^  c  ^  Vi  )\ 


"l 

Ih 

fl\ 

r, 

Pi 

a 

h 

(/ 

<1\ 

h 

h 

f 

*'l 

9 

f 

c 

lUll 


ist  zufolge  der  Definitionen  von  Uj ,  }>^ ,  q^ ,  r, 


4-.  1.  Unter  der  Bedingung  v  =  0  hat  die  Gleichung  für 
6  contriii"  gleiche  Wurzeln,  so  dass  die  Schnittpuncte  (real  oder 
nicht)  der  Geraden  12  und  der  Linie  u  =  0  mit  12  in  Har- 
monie sind  (§.  3).  Die  Puncte  I  und  2,  welche  mit  der  Linie 
II  =  0  (mit  ihren  auf  der  (iei'aden  12  liegenden  Puncten)  in 
Harmonie  sind,  heisson  harmonische  Puncte  an  dem  Kegel- 
schnitt (conjugirte  harmonische  Pole,  reciproke  Punctei.  Pon- 
CELET  propr.  proj.  196.  Steixer  Syst.  Entw.  p.  165.  Hesse 
Grelle  J.  18  p.  102,  20  p.  291,  36  p.  146.  Chasles  Geora. 
sup.  687. 

Vermöge  der  Bedingung  ??  ^  0  liegt  von  den  harmonischen 
Puncten  I  und  2  einer  auf  einer  durch  u  und  den  andern 
Punct  bestimmten  Geraden,  welche  real  ist  auch  wenn  w  =  0 
keine  realen  Puncte  hat.  Die  Gerade  heissl  die  Polare  des 
Puncles,  der  Punct  heisst  der  Pol  der  Geraden.  Stereom, 
§.1.9  Anm.  und  Trigon.  §.  7.  21.  Mit  der  Linie  u  =  ^  sind 
ein  Punct  nnd  seine  Polare  in  Harmonie,  d.  h.  jede  Gerade 
des  Puncles  A  hat  mit  der  Polare  des  A  den  Punct  B  und  mit 
der  t<  =  0  die  Puncte  C  und  D  gemein ,  so  dass  die  Paare 
AB  und  CD  in  Harmonie  sind.  Wenn  der  Punct  2  auf  der 
Polare  des  1  liegt  d.  h.  p^x.,  -\-  q^y.^  -H  r,  =  0 ,  so  ist 
p^x^  +  q2yi  +  r.2  =  0  d.  h.  die  Polare  des  Punctes  2  enthält 
den  Punct    I . 

Baltzer,  anal.  Geom.  J4 
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Wenn  2  und  3  harmonische  Puncle  sind  auf  der  Polare  des 
1,  so  sind  I  und  2,  1  und  3  harmonische  Puucte,  also  1,  2,  3 
drei  harmonische  Puncte  (ein  harmonisches  Dreieck,  Tripel) 
der  Art,  dass  die  Polare  je  eines  die  beiden  andern  enthält. 
Wenn  z.  B.  der  Linie  u  =  0  das  Viereck  AB  CD  eingeschrieben 
ist,  und  BC,  CA,  AB  von  AD,  BD,  CD  in  I.  2,  3  geschnitten 
werden ,  so  ist  mit  der  Ghorde  .1 D  der  Punct  1  und  seine 
Polare  in  Harmonie;  daher  fällt  die  Polare  des  1  auf  die  Gerade 
23  (§.  13.  10),  u.  s.  w.  Die  Puncte  1,  2,  3  sind  drei  harmo- 
nische Puncte  an  dem  Kegelschnitt,  die  Polare  des  1  wird  durch 
Linealconstructiou  erhalten. 

Wenn  die  Linie  m  =  0  aus  zwei  Geraden  des  Punctes  F 
besteht,  so  hat  der  Punct  1  eine  bestimmte  den  P  enthaltende 
Polare;  die  Polare  des  P  ist  unbestimmt.  Der  Pol  einer 
Geraden  des  P  ist  unbestinnnt  auf  einer  bestimmten  Geraden 
des  P;  für  andre  Gerade  existiren  keine  Pole. 

IL  Wenn  in  der  zu  Grunde  gelegten  Rechnung  (I)  die 
durch  Goordinaten  bestimmten  Elemente  nicht  Puncte  sind, 
sondern  Gerade,  so  ergeben  sich  entsprechende  Sätze.  Den 
gemeinschaftlichen  Punct  der  Geraden  a-,  ^/^  1  und  a;2ly2  "^  ^"^~ 
hält  die  Gerade  x  y\\,  wenn 

(1    +   f)x    =    Xi  +   fX>  ( 1    +   f )//    ==    2/l   +   ^2/2 

bei  beliebigem  e ,  weil  der  Gleichung  /  -f-  £^  =  0  das  System 
(/=  0,  ^  =  0)  genügt.  Die  Gerade  x\y\'\  gehört  zu  den 
Tangenten  eines  gegebenen  Kegelschnittes,  wenn  e  durch  die 
Gleichung  m  ==  0  bestimmt  wird.  Die  Geraden  1  und  2  sind 
mit  u  =  0  (mit  den  beiden  den  Punct  12  enthaltenden  Geraden 
der  Serie ,  Tangenten  der  Enveloppe)  in  Harmonie  unter  der 
Bedingung  v  =  0  (§.  29,  8).  Die  so  bestimmten  Geraden  sind 
harmonische  Gerade  an  dem  Kegelschnitt;  wenn  die  eine 
gegeben  ist,  so  enthält  die  andre  den  Punct  y  =  0,  den  Pol 
der  gegebenen  Geraden.     U.  s.  w. 

5.  l.  Der  Punct  A'  (dessen  Goordinaten  a.}^,  i/j^  sind)  hat 
die   Polare    pj^x  -f-  qj^i/  +  r;^  =  0    d.  i.   pxj^  -+-  ?t/^  +  r  =  ü. 
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Wenn  xjg  und  yy.  diircli  eine  Gleichung  nlen  Grades  verbunden 
sind,  so  liegt  der  Punct  auf  einer  Linie  «ter  Ordnung,  und 
seine  Polare  isl  eine  (ierade,  d(M-on  homogene  Goordinalen 
Pki  9hi  ^k  '''it''ife  iMiiiclionen  tier  xj^,  y^  sind.  Also  ist  die 
Polare  eine  von  den  (ieraden  einer  Serie  nter  Classe,  eine  von 
den  Tangenten  einer  Linie  /<ler  Giasse  !§.  :28,  2).  Diese  Linie 
nier  Giasse  isl  die  Reciproke  jener  Linie  r?ter  Ordnung 
(§.31,7). 

IL  Wenn  die  Geraden  23,  31,  12  die  Pole  1',  2',  3' 
haben,  mithin  die  Polaren  der  Puncte  2,  3  den  Punct  1'  ge- 
mein haberi,  u.  s.w.,  so  haben  die  Ghorden  11',  22'  33'  einen 
Punct  gemein.     Denn  unter  den  Voraussetzungen  . 

h:il  I  die  Pohire  i\  =  0,  u.  s.  \v.  Die  Gerade  v^  +  l-v.^  =  0 
des  Punctes  1'  [v.-y  ==^  0,  v.^  =  0)  enthält  den  Punct  1,  wenn 
?j.^,  ■+■  Avg,  =  0.     Daher  hat 

die  Cliorde  11 'die  Gleichung  «^31^2  —  ^21^3   =   0 

„  ;,  22'     ;,  „  ry,V3   -  V32V,     =     Ü 

„        „         33'    „  „  t'23r,  —f  13 1^2   =   0 

Durch  7\ddition  der  3  Gleichungen  erhält  man  0  =  0,  folglich 
haben  die  Chorden  einen  Punct  gemein.  Plücker  Grelle  J.  5 
p.  11.  Fiedler -Salmon  Kegelschn.  1873  p.  163.  Die  Dreiecke 
123  und  1'2'3'  sind  perspectivisch  (Slereom.  §.  S,  7),  so  dass 
die  Schnitte  der  Geraden  23  und  2 '3',  31  und  3'1,  12  und 
1'2'  auf  einer  Geraden  liegen.  Vergl.  Chasles  sect.  con.  135. 
Schröter-Steiner  Kegelschn.  p.  153. 

III.  Der  Punct,  in  welchem  die  Strecke  12  nach  dem 
Verhältniss  — X  getheilt  wird,  hat  die  Polare 

,     [pi  +  Ai>2)a;  +  ((?!  +  ).q2)y  +  r,  +  kr.>   =   0 
d.  i.    PiX  +  qiy  +  Vi  +  l{p2^  +  q2y  +  ^2)  .==   W 

Dieselbe  enthält  den  Punct,  welchen  die  Polaren  der  I  und  2 
gemein  haben  und  der  der  Pol  der  Geraden  1 2  ist ,  und  man 
schliesst  nach  §.  29,  8: 

14* 
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Wenn  4  Puncte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  enthalten  ihre 
Polaren  den  Pol  der  Geraden,  und  das  üojDpelverhältniss  der 
4  Puncte  ist  dem  Doppelverhältniss  ihrer  Polaren  gleich. 

IV.  Wenn  pp' ,  qq' ,  rr'  die  Diagonalen  eines  Vierecks  sind 
(§.  28,  10),  so  sind  p  und  p'  harmonische  Puncte  an  dem  Kegel- 
schnitt w  =  0.  unter  der  Bedingung 

P  =  ap^p^'  +  hpipo  +  cp^2h 
+  f{P2lh  +  prPi)  +  (j{lhPi  +  IhPi)  +  ^i{pi  P-i  +  Px'po)  =  0 

Ebenso  sind  q  und  q'  harmonische  Puncte  unter  der  Bedingung 
Q  =  0.     Aus  P  =  0  und  Q  =  0  folgt   (a.  a.  0.)   Ä  =  0. 

,  Wenn  von  Geraden  1,  2,  3,  4  die  Schnitte  23  und  14, 
sowie  die  Schnitte  31  und  24  mit  dem  Kegelschnitt  in  Harmonie 
siud,  so  sind  es  auch  die  Schnitte  12  und  34.  Hesse  Grelle 
J.  20  p.  301  und  36  p.  146.  Fiedler-Salmon  Kegelschn.  art.  236,  9. 
Denselben  Satz  haben  Cremoa  Curve  piane  109,  Ghasles  Sect. 
con.  133,  Schröter-Steiner  Kegelschn.  §.  31  synthetisch,  Rosanes 
Schlömilch  Zeilschrift  17  p.  174  analytisch  bewiesen.  Um- 
gekehrt : 

Drei  Paare  von  Puncten.  in  welchen  die  3  Diagonalen  eines 
Vierecks  harmonisch  getheilt  w  erden ,  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitt, Wenn  3  dieser  Theilpuncte  auf  einer  Geraden  liegen, 
so  liegen  die  andern  3  auf  einer  andern  Geraden;  der  Kegel- 
schnitt besteht  in  diesem  Fall  aus  den  beiden  Geraden.  Stejner 
Grelle  J.  3  p.  212.  Eine  der  beiden  Geraden  kann  die  unend- 
lichferne Gerade  sein :  die  Mitten  der  3  Diagonalen  liegen  auf 
einer  Geraden.     §.  16,  4.    §.30,  16. 

6.  Unter  der  Bedingung  11^112  —  ?■'  =  0  hat  die  Gleichung 
für  £  gleiche  Wurzeln  entsprechend  den  congruenten  Gleichungen 
?<j  4-  v£  --=  0  oder  v  -\-  u^e  =  0.  Die  Schnittpuncte  der  Ge- 
raden 12  und  der  Linie  w  =  0  fallen  zusammen,  die  Gerade 
ist  eine  Tangente  der  «  =  0,  deren  Contact  durch  "1+  ve 
=  0  oder  v  +  u^e  =  0  bestimmt  wird. 

Wenn  der  Punct  1  gegeben  und  die  Gerade  12  eine  Tan- 
gente der  u  =  0,  so  ist  u^ii2  —  v'^  =  0    d.  h.  (2)  der  Punct  2 
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liegt  auf  einer  reduciblen  Linie  2ler  Ordnung,  bestehend  aus  2 
Geraden  des  Pnnctes  I .  den  diesen  Punct  enthaltenden  Tan- 
genten der  M  :=  0 :  die  Linie  2ter  Ordnung  w  =  0  ist  2ler 
Classe  (§.  28,  2).  Wenn  dei-  l'iincl  2  ein  Contact  auf  u  -=  0 
iL  h.  «2  =  0,  so  ist  V  =  0  :  die  Contactc  liegen  auf  der  Polare 
des  Puncles  I ,  die  Chorde  der  Contacte  ist  die  Polare.  Die 
ix'iden  Conlactc  uiul  di(^  beiden  Tangenten  sind  nicht  real, 
wenn  (8)  AC  —  B'^  d.  i.  u^  del«  positiv  ist  (so  dass  der  Punct  1 
au!  dei"  concaven  Seite  der  Linie  ?^  =  0  liegt). 

Wenn  der  Punct  1  auf  der  Linie  u  =  0  liegt;  tl.  h. 
u^  =  0,  so  fallen  die  beiden  Tangenten  m,m., —  v^  =  Q  auf  die 
Polare  v  ==  0  des  Punctes  I  :  die  Polare  eines  Punctes  der 
Linie  u  =  0  ist  die  Tangente  der  Linie  an  dem  Punct. 

7.  Der  W^inkel  ci  der  beiden  den  Punct  1  enthaltenden 
Tangenten  der  u  =  0  wird  nach  §.  32,  2  bei  rechtwinkeligen 
Coordinaten  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen  (3)  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

{A  +  Cyi  +  4{AC~  B'-)  coV^Ö  =   0 

Wenn  der  Linie  u  =^  ^  ein  gegel)ener  Winkel  umgeschrieben 
wird,  so  liegt  der  Scheitel  des  Winkels  der  Punct  I)  auf  einer 
gegebenen  Linie  iter  Ordniuig.  Magxls  Aufgaben  1  p.  172.  Die 
Linie  ^1  -f-  C  =  0  ist  ein  mit  der  Linie  u  =  0  concentrischer 
Kreis  (bei  c'=  0,  d.  h.  wenn  «  =  0  eine  Parabel  ist,  eine 
Gerade  und  zwar  die  Polare  des  Brennpunctes) ;  die  Linie 
AC —  Z?2  Q  jgj  YQ(^  ^QY  Linie  u  =  0  nicht  verschieden. 
Die  Linie  iter  Ordnung  wird  von  der  Linie  i;  =  0  auf  dem 
Kreis  A  -\-  C  =  i)  berllhrt;  ihre  unendlichfernen  Puncte  sind 
die  eines  Kreises. 

Wenn  insbesondere  der  umgeschriebene  Winkel  recht  ist, 
so  liegt  sein  Scheitel  auf  dem  Kreis  .1-1-  C  =  0.  Den  Scheitel 
eines  der  Parabel  umgeschriebenen  constanten  Winkels  hatte 
PoNCELET  propr.  proj.  481   näher  bestimmt. 

Wenn  cot  -  d"  =  —  1 ,  so  liegt  der  Scheitel  des  umgeschrie- 
benen Winkels  (mit  nicht  realen  Schenkeln  auf  der  Linie 
[A  —  C')2  -H  4  52  ^  0.     Die   Scheitel   (.4  —  C  =  0,    5  =  Oj 
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sind  die  Brenupuncle  der  Linie  tt  ==  0 ,   wie  aus  Plicker's  Be- 
merkung (s,  unten  §.  35,  9)  erkannt  wird. 

8.  Mit  den  Tangenten  der  Linie  u  ==  0.  welche  den  Punct 
I  gemein  haben,  sind  eine  Gerade  desselben  Punctes  I  und 
ihr  Pol  F  in  Harmonie.  Denn  die  Contaete  7",  T'  und  der 
Pol  P  liegen  auf  der  Polare  des  Punctes  1 ,  und  diese  w  ird 
von  der  Geraden  in  P' geschnitten,  so  dass  das  Paar  FF' mit 
TT'  in  Harmonie  ist,  u.  s.  w. 

Die  Puncte  einer  Geraden  und  die  Polaren  derselben  (die 
Geraden  eines  Punctes  und  die  Pole  derselben)  sind  reciproke 
Figuren:  dem  Doppelverhältniss  von  4  Puncten  der  Geraden 
ist  das  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  Geraden  gleich 
(5  und  §.  31,  7).  Die  Puncte  der  Geraden  und  die  Puncte,  in 
welchen  die  Gerade  von  den  Polaren  der  Puncte  geschnitten 
wird,  sind  in  Involution;  die  auf  m  =  0  liegenden  Puncte  sind 
tautolog  i^§.  5,  2).  Die  Geraden  des  Punctes  und  die  die  Pole 
dieser  Geraden  enthaltenden  Geraden  des  Punctes  sind  in  In- 
volution; die  den  Punct  enthaltenden  Tangenten  der  «  =  0 
sind  tautolog.  Chasles  Geom.  sup.  679.  In  den  von  Schröter 
herausgegebenen  Vorlesungen  Steiner's  §.  30  sind  jene  Puncte 
einer  Geraden  ein  Punctsystem,  diese  Geraden  eines  Punctes 
ein  Strahlsystem  genannt  worden. 

9.  Der  Punct  I ,  welchen  zwei  gegebene  Gerade  gemein 
haben, 

Dx^  +  Eij^  +  F  =  ü,        D'xi  +  E'ij^  +  F'  =  0 

hat  die  Polare  pxy  +  qy^+  r  =^  0  d.  i. 


D 

E 

F 

D' 

E' 

F' 

V 

1 

r    i 

Insbesondere  hat  der  Punct  (p,  =  0,  g,  =  0)  d.  i.  (c'a;,  =  g'^ 
c'y^  =  /')  die  Polare  det?<  =  0.  Wenn  det«  =  0,  so  ist  die 
Gleichung  der  Polare  nicht  vorhanden,  die  Polare  unbestimmt 
(4);    wenn   aber   dettt    nicht  null,  so  ist  die  Polare  die  unend- 
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lichferiie  Gerade.  Dieser  aiisgezeiehnete  Punct ,  der  zur  Polare 
die  unendiichferiie  Gerade  hat,  ist  das  Centrum  der  Linie 
u  =  0.  Bei  der  Parabel  (c'  ^  0)  ist  das  Centrum  unendlich- 
fern auT  der  Parabel  und  auf  der  unendliehfernen  Geraden: 
die  Parabel  wird  von  der  unendliehfernen  Geraden  berührt, 
filr  alle  Paiaiteln  ist  die  unendlichferne  Gerade  eine  gemein- 
schaftliche Tangente. 

Filr  die  Tangenten  der  u  =  0,  welche  das  Centrum  ge- 
iiiciu  hal)en,  ist  (3)  A  :  B  :  C  ^=  a  :  h  :  h  d.  h.  diese  Tan- 
genten (Diameter)  enthalten  die  unendlichfernen  Puncte  der 
Linie  u  =  0  und  sind  die  Asymptoten  der  Linie   (§.  33,  II). 

10.  Der  unendliehferne  Punct  der  Geraden  y  =  ax  hat 
die  Polare  p  -\-  aq  =  0 .  welche  den  Punct  (p  =  0 ,  g  ;==  0), 
das  Centrum  der  Linie  ?<  =  0  enthalt,  mithin  ein  Diameter 
derselben  ist.     Denn  unter  der  Voraussetzung  y^  =  «a-j   ist 

2)Xi  +  qy^  +  r   =  x^yp  +  aq  +  ^j 

luül  bei  unendlicher  a?^,  weim  jj  -\-  aq  =  0. 

Mit    diesem    Diameter    ist     die    Gerade    y  =  a'x    parallel, 

wenn 

,  a  +  ah     .    .  j  ,  'X        7       ' 

a    =   —  , T     d.  1.     a  +  h(a  +  n  )  +  bau    =    0 

h  +  ab  ^  ' 

Diese  von  c,  /,  y  unabhängige  Gleichung  zeigt  an,  dass  mit  den 
Geraden  ax^-  +  'ihxy  +  %-  :=  0  die  Geraden 

(y — ux){y  —  «'./;)   =    aa'x'^  —  {a  +  a'^xij  -\-  y"^   ==   0 

in  Harmonie  sind  (§.  32,  5).  Z.  B^  «' =^  — ct.  aa' =  — a''^ 
=  —  a  :   b. 

In  der  That  sind  der  unendlichferne  Punct  der  Geraden 
y  =  ax  und  seine  Polare  p  -\-  aq  =  ()  in  Harmonie  mit  der 
Linie  m  =  0  (4) ,  sowie  mit  den  das  Centrum  enthaltenden 
Tangenten  der  m  =  0  (8).  Zwei  Diameter,  welche  mit  den 
Geraden  y  =  ax,  y  =  a'x  parallel  sind,  sind  mit  den  Asym- 
ptoten in  Harmonie.     Vergl.  Salmon  Conics  326. 
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11,  Wenn  die  Linie  w  =::  0  von  Parallelen  der  Geraden 
y  =  ax  geschnitten  berührt'  wird,  so  liegen  die  Mitten  der 
Chorden  Contacte'  auf  der  Polare  des  unendlichfernen  Punctes 
der  Geraden  y  ==  <(x^  also  auf  dem  Diameler  jj  -\-  ^q  =  0, 
welcher  mit  der  Geraden  y  =  ax  parallel  ist.  Und  wenn  die 
Linie  m  ^  0  von  Parallelen  der  Geraden  y  =  ax  geschnitten 
wird,  so  liegen  die  Mitten  der  Chorden  auf  dem  Diameter 
p  -\-  a'q  =  0.  welcher  mit  der  Geraden  y  =  ax  parallel  ist. 
Zwei  Diameter  der  Art ,  dass  die  mit  dem  einen  parallelen 
Chorden  der  m  =  0  von  dem  andern  halbirt  werden,  sind 
conjugirte  Dianieter  der  ;/  =  0  (§.  20.  9)  und  mit  den 
Asymptoten  in  Harmonie. 

Ein  Diameter,  der  mit  einer  Chorde  parallel  ist,  und  der 
Diameter,  welcher  die  Mitte  der  Chorde  enthält,  sind  conjugirt. 
Ein  Diameter,  der  mit  einer  Tangente  parallel  ist.  und  der 
Diameter  des  Contacts  sind  conjugirt.  Die  Endpuncte  con- 
jugirter  Diameter  AA',  B B'  haben,  wenn  P  ein  Punct  des 
Kegelschnittes  ist.  das  Doppelverhältniss  '§.22,  M) 

[PA,  PA',  PB,  PB')  =   {B'A,  B'A',  B'B,  B'B') 

Die  Strecke  AA'  wird  von  B'B  in  der  Mitte,  von  der  Tangente 
B'B'  in  dem  unendlichfernen  Punct  getheill.  Also  sind  die 
Endpuncte  conjugirter  Diameler  'i  harmonische  Puncte  des 
Kegelschnittes.     Steiner  syst,   l-^nlw.  p.  162. 

Die  Chorden,  welche  Ciegenpiincte  der  u  =  Q  mit  einem 
andern  Punct  der  Linie  verl)inden.  werden  sup])lementär  ge- 
nannt. Zwei  Diameter,  welclie  mit  siipph'inentai'en  Chorden 
parallel  sind,  sind  conjugirt. 

Zwei  Diameter,  welche  mit  den  Asymptoten  m  Harmonie 
sind,  sind  conjugirt;  insbesondere  die  Axen  der  u  =  0,  welche 
die  Winkel  der  Asymptoten  halbiren  und  desshalb  normal  zu 
einander  stehn.  Alle  Paare  conjugirter  'Diameter  sind  in  In- 
volution. 

13.  Durch  die  Substitution  x  =  a-,  4-  s,  y  =  y^  -^  'i 
wird 

u  =  Hl  +  22>i^-  +  'iqitj  +  «|2  +  2h^7j  +  bif 
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und  rlurch  rj  =  aB  erhält  man 

((  =   Kl  +  2f(/J,  +  aqi)  +  ^'^{a  +  2ha  +  ha^) 

Wenn  nun  B\  ^"  die  Wurzeln  der  Gleichung  m  =  0  sind,  und 
tj'  =  a§\  ^"=  «^">  so  hat  die  Linie  u  =  0  mit  der  (iera- 
den  y  —  Vi  =  «(^  —  a^i )  die  Puncle  a^j  +  ^' j  yi  +  »?'  und 
Xi  +  ^"  \  y^  -i-  rj"  gemein. 

Die  Chorde  der  gemeinschaftlichen  Puncte  wird  von  dem 
Piinct  1  halhirt,  wenn  ^'+  ^"  =  0  d.  i.  Pi+  ccq^  =  0.  Weim 
bei  gegebenem  «  die  Chorde  eine  gegebene  Richtung  hat ,  so 
liegt  ihre  Mitte  1   auf  der  Geraden  Px  +  nq^  =  0    (11). 

Wenn  der  Punct  1  gegeben  ist,  so  genügt  die  Mitte  x\y 
einer  den  Punct   1   enthaltenden  Chorde  dem  System 

2/  —  2/1  =   a  (a?  —  «1 ) ,        p  +  aq  =   0 

mithin  der  Gleichung  i)[x  —  ^\]  "^  9.[y  —  ^i)  ^=  0    d.  i. 

u  =  pxi  +  qy^  +  r  =  piX  +  q^y  +  r^ 

d.  h.  die  Mitte  einer  Chorde  des  Punctes  \  liegt  auf  einer 
bestimmten  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  mit  ?<  =  0  die 
unendlichfernen  Puncte  gemein  hat,  also  mit  ihr  (wenn  nicht 
dett<  null  ist)  ähnlich  ist  und  perspectivisch  liegt;  der  Punct  1 
ist  das  Aehnlichkeitscentrum.  Dieser  Satz  ist  von  Newton 
Princ.  I  pr.  27  extr.  gegeben  und  mehrfach  reproducirt  worden : 
Gerg.  Ann.  10  p.  100,  11  p.  122.  Plücker  Entw.  1  p.  155  u.  A. 
Mit  den  gemeinschaftlichen  Puncten  x'  y\  x"  y"  sind  die 
Puncte  1,  2  in  Harmonie,  wenn   (§.  3,  1) 

2  1         1 


X2  —  Xi  ^         •     § 

1 ^     ^'+1"     ^  Pi    +   ftgi 

X2  —  X1  2|'|"  M, 

d.  i.    p^  {x2  —  a?! )  +  2i  (y/2  —  ^/i )  +  i(i  =  Px  X2  4-  5/1  ^2  +  ri  =   0 
wie  oben  (4). 

13.     In  Bezug    auf  die   Linie    (/  =  0 ,    welche   zufolge  der 
Schluss- Bemerkung    (4.  I)    als  irreducibel  voraussesetzt  wird, 
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hat  die  Gerade    Ax  -h  By  +  C  =  0    den  Pol  x^  y^^  beslimml 
durch  das  System 

Ih  :  Qi  :   r^  =  A  :  B  :   C 
>Jun  ist 

a    h    g  ah  pi 

^^  h     h     f       =  h     b  qi 

\  9    f    0  \  \  g    f  r^ 

abgekürzt   [ahg]  =   [ahp^],   [ahg)x^  =   [pikg],  folglich 

(ahA)xi  =   {Ahg)  {ahA)gi  =    {ciAg) 

Wenn  ^  :^  0  und  /?  =  0,  so  ist 

{Ahg)   =   Cg'  {aAg)   =   Cf  {ahA)   =   Cc' 

d.  h.  die  unendlichferne  Gerade  hat  den  Pol 

{ih  =   U,    2i  =   0)     d.  i.     {c'xi   =  g\    c'ij^   =   f) 

das  Centrum  der  Linie  »  =  0   (9). 

Wenn  die  Gerade  Ax  -{-  By  -^  C'=  0  ein  Diameter  der 
u  =  0  ist,  also  das  Centrum  enthält  d.  h.  Ag'-\-  Bf'-\-  Cc'  =  0 
oder  [ahA]  =  0,  so  sind  x,  und  ?/,  nicht  beide  endlich, 
mithin 

jP,   :   g^i  =  axi  +  hi/i  :  hxi  +  hyi  ^   A   :  B 
{dB  ~hA)xi  +  {hB —  bA)yi  =   t) 

d.  h.  der  Pol  ist  unendlichfern  in  bestimmter  Richtung. 

Wenn  insbesondere  u  =  0  eine  Parabel  ist  (c'  =  0,  folg- 
lich ag'-h  hf'  =  0,  u.  s,  w.) ,  so  ist  das  Centrum  der  unend- 
lichferne Punct  der  Parabel  auf  der  Geraden  ax  -\-  hy  =  0. 
Der  mit  dieser  Geraden  parallele  Diameter  ax  -{-  hy  -i-  C  =  0 
hat  seinen  unendlichfernen  Pol  auf  der  Geraden 

axi  +  hyi  :  gXi  +  fyi  =  a  :  C 
d.i.      {g-C)x,  +  (^f-^C^,  =  0 

In  der  That  ist   \ahA]   =  0.   und 
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(Ähg)  =    Crj'+ff  =  f'{j-^C^ 
{aAg)  =  f{C-g) 

14.  1.  Wenn  die  Gerade  Ax  +  Bij  -j-  C'  =  0  eine  Tangente 
der  u  =  0  ist,  so  ist  sie  die  Polare  des  Contactes  1  mit  u  =  0 
und  enthalt  densellxMi   (6).     Zufolge  dieser  Bedingungen  ist 


p^  +  }.A  =  0  ry,  +  ;./?  =  u  r, 

Axi  +  /i^i  +  C  =  ü 


XC 


mithin 


a 

h 

9 

A 

h 

h 

f 

B 

9 

f 

c 

C 

A 

B 

C 

0 

Die   Determinante    ist    eine   Form    2ten    Grades    der  A,    ß,    C 
(§•  .33,  1) 

a'A-^  +  b'B^  +  c'C2  +  2f'BC  +  Ig'AC  +  Ih'AB 
=  AF+  BQ  +  CR 

Die  Tangenten    der    u  =  0    bilden    demnach    eine    Serie    2ter 
Classe,  deren  Enveloppe  u  ==  0  ist   (§.  28,  2) . 

II.  Wenn  ü  =  aA'^  +  hB"-  -\-  .  .  =  pA  +  qB  -\-  rC  die- 
selbe Form  2ten  Grades  der  A,  B,  C  ist,  wie  u  der  x,  y,  1, 
so  hat  die  Gerade  ^^  |  ^,  |  C,  an  der  Serie  U  =  Q  den  Pol 
(4.  II) 

p^A  +  qiB  +  r^C  =   0 

Für  die  Goordinaten  x,  y  des  Pols  hat  man 

X  :  y  :  \    =  Ih  •  1i  '-  r\ 
yji  +  Aic  =  0,      <1\  +  ^y  ==  ^ ,      rj  +  A  =  0 

Wenn  der  Pol  der  Geraden  1   auf  der  Geraden  liegt  d.  h. 

Aix  +  Big  +  Ci  =•  0 

so  ist   er  ein  Punct   der   Enveloppe,   welche   die  Serie   U  =  0 
berührt,  und  man  hat 
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aAi  +  hßi  +  ffCi  +  ?.x  =  0  \  a  h  g  x  \ 

hAi  +  bBi  +  fCi  +?.>/   =  0  ^  ^  /"  y  '   _  n 

gA^  +  fB^  +   cCi  +  ?.      =  ü  1  ^  f  c  \   \    ~ 

xAi  +  i/Bi  +     C,  =  U  \  X  g  \  0  \ 

d.  i.      a'x-  +  b'g-  +  c'+  'If'y  +  'Ig'x  +  'Ih'xg  =  ü 

für  die  Enveloppe  der  Serie   C/  =  0. 

Als    Envelop}3e    der    Serie    a'A-  +  h'B-  -+-..  =  0    findet 
man  ebenso  u  =  ax-  -h  by-  -\-  .  .  =  0.     Denn 


I  a'  h'  g'  X 

I  Ä'  b'  f  y 

I  g'  f  o'  1 

^  X  y  \  0 


=  —  H  det  u 


weil  adja'=  a  Aeiu  §.33,3),  u.  s.  w.  Vergl.  Brioschi  Determ. 
p.  15.  Hesse  Raumgeomelrie  10.  Yorl.  Fiedler -Salmon  Kegel- 
schn.  p.  396. 


15.     Wenn  die  Gerade  Ax  - 
der  w  =  0  ist,  d.  li.  AP  +  BQ 


By  -h  C  =  0  eine  Tangente 
.  Cii  =  0    (14.  I),  und  wenn 


sie  den  Punct   I   enthält  d.  li.  Ax.  +  By^  +  C  =  0,  so  ist 


P    Q    R\ 

^1    t/i    1=0 

X     y     1  \ 


P  +  ).Xi  +  fxx  =  0 
Q  +  A//,  4-  /<//  =  0 
R  +  X       +  IX      =0 


indem  I  :  l  :  n  wie  die  Adjuncten  einer  Colonne  sich  ver- 
halten. Zufolge  dieser  3  linearen  Gleichungen  für  A,  B.  C.  Ä,  // 
und  der  olüiren  2  linearen  Gleichungen  für  A,  B.  C  ist 


a 

h' 

ff' 

rri 

X 

h' 

b' 

f 

Vi 

y 

ff' 

f 

c' 

1 

1 

Xy 

!/i 

1 

0 

0 

X 

y 

1 

0 

0 

für  einen  Punct  x\y  der  durch  den  Punct  I  gehenden  Tangenten 
der  M  :^  0  (2  und  6^.  Briosciu  a.  a.  0.  Hesse  Schlömilch  Zeil- 
schrift 1876  p.  \i. 
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Iß.  Die  Gerade  Ax-{-  By -i- C-t- iii{A'x  +  B'i/ +  C]  =  0. 
welche  den  Pimel  {Ax -h  ..  =  0,  A'x  +  .  .  =  0)  enUiJill, 
isl  eine  Tanijenle  der  u  =  0,   wenn    (14) 


h 

ff 

A  +  fzA 

' 

h 

f 

B+  fiB 

' 

f 

c 

C  +  (xC 

' 

=   0 

fxA' 

B  + 

fxB' 

C 

4-  iiC 

0 

(1.   i. 

a'  ■¥ 

■Iß' 

fi  +  y'(M^ 

=   ü 

a 

h      i/ 

A 

a      h 

9      A' 

h 

h      f 

B 

h      h 

f      B' 

9 

f       0 

C 

y'  = 

9      f 

c      C 

A 

B     C 

0 

A'   B' 

C    0 

a      h 

9 

A 

a 

h      y 

A' 

h      b 

f 

B 

h 

h      f 

B' 

9      f 

c 

C 

9 

f      c 

C" 

A'  B' 

C 

0 

A 

B     C 

0 

Den  Wurzeln  f.t' ,  ,u"  der  quadratischen  Gleichung  für  ,« 
entsprechen  die  beiden  den  gegebenen  Punct  enthaltenden  Tan- 
genten der  M  =  0 

Ax  +  .  .  +  fi'{A'x  +  .  .  )  =  0  ,       Ax  +  .  .  +  n" {A'x  +  .  . )   =   0 

Wenn  a'  oder  /'  null,  so  fällt  eine  der  beiden  Tangenten  auf  eine 
der  beiden  gegebenen  Geraden  f  1 4.  I) ;  wenn  /3'null  [f.i '+  /u"=  0) , 
so  sind  die  beiden  Tangenten  mit  den  beiden  Geraden  in  Har- 
monie. Wenn  a'y' — ß''^  =  0 ,  so  fallen  die  beiden  Tangenten 
zusammen,  und  der  Schnittpunct  der  gegebenen  Geraden  ist 
der  Gontact  auf  u  =  0.  Nur  bei  deti<  =  0  geht  von  dem 
Schnittpunct  der  beliebig  gegebenen  Geraden  nach  dem  Schnitt- 
punct der  Geraden,  aus  welchen  w  =  0  besteht,  eine  Gerade, 
die  mit  u  =  0  zwei  vereinte  Puncte  gemein  hat. 
In  dem  System 

h      g      A     A' 

h      f     B     B' 

f      c      C     C 

B     C     y      ß 


A'  B'    C   ß 
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dessen  Determinante  Ä,    fallen    adja,    adjy,    adj/?  mit   «',    y\ 
—  ß'  zusammen,    wenn   a,  /?,  /  null  sind.     Nun  ist  (§.  33.  3) 


adj  Y     adj  (? 
iu\)ß     adj« 


.9  adj 


y    ß 

ß    a 


folglich 


a      h  g  A  A' 

h      h  f  B  B' 

g      f  c  C  C    delM 

A    B  C  a  a 

A'  B'  C  0  0 

Wenn  die  Determinante  5ten  Grades  null  ist,  so  schneiden  sich 
die    Geraden    A\B\C    und    A'\B'\C'    auf    dem    Kegelschnitt 

n    =   0. 


17.  Wenn  der  Kegelschnitt  ?<  =  0  die  Puncte  1,  2  ent- 
hält,  und  der  Funcl  xy  auf  der  Chorde   12  liegt,  so  ist 

eine  Gleichung  ersten  Grades  für  a-,  ?/,  welcher  dadurch  genügt 
wird,  dass  der  Punct  x\y  auf  \  und  auf  2  fällt;  also  die  Glei- 
chung der  Chorde. 

Man  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  mit  dem  Contact  1, 
wenn  der  Punct  2  auf  1   fällt: 

u  —  a{x  -  a;,)2  —  b{y  —  yiY  —  2h{x  —  Xy){y  —  y,)   =   0 

d.  i.     laxx^  +  -Ibyyi  4-  2c  +  2f{y  +  ;//,)  +  ■2g{x  +  a?,)  +  2h{xyi  +  x^y) 

—  axi^  —  hyy^  —  c  --  2/V/i  —  2gxi  —  2hx^yi   =  0 

mithin 

axxx  +  hyyi  +  c  +  f{y  +  y\)  +  g{x  +  x^)  +  h{xyi  +  x^y)   =   0 

Wenn  der  Punct  x\y  gegeben  ist,  so  wird  für  eine  den- 
selben enthaltende  Tangente  der  Contact  1  durch  das  System 
(?/j  =  0,    nxx^-\-  ..  ==  0)    bestimmt.      Der  Contact  liegt  also 


auf  der  Geraden  axx. 


=  0,  der  Polare  des  Punctes  a? j j/, 


wie    oben    (4).     Magnus    Aufgaben    1    p.    161.      Fiedler- Salmon 
Kegelschn.  105. 
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18.  I.  Wenn  u  die  obige  quadratische  Form  der  liilinearen 
Coordinaten  r, ,  -j?  ^^  des  Piinctes  z  ist  (§.  30),  und  wenn  der 
Punct  X  ■+■  tij  auf  der  Linie  u  =  0  liegt,  so  erhält  man  wie 
oheu   (1)   für  £ 

indem   m;m  componirl 

p^,.  =  cix^  +  hx.,  +  gx^  q^  =  hx^  +  bx.^  +  fx^ 

r^  =  gx^  +  tx.2  +  cx^ 

Hier  sind  p^,  q^^  r^  die  Werthe,  welche  die  halben  Fluxionen 
der  u  nach  den  Coordinaten    ^j,  z^^  z^  in  dem  Punct  x  haben. 

Unter  der  Bedingung  u^  =  0  sind  die  Puncte  a?,  y  mit 
dem  Kegelschnitt  in  Harmonie ,  y  liegt  auf  der  Polare  des  x, 
u.  s.  w. 

Unter  der  Bedingung  u^^u  —  u  '^  =  0  liegt  ?/  auf  einer 
den  Punct  x  enthaltenden  Tangente  der  m  =  0. 

II.  Wenn  «,  /:?,  .  .  gegebene  lineare  Formen  der  homogenen 
Coordinaten  x,  ?/,  f,  und  A,  B,  .  .  constant  sind,  so  hat  die  aus 
a^^  ^2^  _  _  componirte  quadratische  Form  u  =  .4«-  +  Bß"^  +  .  . 
die  halben  Fluxionen 

^  OX  QX  '    OX 

hu  .    öß         T,o^ß 

*5.  =  -"%.■" ''''s,  *•■ 

Durch  Composition  derselben  mit  den  Coordinaten  des  Punctes  1 
erhält  man 

'i  §^  ^1  +  -2  ^-  2/1  +  4  ^  *i  =  ^««1  +  ^M  +  •  • 
Hier  ist  «,    der  Werth,  welchen  u  im  Punct   I   hat,  u,  s.  w. 
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Daher  hat  an  dem  Kegelschnitt  Aa"^  ■+■  Bß'^  ■+■  Cy^  =  0 
der  Funct  1  die  Polare  Aa^a  -i-  Bß^ß  +  Cy^y  =  0.  Der 
Punct  ßy  [ß  =  0.  y  =  0]  hat  die  Polare  a  =  0,  u.  s.  \v. 
Die  Geraden  a  =  0,  ,^  =  0,  y  =  0  bilden  harmonisches 
Tripel  an  dem  Kegelschnitt,  ihre  Schnitte  sind  drei  harmonische 
Punete   (4) . 

An  dem  Kegelschnitt  Aa'^  ■+-  Bß'^  -+-  Cy'^  +  Dö^  =  0  hat 
der  Punct  \  die  Polare  Aa^a  -h  Bß^ß  ■+■  Cy^y  +  Dd^Ö  =  0. 
Der  Punct  «/?(«  =  0,  /i  =  0)  hat  die  Polare  Cy^y  -h  Dö^ö 
==  0.  welche  den  Punct  yd  y  =  0,  d  =  0)  enthält,  so  dass 
aß  und  yö  mit  dem  Kegelschnitt  in  Harmonie  sind.  Der  Kegel- 
schnitt ist  mit  jedem  der  Paare  aß  und  yd.  ßy  und  aÖ .  ya 
und  ßö  in  Harmonie  (5.  IV). 
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1.  Wenn  man  den  Punct  I  zum  Anfang  der  mit  a-,  y 
parallelen  Coordinaten  §,  i^  des  Punctes  x  y  wählt  (§.  18,  so 
wird  u  durch  die  Substitution  r  =  x^-^^.  y  ■=  y^-^',  trans- 
formirt  in   (§.34,  12) 

a^2  4-  2hcT]  +  hrfi  ■\-  2p^^  +  2qi?j  +  », 

Unter  der  Bedingung  dass  die  Linie  ?/  =  0  keine  Parabel,  c' 
nicht  null  ist,  wird  dieser  Ausdruck  vereinfacht,  indem  man 
den  Punct  I  in  das  Centrum  der  Linie  «  =  0  legt.  Dann  ist 
p^  =  0,  9i  =  0,  c'r^  =  det?<,  und  für  die  Linie  u  =  0  l)leil>t 
die  Gleichung 

a|2  +  2hgrj  +  hrf  4-  detM  :  c'  =  0 

In  der  That  entspricht  dem  Punct  ^|jj  der  Linie  der  Gegenpunct 
-^[-r^,  U.S.W.  (§.33,  10). 

Die  Linie  ax"^  +  '^hxy  +  hy'^  +  C  =  0  hat  das  Centrum 
0|0  und  die  Asymptoten  (§.  34,  9) 

aa;2  +  2hxy  +  by^  =  0     d.  i.     (ax  +  hyY  +  c'iß  =  0 
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Die   Axen ,    welclic    die    Winkel    der  Asyinplolen    h;dl)ii-eii    und 
unbedingt  real  sind,  haben  die  Gleielninu   (§.  32,  -i) 

s'inxi/  =   1  ,         x"^  +         — xy  —  iß    =    i) 

Allen   C  entsprechen   alle  Linien   zweiter  Ordnung,    welche 
die  Asymptoten  (das  (^lentrnin.  die  Axen)  gemein  haben.     Wcnii 

die  Linie 

ax-  +  ■Ihxij  +  hij-  +  C  =  u 

nicht   real   ist,  sn  ist  die   Linie 

ax-  +  Ihxij  4-  hiß  —  C  =  0 

eine  Ellipse;    wenn   jene  eine   ll\  |)erbeL  so  ist   diese  die  coiiju- 
girte  Hyperbel  (§.  2:J,  8). 

3,     Wenn    man    sinav/  =   I    voraussetzt,    und    den    Punct 

X  y  durch  die  concentrischen  Coordinaten  o.',  y'  bestimmt,  bei 

welchen   zwei    der  Winkel  a;x'=  «,    xy'  =  ß .    x*'?/' =  ß —  « 

zur  Verlügung   slehn,    so    wird    ax-  + ''Ihxy  +  by-    durch    die; 
,    ...  j 

bubstitution 

x  =  x'cosu  +  y'coäß  y   =  a;'sina  +  y'sinß 

transl'ormirt  in  Ax'-  -\-  illx'y' -\-  Dy'-.      Die  Coefticienten 

A  =  a  cos-t<  +  2/*  cos«  siiia  +  b  sin 2« 

B   =   a  cos-ß  +  '2h  ro^ßs'inß  +  b  sin^/9 

H  '=  a  cos«  cos/9  +  /i(cosa  siii/i?  +  sin«  cos/?)  +  b  sin«  siii^? 

=  cos«  coS(?[a  +  /t(tanga  +  tang|9)  +  b  lang«  tangy?] 

ergeben 

{A  —  B)  :  siii(p* —  u)  ==  {a  —  b)  siii(«  +  ß)  —  Ih  ro^{u  +  ß) 
2H  =  (a  —  b)  C()s(a  +  ß)  +  2//  siii(«  +  ß)  +  (a  +  b)  cos{ß  —  u) 

und  haben  die  Eigenschaften    §.  IS.  3) 

A  +  B  —  211  ro^x'y'  =   (a  +  Z>)  ■i\\\-x'y' 
AB  —  //-   =   (ai  —  /(-')  siri-a'  _// 

wie  man  durch  Ausrechnung  direct  bestätigt   tindet. 

Baltzer,   auul.  Geum.  J5 
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3.  NN'enn  die  neuen  Coordinaten  gleichfalls  rechtwinkelig 
sind,  so  ist  i)  A  +  B  =  a  -\-  b,  und  die  Linie  ax"^  -{-  .  .  oder 
Ax'-  -H  .  .  hat  auf  den  Schenkeln  des  concentrischen  rechten 
Winkels  x'y'  die  Puncte   'real  oder  nicht) 

(y'  =   0,  Äx\,^  4-  C  =   0)     und     (./•'  =   0;   /??/'„-  +  C  =    0) 

dergestalt   dass 

1  1      _A+B_a  +  b_—  {a  +  h)c' 

d.  h.  die  Reciproken  normaler  Quadrat-Halbmesser  eines  Kegel- 
schnitts haben  eine  constante  Summe.    Plücker  Hntw.  2  (1831 
p.  84. 

4.  \\  enn  die  Geraden  x'[y  =  x  tang«)  und  y'{y  =  a^tang/3) 
conjugirte  Diameter  sind  (§.  34,  10),  so  ist  H=0,  Ax'--\-By'^ 
+  C  =  0.  und 

AB  =   {ah  —  /i2)  sin^a:'//'-         A  +  B  =   [a  +  h)  s.\n-x'y' 

sin  2a; 'j/'    1  1  1    a  +  h 

^ÄB   '    ~   c'  A  '*'  B   ^    '~c~ 

'  o    '  ■->    ■    n    '  >         (detw)2  ,  ,  .  det» 

X  „2?/  u-  s'iHa?  //    =    -~'3—  X  0-  +  y  >^^  =   —  (^'  +  ö)  — ' 

Bei  der  Ellipse  c'  ^  0)  sind  A  und  B^  sowie  die  con- 
jugirten  Quadrat -Halbmesser  eines  Zeichens:  die  beiden  Halb- 
messer bilden  mit  der  Chorde  ihrer  Endpuncte  ein  Dreieck  von 
constanter  Flache,  den  4ten  Theil  eines  der  Ellipse  einge- 
schriebenen Parallelogramms,  den  8ten  Theil  eines  der  Ellipse 
umgeschriebenen  Parallelogramms;  und  die  Quadrat-Halbmesser 
haben  eine  constante  Summe. 

Bei  der  Hyperbel  (c'  -<  0  sind  A  und  i?,  sowie  die  con- 
jugirten  Quadrat-Halbmesser  nicht  eines  Zeichens,  i\Xv  Ax' ^-¥-  By' - 
-I-  C  =  0  findet   man 

Weiui  £=  I,   so  hat  die  Gerade  .<•'  mit  der  Hyperbel  den  Punct 
yl/(a'  =  x'y  =  Oylf,  y' =  0;   gemein;    die  Gerade  y'  hat  iiiil 
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der  Ilyi)(M'l)el  einen  realen  l*nnel  nicht  gemein,  aber  mit  dei' 
eonjutiirlen  llyperljel  den  l'unel  l/x  =  0,  y'  =  y\\\-  '^i'' 
Gerade  x' =  x\^  ist  Tanjienlc  iWv  IKperhel  in  M.  nnd  seiniei- 
det   die  Asym])lolen 

X  tl  ./•'  II 

^     —   0,  /    +  —  " 


in  den  Pnneten  N  x  =  x'q,  y'  =,'/'(,)  nnd  iV'fj-' =  x',,, 
//'==  — //„),  so  dass  die  riaehen  der  Dreiecke  OMN.  0 N' N 
nnd  des  Parallelogramms  OMNL,  sowie  dieOitterenz  OM'^  —  MN- 
von  gegebener  Grösse  sind.  Die  Tangente  N'N  der  IIyperl)el 
schneidet  von  den  Asymptoten  derselben  ein  Dreieck  von  eon- 
slanter  Fläche  ab,  der  Contact  ist  die  Mitte  der  A''N. 

Wenn  eine  mit  der  Geraden  ;/'  parallele  Gerade  die  Hyperbel 
nnd  ihre  Asxmplolen  in  den  Pnneten  P.  /'nnd  Q.  Q' schnei- 
det, so  werden  die  Chorden  PP'  nnd  QQ'  beide  von  der  (ie- 
raden  x'  halbirl  .  weil  der  nnendliciiferne  Puncl  der  //'  nml 
seine  Polare  .i'  in  Harmonie  sind  sowohl  niil  der  Hyperbel  als 
auch  mit  deren  Asymptoten   (§.  ;ii,  10). 

Bei  der  Ellipse  giebt  es  ein  Paar  conjugirte  Halbmesser 
von  gleicher  Grösse  (.1  —  B  =  0,  u.  s.  \v).  Wenn  die  Ellipse 
ein  Kreis  ist  [b  ^=  a.  /<  =  0),  so  ist  cos  /j  —  a)  =0:  alle 
conjugirlen  Halbmesser  sind  normal  zu  einander  und  von  gleichei- 
Grösse.  Bei  der  Hyperbel  ist  .x'o'^  —  y'o"'  "^'o"  gegebener  Grösse, 
nnd  nur  null  l)ei  der  gleichseitigen  Hyperbel   [a  -\-  b  =  0). 

Diese  Salze  waren  den  griechischen  Mathematikern  bekannt: 
Apollonils  Con.  11,  3  ff.  Yll,  12  ff.  Die  Eigenschaften  der  con- 
jugirten  Halbmesser  einer  Ellipse  werden  auch  dadurch  erkannt, 
dass  man  die  Ellipse  als  Normalprojection  eines  Kreises  be- 
trachtet.   Vergl.z.  B.  Briot-Boiqlet  Leeons  de  geom.  analyt.  164. 

5.  Wenn  die  conjugirlen  Diameler  x',  y'  die  Axen  der 
Linie  2ter  Ordnung  sind,  so  ist  7/  =  0  und  1  ■+■  tanga  tang/i 
=  0,  und  zwar  unter  der  besondern  Voraussetzung  ß  —  a  =  ^n 

sin(ß  +  ß)   =   cos'i«;         (;(is(a  +  ß)   =   —  sin  2« 

—  ("  —  ^0  siii2ß  +  2/(  cos 2«   =   0,        (I.  i.      2h  cot2a   =   rt  —  h 

J5* 
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Nachdem  man  ZNvischen  — ^71  und  ^ Jt  den  Winkel  2«  und 
damit  die  positive  Richtunii  der  x'  l)estimmt  liat,  findet  man 
A  und  B  eindeutig  aus  dem  System 

A  +  B  ==   a  +  b  ,        A  —  B  =    {a  —  h)  cos 2a 

Man  kann  auch  aus  H  =  Q  die  Gknchung 

a  +  h  tanga    1 

h  +  b  tanga  tanga 

ableiten  und  ersetzen  durch  das  System 

a  +  h  tanga  =  v  \  a  —  v      h 

h  +  h  tanga  =  v  tanga  \  h  h  —  ?;  , 

Die  quadratische  Gleichung  für  v  hat  die  Wurzehi  yl,  B^  ^^eil 

A  +  B  =  a  +  h,        AB   =  ah  —  h'-  =  c 

Diesen  Wurzehi  entsprechen  a,  ß  durch  das  System 

a  +  h  tanga  =   A,        a  +  h  tang^  =  B 

6,  Wenn  bei  der  Hyperbel  x',  y'  auf  die  Asymptoten 
fallen,  mithin  [y  —  x  tanga)  [y  —  x  tang/?)  =  0  und  ax'^  +  ihxy 
-\-  hy'^  =  0  congruiren,  d.  h. 

tanga  +  tang«  =   — = —  tansjatang«  =  -^ 

so  ist  (2)^=0,  B  =  i},  H=^^~^cosx'y',    ^Hx'y'-^  C  =  0: 

das  Parallelogramm,  dessen  folgende  Seiten  die  im  Centrum  an- 
fangenden und  mit  den  Asymptoten  parallelen  Coordinateu  x',  y' 
eines  Punctes  der  Hyperbel  sind ,  hat  eine  gegebene  Fläche 
(§.23,  10  ff.). 

Z.B.  ia;2  — 5aj/-+-53/  — 1  =U  d.i.  {x—\){'6y  —  2.x  —  %—\ 
=  0  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel  mit  den  Asymptoten 
X  —  1  =0  und  5«/  —  'ix  —  2  =  0,  mit  dem  Centrum  1 1| 
und  dem  Punct  0||. 
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7.  Wenn  «  =  0  eine  Parabel  ist,  also  c' =  ab  —  /«^  =  0, 
iilxT  o  und  k  nicht   null,  so  wird 

u  =  -{ax  +  hy)-  +  2/"^/  +  25ra7  +  c 

(luicli  die  Subslilution   i2     transforniirt   in 

Ax'^  +  -lUx'y'  +  Bij"^  +  -iFy'  +  20  x'  +  c 

wobei 

Aa  =  {a  cos«  +  sin«)-         Ha  =  («  cos«  4-  h  üna){a  cnsß  +  h  sin/9) 

Ba  =   {a  cosß  +  li  sin ß)-  G  =  /"sin«  +  ^r  cosa 

F  =  fs'inß  +  g  cos/3 

Indem  man  «  durch  die  Gleichnng  a  -H  Älanga  =  0  bestimmt, 
erliält  man  ^  =  0,  H  =  0,  G  =  f'cosa  :  ä,  und  bei  belie- 
l)igem  ß  die  Gleichung  der  Parabel 

By'-^  +  2Fy'+  20  x'  +  c  =   0 

Diese  (ilcichung  wird  durch  die  Sulistitulion  x'  =  x^'-h  x", 
7/'  =  7/,'-H  y"  in 

By"2  +  2Gx"  =  0 

Iransformirt ,  indem  man  den  Goordinaten-Anfang  x^'\y^'  auf 
den  bestimmten  Punct  der  Parabel 

5yi'2  +  2Fyi'+  2Ga;/+  c  =   0,        By^' +  F  =  Q 

verlegt.  Wenn  insbesondere  /?  =  a  +  In,  sin/?  =  cos«, 
cos/?  =  — sin«,  so  ist  der  Anfang  der  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten  der  Scheitel  der  Parabel. 

8.  I.  Wenn  man  u  bei  beliebiger  c'  durch  die  Substitution 
(2)  transforniirt  in^a;'^  +  ^Hx'y'-\-  By''^  +  iFy'-h  iGx'-h  c\ 
und  x\  y'  mit  den  Axen  parallel  sind,  so  ist  (o)  H  =  0, 
u.  s.  w. 

Diese  Formel   wird   durch  die  Substitution  x'  =  Xi'+  x", 

y'  =  3/i'-*-  y"  in 

Ax"2  +  By"-^  +  2{Axi  +  G)x" 
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trunsforniirt ,    indem   man   den   Coordinuten- Anfang   x-,'  y,'  auf       j 
einen   l)eslimmten  Punct  der  »  =  0    (einen  Scheitel  dersell^en)        ' 

ÄXi'2  +  jB//i'-'  +  ■2Fi/i'+  •2Gxi'-+-  6-   =   0,         Byi'+  F  =  i) 

veiicgl.  Indeuj  man  B  —  A  =  Ba-  setzt,  und  den  Anfang  der 
Abseissen  auf  der  Axe  inn  eine  durch  £  l)estimmte  Strecke  ver- 
legt, findet  man  die  Gleichung  der  Linie ,.  welche  den  Anfang 
als  Brennpunet  der  Linie  zeigt  (§.23,  14),  .Jedem  Scheitel  ent- 
spricht ein  Brennpunet  mit  seiner  Directrix;  bei  einem  Scheitel 
der  kleinen  Axe  einer  Ellipse  ist  f-  negativ,  der  Brennpunet 
nicht  real. 

11.  Wenn  x.  y  rechtwinkelige  Coordinatcn  eines  Punctes 
sind,   und 

u   =  x'i  +  iß  —  i-'-{x  +  cY 

so  ist  u  =  t)  ein  Kegelschnitt  (§.  '23,  14),  dessen  Excentricitat 
£  ist,  und  von  welchem  F(0|0)  ein  Brennpunet  ist  mit  der 
Directrix  x  -\-  c  =  0.  Der  Kegelschnitt  hat  auf  der  Geraden 
y  r=  0  die  Axe  ihc  :  (1  —  £'^)  ,  also  den  andern  Brennpunet 
F'  mit  der  Abscisse  ia  =  ii-c  :  [\  —  £-).    Indem  man  (§.  34,  3) 

l)  =  X —  f'-^{x  +  c)  i   =  II  r  =  —  ('■^c{x  +  c) 

V   =  px^  4-  qili  +  r 

bildet,  findet  man  die  Polare  i?  =  0  des  Punctes  Xji»/,  und 
die  denselben  Punct  enthaltenden  Tangenten  u^a — v-  =  0  des 
Kegelschnittes. 

Die  Polare  des  Brennpunctes  F  ist  daher  x  -\-  c  =  0.  die 
Directrix.  Für  die  den  Brennpunet  enthaltenden  Tangenten 
des  Kegelschnittes  findet  man 

—    f2c2M   —    tW^{x   +  f)-'    =    0       d.    i.      X"^  +  y2    =    0 

also  die  Asymptoten  eines  Kreises,  dessen  Centrum  der  Brenn- 
punet ist.  In  der  Thal  haben  die  beiden  (iei'aden  x-  +  ?/"^  =  0 
mit  if  =  0  je  zwei  vereinte  Pnncte  J,  J'  gemein,  die  unend- 
lichfernen Puncte   der  Kreise.      Ersetzt   man  x  durch   2e — x, 
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SO  crhjilt  iiijin  als  IV)lare  des  andern  lir('nn[)iiiietes  /•''  dessen 
Direclrix 

2('  —  a;  +  c  =   0      d.  i.      c(l  +  t'^)  —  (1  —  e^)x  =   0 

und  als  die  den    Hi'cnnpuncl    F'  enihallenden  Taniienten 

(2e  —  37)2  4-2/2  =   0 

die  As\  iiiplolen  eines  Kreises,  dessen  (lenli-nin   /-''  isl. 

Von  den  nieiil  realen  Tangenten  des  KegelselinitUis  FJ, 
FJ\   F'J,  F'J'  haben   F.]  und  /',/'  den   Pnnel    G 

(x  +  ii/  =   0,   2e  —  X  +  iy  =  o)     d.  i.     e    ie 

iieniein,  wiihrend  FJ'  iintl  /',/  den  eoujugirlen  l'nnel  G'  e  — ie) 
gemein  haben.  Die  (ieraden  FF'  und  GG'  sind  normal  zu  ein- 
ander, die  Strecken  eoncentriseh.  Die  nicht  realen  Brennpuncte 
G.  G'  des  Kegelschnittes  sind  von  Po.xcelkt  propr.  proj.  470 
entdeckt  worden.  Nach  Plickkr  Entw.  1831,  U  §.  I,  Crelle 
.1.  10  p.  8i  isl  ein  Brennpnnct  einer  Linie  ein  Pnnct  (Um*  Art. 
dass  die  Asymptoten  eines  Ki'eises,  dessen  Onlrnni  der  PuncI 
isl,  Tangenten  der  Linie  sind. 

Kegelschnitte,  welche  einen  Brennpuncl  gemein  haben,  haben 
die  denselben  enthaltenden  Tangenten  der  Kegelschnitte  gemein. 
Kegelschnitte  mit  gemeinschaftlichen  Brennpuncten  (confocal 
§.  24,  3)  haben  die  die  Brenn|)uncte  enthaltenden  Tangenten 
gemein. 

lll.  Die  Pohire  des  Punctes  — cjj/j  der  Directrix  ist 
—  ex -\- yy^  =  0:  sie  enthalt  den  Brennpuncl  und  ist  normal 
zu  dem  im  Brennpunct  anfangenden  Vector  des  Punctes  (§.  17,  1). 
Daher  bilden  die  Schenkel  jedes  rechten  Winkels,  dessen  Scheitel 
der  Bremipunct  ist,  mit  der  Directrix  ein  harmonisches  Tripel 
an  dem  Kegelschnitt  :  die  Schenkel  des  rechten  W'inkels  sind 
in  Harmonie  niil  den  den  Brennpuncl  enihallenden  Tangenten 
des  Kegelschnittes  t;.  34,  4  und  Ol,  d.  h.  mit  den  Aswuploten 
eines  Kreises,  dessen  Cenlrum  der  Brennpunct  ist   (§.  32,  5). 
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In  der  ThaU  wenn  man  die  rechhvinkeligen  coordinirlen  Ge- 
raden um  den  Winkel  a  drehl   (2),  also  durch  die  Sul)stitution 

X  =  k  cosa  —  l  sin«,       y  =  k  sin«  +  l  cos«,       x  +  c  =   lu 

u  in  k-  -{-  l-  —  6-m-  transt'ovmirt.  so  liilden  die  Geraden  k  =  0, 
/  =  0  .  m  =  0  ein  liiirmonisciies  Tripel  an  dem  Kegelschnitt 
u  =  0   (§.  ;U,  18;. 


0.     Bei  der  Ellipse 


y 


b-^        ' 


hat  der  Punct    1    die  Polare   (^.  34,  4] 


xix        y\y 
a2    "^    &2 


1  =  0 


\\el('iie  die  Elli[)se  in  I  berührt,  wenn  dieser  PuncI  auf  der 
Ellipse  liciit.  Wenn  durch  xs ^  xn,  xr ,  xr'  die  Winkel  be- 
zeichnet werden,  welche  mit  der  Geraden  x  die  Tantientc  und 
die  .Normale  an  1,  und  die  in  den  Brennpuncten  ea  0,  — ea  0 
anfangenden  Vectoren  des    I    bilden,   so  ist    (sina-?/  =  1) 

—  b'^x,  ,  Vi 

tant.';r.s-  =  — s tunaxr  = 


a^yi  ''  xi  —  (a 

liin-rs   =   \»x\ii(xs  ^  xr)   =    tangr  s   := 

inuiirs  =   tnni-'.sr' 

Daher  \\ei-den  die  W  inkel  rr'  der  l)eiden  \ectoren  von  der  Tan- 
gente und  der  Normale  halbirl  (§.  22,  7),  Ferner  ist  tangx7i 
=  —  cota?s,   also  auf  der  Normale 

if  —  yi   ^  «-yi 

X  —  Xi  b'^Xi 

Die  Tangente  und  die  Normale  schneiden  die  Axe  y  =  0  in  S 
und  iV  so  dass 

Xy.OS  =  a-i  ON  =  t^xi  OS  .  OiY  =    a^  —  b^ 
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(1.  li.  §.  .")  .illc  P;i;ii-c  .S'  iiiul  -V  sind  in  Involuüon,  das  Cenlniin 
O  |)il(l('(  mit  dem  iinendlicldcnicn  l'uncl  der  Axe  ein  Paar,  die 
Hiennpniicle  sind  lanlolou.  Khenso  auf  der  Axe  a?  =  0,  aber 
die   hrcnnpunelc  sind  \\W\\[  real.     Cii.vsi.ks  Apercu  note  31. 


10.  Wenn  die  Halbmesser  OA  und  OB.  OP^  und  OP., 
conjnizirl  sind,  so  ist  Ol^  niil  der  in  /',  i^ezogenen  Tanuenle 
parallel, 

2/2 


(I.  li. 


X2  a-iji 

Dieser    Forderunu     iienüüt     das 


fi^       o.lor      ^'^^   +  ^^^    =    0 


System 


Xi 

a 


2/1 


y,    Xi 

b  a 


lit  dev  Bedinaunu 


a'-  &2  ff-'  b^ 


I.     Daher  hat  man 


bi 


OP,^  =  x,^  +  y^  =   "-y^  +  ^•'  =  a'  -  .2^,2 

0Pi2   +   0P.2    =    rt-2   +   i-i       (4) 

—  OP,i  +  0P.2  =  t2(a2  _  2a;i2) 


II.    Ferner  hat   man.  wenn  OQ, ,    Qj /'i  die  Coordinaten  des 
Py   sind. 

^!2/i  +  '^'22/2   =   0;         0()iPi  +  OQ.,P.,   =   0 

62.T,a;2  +  02^,^2  "=   0,         toiijz.lOPi.  taiig^lOP,   =   —b-:  a- 

oy,  +  bx->   =  0;       O.IP,  +  OQ-iB  =  0,       O.IP,  =  OBQ2  =  0  B  P^ 

bx^  =   ay-y,         OP^B  =   OAP, 

^iVi  —  Xoyi  =   «^("^f  +  ^y)   =  ab,   ■     0 P^P-,  =  OAB    (4) 
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also  auch  durch  Addition  OAP^P.,  =  OABP.^  ,  vuid  durcli  Sul)- 
traction 

APiP^  =  ABP., 

so  dass  AP^   und  BP^    parallel  sind.     J^^ller  introd.  11,  117. 
Dabei  ist 

2  ab  -lab 


OP{i  +  OP^^  —i^OP^  —  OP-^Y  a^  +  b-i  -  {OPi  —  0P2y^ 

ein  Minimum,  wenn  OP,  =  OP^-  ^^^^^^ 

{OPi  —  OP^)-^  =   a^  +  fc2  _  20P,  .  OP.  <  [a  -  b)'^ 

lll.  Die  Tangente  des  Pj  hat  die  Richtung  i,  ihre  Normale 
die  Richtung  n,  so  dass  s?/  +  yn  =  -^/r,  cos yn  =  sin*?/  (ü). 
Wenn  nun  O^,  OP  von  der  Normale  des  Pj  in  N,  M  ge- 
schnitten werden,  und  das  Centrum  O  von  der  Tangente  die 
Distanz  TO  hat,  so  ist 

OAPi  =  OBP2,         a.NPiCosijn  =  b.üP-^sinys 

a  .  P^N  ^   b  .OP2 
OP,B  =   OAP., .         b  .  MPi  co>ixn  =   «  .  OPosin^cs 

b  .  P^M  =  a  .OP, 

folglich  P^N  .  P^M  =  OP.^^,  und 

ÖP,P^   =   O^P,         TO.OP,   =  ab 
TO  .  PiN  =  b-^,         TO  .  P,3/  =  «^ 

Bestinnut  man  noch  P,  R  auf  Pi\'  durch  rechte  Winkel  so, 
dass  OP^'-  =  ro  .  PJj  und  OP.^'^  =  TO  .  P^R,  so  ist 

OPi^  +  OP.,^  =  «^  +  ö^        P,P  +  P,L  =  P,i^  +  P,M 

also  i\^P  =  Li/,  RL  und  J/^iV  concentrisch. 

Wenn  dem  Kegelschnitt  das  Dreieck  ABC  umgeschrieben 
ist,  und  wenn  die  Halbmesser  «,  /j,  y  mit  den  Seiten  AB^  BCj 
CA  parallel  sind,  so  ist 
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■2ABC  =   2AB0  +  2BC0  +  2CA0 

^/AB        BC        CA\ 
=  abl      -    +      -     +  —  ) 

wie  IManiin.  §.  *.>.  i.     Vergl.  (Jhl-Nkkt  Arohi\    30   p.  i5. 

IV.  Kill"  den  Winkel  m  der  Normale  mit  dem  von  dem 
liirimpuncl  F  anfangenden  Veetor  FP^  iiat   man   (9) 

taiigr/t   =   cotsr  =   —  fo//,  :  h- .         i'-a'   =   a-  —  h'^ 
cos^rn  «2  1)2  f,i 

cos-r/j  «2  fei 

OI\.L-oarn   =  OF,si[\sr   =   6 

wenn   OP^   nnd  sinir  eines  Zeiehens  sind.     Salmon  Con.  192. 
Daher  ist   flll) 

PxN coarn  =   —0F>  cos rn   =  — 
a       ~  a 

Ferner  ist    ^'.  2'i.  i   und    18) 

FF^  .  F'Fi  =  {a  +  f.c,)(a  —  ex^)   =   0 P^- 

Und    Nveiui    die    Brennpunete    von    der    Tangente    des    J\    die 
Distanzen  KF.   K'F'  haben,  so  ist 

KF  =  F^F  co^ rn  =    «>  J^  K'F'  =   b^^ 

KF  .K'F'  =  h^    (.^.22;  9) 

11,  Wenn  die  Tangeute  des  Pnnetes  I  mit  den  Seheitel- 
langenleu  die  Puncte  ^1/,  M'  gemein  hat.  so  enthält  der  Kreis 
von  dem  Diameter  MM'  die  Brennpunete.  Apolloxiis  Con.  III.  45. 
Die  Tangente  (9)  schneidet  zunächst  die  beiden  Geraden  x  ^=  a. 
a;  =  — a  in  M.   M'  so  dass 
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fc2 


1  ^-Cll 
a 

AM.  A'M'.t/i2 


A'M'.ji^ 


bi 


=   1 


=   1 


y.^ 


AM.A'M'  =   62 


Afoli.oxiur  Con.  III,  42.  Die 
Tangente  schneidet  ferner  die 
Axe  X  =  0  in  N.  so  dass 


y.  .  ON 


=   1 


NM  = 


OA 


Daher  ist  für  den  Kreis  MM' 
mit  dem  Centrnm  iY 

.r2  +  (y  _  ONy^ 

=   «2(1  +  tang2a;s) 

lind  anf  der  (Icraden  y  =  0 


OF^  =  a^  —  ON^  +  a2  tans2a.-s 


b^ 


b^Xi' 


yr         a^y\' 


b^ 

in' 


{^-%) 


unabhängig  von  dem  Contacl  1.  Für  die  Hyperbel  [h"^  <C  0) 
findet  man  diesellten  Eigenschaften.  Umgekehrt  schliessl  man: 
Hin  die  Brenn])uncle  enthaltender  Kreis  bestimmt  auf  den 
Scheiteltangenten  ein  Rectangel,  dessen  Diagonalen  den  Kegel- 
schnitt berühren. 

Bei  der  Parabel  ist  eine  Scheiteltangente  die  unendlichferne 
(Jerade,  und  der  Kreis  MM',  welcher  den  Brennpuncl  enthält, 
gerad  und  normal  zu  MM'.     Vergl.  §.  22.  8. 


1'3.  I.  Wenn  die  von  A{p^  q)  anfangende  Strecke  ylP  die 
rechtwinkeligen  Goordinaten  x  —  p  =  rcos.^,  y  —  q  =  rsin^ 
hat,  und  wenn  P  auf  dem  Kegelschnitt  ?<  =  0  liegt,  so  erhält 
man  durch  die  Substitution 
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X  ^  r  cohO-  +  1^ ,        .'/  =   '*  ^ii' !}  +  q 

(.lio  Gleichung  ?/3r'--»- 2/ir -h  u  (p,  q)  =  {)  zur  Berechnung  von  r. 
Auf  der  durch  den  Punct  p\q  und  den  Winkel  !/  bestimnilen 
Geraden  liegen  zwei  Puncte  Pj  ,  P^  des  Kegelschnilles,  enl- 
sprecheiid  den  beiden  \\  iii/.eln  AI\,  AP.,  der  (ilcicliiiiig  l'ili-  /•. 
Unter  der  Bedingung,   dass  der  Goefhcient 

tu  =   a  COS-&  +  6  sin-^  +  'Ih  cos&  siii^ 

nicht   ntdi   ist.   siiul  die  beiden  Wurzebi  endlich,  so  dass 

ÄI\  .  AP2    =    h(j),  q)  :   m 

Wenn  u  =  0  ein  Kreis  ist  [a  =  b,  A  =  0,  m  =  a) ,  so  ist 
die  durch  a  dividirte  Inuiclion  u[pjq\  des  Punctes  ^  die  soge- 
nannte Potenz  des  Kreises  u  =  0  in  dem  Punct  Ä  (§.  21,  5  . 

IL  J^l)enso  erhält  man,  wenn  d'io  \on  B(p"\q']  anfangende 
Gerade  BQ,  welche  mit  x  den  Winkel  ^'  bildet,  auf  u=  i) 
die  Puncle  Q,,  ,  Q,  hat,  und  m'  =  «cos^«!/'-!-  6sin-i^' 
+  2A  cosiü'siui^'  nicht  null  ist. 

Daher  wird  t<  =  0  von  den  parallelen  Geraden  AF,  B(J, 
(m'  =  7>i)   so  geschnitten,   dass 

AP,  .  AP.,  :  BQ,  .  BQ.>  =   u{p,  q)  :  u{p',  q) 

Wenn  insbesondere  B  das  Centrum  des  Kegelschnitts  ist. 
Q^B  =  BQ2  1  wenn  F^  .  P.2  auf  F  fallen,  so  dass  AF  eine 
Tangente  ist,  und  wenn  mit  den  Tangenten  AF,  AF'  die  Halb- 
messer BQj  B<X'  parallel  sind,  so  ist 

APi  :  BQ^  =  ylP'2  :  BQ'^ 

Wenn  z.  B.  mit  den  Seilen  AB.,  BC,  CD,  DA  des  dem 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Vierecks  AB  CD  die  Halbmesser 
^1  ß)  )'•:  ^  piu'allel  sind,  so  findet  man 

BC        DA  AB        CD 

ß  6  a  y 

wie  Planim.  §.  4.  ü.     Vergl.  Grlnert  Archi\   30  p.  113. 
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III.     Die  Strecke  AP  und  der  p;ir;illele  llall)niesser  BQ  des 
Kegelschnitts 


«2    ^    62 


verlirtllen  sich  wie  ihre  Coordinaten : 

A  P  :  BQ   =   X  —  p  :  x'  =  y  —  ,j  :  ,/'  ^  ). 
Daher  ist 


AJ^ 
BQ-"- 


=  -{^  -  Pi  -  a^/y-  c-i-'T 


Auf  der  Tansente  ^P  ist      ,    •    •' 


b-i 


xp  ^  m  ^^ 

a'^  h' 


lieh  wie  oben   (II) 


AJ^ 
BQ-'- 


fola- 


13.     Wenn   die    parallelen   Chorden    U,  Q2  -    »^i -^^    "'^'   ^'*^'^ 
parallelen  Chorden  P^P.,.  R^R^  die  Puncte  A.  B  gemein  haben, 

so  ist    (12) 

AFy  .  AP.y  =   it{p,  q)  :  m  BP,  .  BRn,   =   »(//;  q')  :  »» 

AQi  .  AQ2  =   ««(^J,  q)  :  m'  BS^  .  B S2    =    ^i{p'-,q')  '•  »"' 


l'olülieh 


-ß!~^ 


AQ^  .AQ.,    _  BS^.BSo    _ 

AP,.  AP.    ~  BB^  7 BP.   ~~   '"  '■  '" 


Apollomis    Con.   III,    16  fl".      Wenn 
^z      insbesondere  R^R-i    und    S^S.^    Dia- 
nieter sind,  welche  das  Cenlruni  B 
gemein  haben,  so  ist 

AQy^Q^   _    i^SV 
APy.APo  BRi^ 


Und  wenn  z.  B,  diese  Dianieter  gleich  sind,  so  liegen  die  Pniictc 
P, ,  P2.   Q, ,   Q-i   auf  einem  Kreis. 

Wenn     P,  P^     d^''    üianieter    der    parallelen    Chorden    ist 
(§.  34,  11;,  welcher  sie  in  A,  B  halhirl,  so  erhält  man 
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AP^.AP.  BP^^BP^ 

positiv  bei  der  lly])erl)('l.  weil  1\P.^  von  den  piii'jillelcii  (lliorden 

aussen  getheill  wird,    negativ   l)ei    der  Ellipse.     Verel.  §.  22.  3. 

Bei    dei-    Parabel     ist     AI\  :   BP.,    =    I.     weil    /-*.,     iiiiendlicli- 

tern,  also 

^g,2   _  BSj^ 

AP'i  BPy 

l'eberhau])!  werden  die  parallelen  Chorden  Q, ''^2 ,  ^^^-t 
von  der  Chorde  P^P^  in  A.  B,  wenn  P.^  unendlichfern,  AP.^  :  BP^ 
=   I.  so  liesehnitten,   dass 

AQ.^Qj,   _   BS^^B^2 
AP^         ~   ^    ^P, 

Und  wenn  auch  P,  unendlichfern.  so  werden  die  parallelen 
Chorden  Q,,  Qj  ?  '^1*^2  ^^^'  Hyperbel  von  einer  Asymptote  der- 
selben in  A,  B  so  geschnitten  dass 

AQ^  .AQi   =  BS^  .BS2 

Denselben  Werth  hat  die  parallele  Quadrat-Tangente  zwischen 
dem  Conlact  und  der  Asymptote,  oder  der  parallele  Qnadrat- 
Ilalbmesser  der  conjugirten  Hyperbel   (i  . 

14r.  Das  Product  der  Verhältnisse,  nach  welchen  die  Seiten 
eines  Polygons  von  dem  Kegelschnitt  u  =  Q  getheilt  werden, 
ist  I.  Carnot  Geom.  de  pos.  235.  378.  Trausvers.  9.  Vergl. 
PoNCELET  Propr.  pi'oj.  3i.    Trigon.  §.  7,7. 

Werden  die  Seiten  AB,  BC,  ..  von  u  =  0  in  P, ,  P.^, 
U, ,  a2,  .  .  getheilt,  so  ist   (12 

A  Pi  .  AP.  -.BP,.  BPj,   =   >i{A)  :  u{B) 
BQ^  .  BQ.,   :  CQ^  .  CQ-,   =   u{B)  :   11  (C) 

u.  s.  w.,   folglich 

APy  .  A P2  BQ^  .BQ2    CRi  .  CE2   _ 
BT\7BP2    CQi  .  CQ2  ABl  ■  AR2  ~ 

bei  realen  oder  nicht  realen,  gelrennten  oder  vereinten  Schnitt- 


2'iO  ^'^P-  ^'^-     r>i'"   I^iiiiPii   2tci'  (Ordnung. 

puuclen.  Wenn  u  =  l)  ein  Ki'ei.s  isl .  so  l'olgl  die  Gleieliunii 
aus  vlPj  .  ^^2  ^=^  ^-^1  •  ^J^n  w.  s.  \v.  Für  jede  Centralpro- 
jection  der  Figur  gilt  dieselbe  Gleichung  t§.  13,  10). 

Auf  Grund  der  Gleichung  enthüll  der  Kegelschnitt  der  .'j 
Puncte  Pj,   I\,  Qi,    Q.^,  P,    den  Glen  Puncl  B.,. 

Wenn  dem  Dreieck  ABC  der  Kegelschnitt  eingesehrieben 
isl  mit  den  Conlacten  B,   Q,  i?,  so  ist 

AP^  BQ^  CB^   _ 
BPi   CQ2   AB2   ~ 

THid  zwar 

AP  BQ  CR 

BP  CQ  AP  ~ 

SO  dass  die  Geraden  CB,  AQ,  BR  einen  Pnncl  geniein  ha])en 
(§.13,  10',.     Ware 

AP  BQ  CR  _ 

BP  CQ  AR  ~~ 

so  lägen  die  Puncle  P,  Q,  B  des  Kegelsrhnills  au!  einer  Ge- 
raden. 

15.  I.  Wenn  der  Puncl  x  in  Bezug  auf  die  coordinirlen 
(ieraden  a-,  =  0.  x.,  =:  0.  a-^  =  0  die  homogenen  (Irilineareu) 
Coordinalen  a-,  ,  a-^  ,  x.^  hat,  und  wenn  unter  Einführung  der 
Puncte  «,  ß,  y,   die  nicht  anf  einer  (ieraden  liegen, 

X-  =  a-k-  +  i'ffJ  +  y^ui,        i   =    1,  2,  3 

gesetzt  wird,  so  sind  Ä:,  /,  m  von  einander  unabhängige  lineare 
Formen  der  a-^ ,  x.^^  a-g,  mithin  homogene  Coordinalen  des  Puncles 
X  in  Bezug  auf  die  coordinirlen  Geraden  /;  =  0  ,  /  =  0 ,  //i  =  0. 
Die  Ecken  des  neuen  Fundamentaldreiecks  sind  die  Puncle 
«,  /y,  y^  denn  bei  (Z  =  0.  ?;;  =  0)  ist  a-j  :  x^  '■  x.^  =  «j  :  u^  '.  «3, 
u.  s.  Nv.  Diese  Veränderung  der  homogenen  Coordinalen  war 
in  MöBius  baryc.  Calc.  35  vorgezeichnet. 

Ebenso  wii'd  verfahren,  wenn  niclil  Puncle,  son^lern  Ge- 
rade die  durch  die  homogenen  Coordinalen  l)eslinnnlen  I^h'- 
menle  sind. 
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II.  I)iii-cli  die  angegebene  SnhslilnUon  wird  die  ([uadra- 
lisclie  l-Onii  u  der  a?j  ,  a^j ,  ar.^  Iransforniirt  in  eine  Form  der 
kj  l.  m.     Nach  den  Bezeichnungen  §.  34.  18  ist 

^x    ^   ^'^\  ■*■  ^^2  "•■  f^3    ^   '^«^  "^  ^/?^  "*"  '^y'" 

r     =  (IX,  +  fx ^  +  cx^   ^  r  k  +  rJ  +  r  m 
X  •'    \        '    t  3  n  ß  y 

=   ij    II  +  o    u.  +  r   w, 

X1J 


=  «  X,  +  (I  X,  +  r  X,,  =   u 

J-y     \        ^y     1  y    i  ijx 

II       "=  P   «.  +  7   «.,  +  r  Ci„    =   K      k  +  u..   l  +  u      m 
x((  ■'■  X    I        -'.r    1  X    i  tttt  ßu  y« 

"xß   =  ^^•'^l  +  'hA  +  ""x^    =    "aß^  +  'V/  ■*"  'V/S'" 

«^y  =  2i,y,  +  'i,.y.,  +  'V/g  =  "„y^  +  »^j/  +  n^,ym 

und  daher 

tf   ^  p  X,  +  q  X,  +  r  X,.   =   u     k  +  ti  gl  +  u     m 

■'■  X    1        ^.T    i  X    i  xa  xß  xy 

=   u      k'  +  Uaol'  +  "      "''  +  in 3   hn  +  '2h      km  +  2i(    „i7 
uu  ßß  yy  ßy  ay  aß 

Wenn   iioy,   u^y,    u^o  null,    d.  h.    die   Puncte  a,  ,j,  y  mit 
ti  =  0  in  Harmonie  sind   (§.  34,  4),  so  ist 

2  2  2 

U  U      '  U 

-  9           ,•>               2         ■'"«  ■'"p  ^y 

«  =  ti     k-  +  tigj-  +  u     nr  =   +  -^^—   +   — i— 

aa  ßß  yy 

An  dem  Kegelschnitt  ?<  =  0  hat  der  Puncl  «  die  Polare  i«^^  =  0 
und  die  beiden  Tangenten  u^^u^^  —  u^^'-  =  0.  Die  quadra- 
tische Form  Uaa^xx  —  ^xa^  ^^^  ^i ;  ^2  ?  ^3  ^^^  durch  weniger 
als  3  Quadrate  ausdrückbar  (§.  34,  2). 

Wenn  a^^.  uao.  u       null  sind,  so  liegen  die  Puncte  a,  /?,  y 
auf  dem  Kegelschnitt  ti  =  0,  u.  s.  w. 

16.     Wenn  u  =  «/??;  +  bkm  +  cW,    und    ^-j    l,   m   lineare 
Formen  der  x^ ,  x.j,  x.^,    ferner   a.  b,  c  Constanten   sind,  so  ist 

a         b  c 

u  =  0      d.  i.      -^  +   --   +   —   =   0 
k  l         m 

Baltzer,  anal.  Geom.  16 
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ein  Kegelschnitt  der  3  Punete 

(/   =   0,    m   =   (I),       {m   =   0,    f:   =    0),       {k   =    (),?   =   (}) 

Die  Gerade  hm  -^  d  ^^  0  ist  eine  Tangente  des  Kegelsehnitles 
mit  dem  Contact  (7  =  0,  ??«  =:  0).  denn  sie  hat  mit  ihm  die 
Punete 

hm  +  cl   =   0;       Im  =  0 

gemein.     Die  3  Tangenten 

l         m         „  7)1         k         „  l;        -l 

^H =    0,  -H =   0,  -   +   -    =    0 

0  c  c         a  ab 

schneiden  der  Reihe  nach  die  Geraden  k  =  U,  /  ^  0,  m.  =  0 
in  3  Puncten  der  Geraden 

k  l  m 

+    ,+-    =    () 
a         0  c 

Die  Gerade  des  Punctes   (/  =  0.    m  =  0) 

l        m 
h  c 

enthält  den  Schnitt   der  beiden  Tangenten 

m         k  k         l 

1 =  0.        -  +    ,    =  0 

c  n  ab 


l         »I 
b-^   c 
mit  dem   Paar  /  =  0.   m  =  0   in   Harmonie  ist.     Die  3  Geraden 


und    l»ii(h'l    mit    lU'r  Tangente  ^  -\-       =0    ein    Paar,    welches    3 
'  b         c 


l         m  m         k  k  l 

b  c  c         a  a         0 

haben  einen  Punct  gemein  [k  :  l  :  ra  =  a  :  b  :  c).  Möbus 
baryc.  Calc.  §.  260.  Bobii.i.iek  Gerg.  Ann.  1828  t.  18  p.  320. 
Salmox  Con.  293. 

Wenn    die    Punete   ^'i  /,   m^   und    Ä"2|/.2i"*->    «'uf  dem    Kegel- 
schnitt liegen,   d.  h. 

a  b  c  ab  c 

a;i  l^  w,  «2         /■>         m-2 


§.  35.      \'oraiuloruiiu  iler  Coordinalen. 
II  11(1  der  1*11  HCl  h\t\m  auf  dei'  (Hiorde  12.  so  ist 
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k      l      m 

ky       l>        »I-, 


=     0 


Dui'cli   Coinpositioii   i\i'\'  (loldiiiicii   mit 

a  :  /.•,  i%  b  :  IJ2  c  '■  '" 

liiidot   iiuin   l'iir  dii'  Cliorde   12 

ak  hl  cm 

T—r  +  Vi    + =   " 

kl  k-i        li  U        m\  1)1-2 

lind   Cur  die  Tiiiiizoiik'   iiiil   dem   Coiilael    I 
ak         hl         cm 


k{^        l{^        m{' 


=    0 


Die  Bediiigimsj:,  unter  ^^ek•her  die  Puncto  1,  2  in  Harmonie 
sind  mit  dem  Keizelsehnitt ,  erhält  man  nach  der  Substitution 
(§.  :J4,  I  (T.) 

k  =   A.-|  +  tki  l   =   li  +  fl->  m   =   »ii  +  f  »/^ 

indem  man  den  Coeflicienten   von  t  null  setzt: 

{bmi  +  cli)k2  +  {cki  +  «»?,  )/2  +  {»h  +  iZ-,  );»2   =   " 
Vergl.  Hekmes  Progr.  des  Cöln.  Realgymn.  Berlin  1860  p.  II. 

Wenn  u  =  a'-l:  +  b'-i-  -4-  c-?«^  —  ibchn  —  icamk  —  'iabkl, 
die  Norm  der  irrationalen  Function  y  ak  +   yll  ■+■  'y'ciiij  so  ist 

u  =  0      (1.  i.      '\/'ak  +  y^hl  +  Y cm   =   0 

ein  Kegelschnitt  der  3  Tangenten  l-  =  0,  Z  ^=  0,  m  =  0.  Die 
Gerade  Ä;  =  0  ist  eine  Tangente  des  Kegelschnittes,  mit  dem 
sie  die  vereinten  Puncle  \k  =  0,  'hl  —  cm)"-  =  0^  gemein  hat. 
U.  s.  w.    Vergl.  S.vlmon  a.  a.  0. 

17.     Für  die  gemeinschaftlichen  Puncto   des  Kegelschnittes 


y    +     y     + 

k         i  m 


Iß' 
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und  der  Geraden  fk  -\-  gl  -\-  hm  =  0  findet  ni;in  durch  Elimi- 
nation von  k  aus  dem  System 

h         c  a  ,       , 

1  -^  m^   -k  ^^  +  ^""   =     ^f^ 

die  (juadratische  Gleichung 

cgV^  +  hhm'^  +  {hg  +  ch  —  af)lm  =   0 

Den  beiden  /  :  m  entsprechen  je  ein  A-  :  in.  Wenn  die  beiden 
Schnittpuncte  zusammenfallen,  so  ist  die  Gerade  eine  Tangente 
des  Kegelschnittes,  mithin  unter  der  Bedingung 

{bg  +  ch  —  af)^  —  ibcgh  =   0,       d.  i.       "/«/"  +  Y^ff  +  Y^^''   =  0 

und  der  Kegelschnitt 

(•/"^   +    Y^Y     +     i     +     f      _     y 

fk  l         m 

eehl  durch  die  3  Schnittpuncte  der  Fundamentallinien  und  l)e- 
rilhrl  die  Gerade  f\g\h.  Durch  einen  gegebenen  Punct  k^\l^\m^ 
ist  dieser  Kegelschnitt  2deutig  bestinuut;  eindeutig  wenn  die 
Gleichung 

,  / 1  g  \         2 Y'bcgh  /  1  Jt  \ 

\h       Ai/  Ai  Vwi       fkj 

l'ür  b  :  c  gleiche  Wurzeln  hat,  d.  h.  in  dem  Fall  dass 

\h         fTcJKm,   ^  fkj        r^k,"' 
d.  i.     /"Ä;!  4-  gl\  +  lim^  =  0 

der  gegebene  Punct  auf  der  Tangente  liegt. 

Wenn  der  Kegelschnitt  der  Fundamentalpuncte  die  beiden 
Geraden /l^jÄ  und/'|^'j/i'  berührt,  so  ist 

Y~äf  +  Y^9  +  "/^^    =  0 
Y^'  +  Y^9' "^  "/c//  =  0 
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lolglieh 

/a  :  -/fe  :  /c  =   Vgh'-  Yg'li  :  ihf-  i'Vf  :  i'W -  Vf'o 

a  :  b  :  c 

und  clor  gesuclile  Kegelschnitt 

HV'j- Vir  ■■'■""' 

4 deutig,  denn  von  den  3  Quadratwurzeln  ist  eine  eindeutig. 


§.  36.    Pimcte  und  Tangenten  eines  Kegelschnittes. 

1.  Wenn  die  ganze  Function  u  des  Punctes  xl?/  vi  Glieder 
mit  unbestimmten  Coefficienten  hat ,  so  wird  die  Forderung, 
(lass  die  Linie  u  =  0  einen  gegebenen  Punct  enthält,  durch 
eine  die  Goefficienlen  verbindende  lineare  Gleichung  ausge- 
drückt. Das  System  von  m  —  I  solchen  Gleichungen  bestimmt 
eindeutig  die  Proportion  der  Coefficienten,  ausser  in  dem  Fall 
dass  die  Gleichungen  nicht  unabhängig  von  einander  sind. 
Zur  Bestimmung  der  Linie  li  =  0  sind  daher  m  —  I 
Puncte  der  Linie  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt 
hinreichend.  Unter  ?«  Puncten  der  Linie  besteht  eine  durch 
die  resultirende  Gleichung  angezeigte  Relation.  Wenn  nur 
m  —  2  Puncte,  welche  die  Linie  enthalten  soll,  gegeben  sind, 
so  ist  die  Linie  Ifach  unbestimmt:  es  giebt  eine  Serie  Linien 
w  =  0,  welche  die  gegebenen  Puncte  enthalten.    U.  s.  w\ 

Indem  man  unter  u  dieselbe  Function  (der  Coordinaten) 
einer  Geraden  versteht,  findet  man  die  entsprechende  Relation 
unter  m  Tangenten  der  Enveloppe  u  =^  0. 
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Z.  B.  V  =  ax-  4-  by'-  -H  c  -4-  Ify  -+-  '^gx  +  Ihxy.  Wenn 
die  Linie  u  =  0  die  Puncte  1  ,  2 ,  3 ,  4 ,  5  enthält ,  so  ist 
aa-,  -  -h  6(/j  -  -t-  .  .  =  0,  u.  s.  w.  Daher  ist  die  Determinante 
6ten  Grades 


n  = 


x'^       iß        \       y       X       x\i 
a;,2      i/i2      1       y^      37,      a;,«/, 

3^5^         y-:,"^         l  2/5         «^5         ■^5»/5 


null,  und  7?  =  0  der  Kegelschnitt  der  gegebenen  5  Puncte. 
Die  Gleichung  giebt  eine  Relation  unter  6  Puncten  eines  Kegel- 
schnitts, lieber  die  Construclion  des  Kegelschnitts  der  5  Puncte 
vergl.  die  Schlussbenierkung  §.  22 ,  über  die  Art  des  Kegel- 
schnitts MöBiis  baryc.  Calc.  §.  25ö.  Hinyady  Borchardt  .J.  89 
p.  70. 

Die  Coefücienten  der  Gleichung  für  a-,  y  sind  auch  dann 
real,  wenn  die  gegebenen  Puncte  conjugirt  complexe  Goordi- 
naten  haben.  Denn  l)ei  Vertauschung  conjugirt  complexer 
Zeilen  geht  der  Werth  der  Determinante  über  in  den  conjugirt 
complexen  Werth,  indem  er  einen  oder  mehr  Zeichenwechsel 
erleidet.  Daher  ist  dieser  Werth  entweder  imaginär  ohne  realen 
Theil  oder  real.     In  der  Thai  ist 


a 

b 

c 

2a 

■2  b 

■2c 

a' 

b' 

c' 

=  \ 

a  +  a' 

b  +  b' 

c  +  c' 

a" 

b" 

c" 

a" 

b" 

c" 

a  —  «'      b  —  b'      c  —  c'i 
^  ^  ]  a  +  a'      b  +  b'      c  +  c'j 

\  a  0  c  \ 

Wenn  a  und   «'  conjugirt  complex  sind,  so  ist  a  —  a   imaginär, 
a  ■+■  a    real,   u,  s.  w. 

3.     Indem    man   die    ersten   3  Golonnen  mit  a,    6,    c   nuil- 
tiplicirt,  mit  ihnen  je  2  andre  Golonnen  verbindet,  und 

ax  +  by  +  c   =  _/> ,         ax^  +  byi  +  c   =^  2h 

\\.  s.  w  .  setzt,   lindel  man 
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abcR   = 


^p       HP       p      y     ^      ^y 
^iPi     y\p\     Pi     .'/i     ^1     ^lyi 

^5Pö      Vi 2h      Pö      yi      ^i      ^öVi  ! 


Wenn  die  l'nncle  :} ,  i,  5  ;iuf  der  Geraden  ^  :=  0  liegen,  so 
i.sl  die  Üelerniiniinle  das  I'roducl  von  t  Determinanten  3ten 
Grades,  und 


ahcli       =  X>P\P2 


eine  reducihlc  Linie  :?ter  Ordniiiii^  bestehend  aus  den  Geraden 
315  und  \i.  Wenn  die  l'uncte  2,  3,  4,  5  auf  der  Geraden 
»  =  0  lieaen.  so  ist  die  Ueterniinante  unbedingt  null,  der 
Kegelscimitt  der  5  Puncte  unbestimmt  (bestehend  aus  der  Ge- 
raden 23 iö  und  einer  Geraden  des  Punctes  1). 


X 

y 

1 

Vi 

Xz 

a^3,% 

^1 

y\ 

1 

2/1 

Xi 

^tVl 

Xo 

Ih 

1 

y-o 

CTj 

x-.y. 

3.  Der  Kegelschnitt,  welcher  4  gegebene  Puncte  enthüll, 
ist  einfach  unbestimmt.     Z.  B. 

ö^-    +  hiß      1      //      X      xy 
ax^^  +  %i2     1      ^1     Xi     x^y^ 

aXi'^  +  b<j{2     1      v/i     Xi     x^iji 

wo  «  :  b  beliebig  ist.  Allen  a  :  h  entsprechen  Kegelschnitte 
1234,  welche  eine  Serie  bilden,  einen  Btlschel  mit  der  Basis 
1234. 

Man  kann  die  Geraden  12, 34,  welche  einen  gegebenen  Winkel 
bilden,  als  coordinirte  Axen  annehmen.  Dann  enthält  der  Kegel- 
schnitt u  =  0  die  Puncte  I  ,  2  u  =  0,  //  =  0)  mit  den 
Abscissen  a ,  a\  und  die  Puncte  3,  4  («  =  0,  x  =  0  mit 
den  Ordinalen  /3,  ß'  unter  den  Bedingungen 

2y  =  —  a{a  +  a')  'If  =  —  b{ß  +  ß') 

c  =   aaa'  =  bßß' 

so  dass  a  :  cj  :  c  und  b  :  f  :  c  gegeben  sind.  Nur  h  bleibt 
unbestimmt:  allen  h  entsprechen  Kegelschnitte  1234. 
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Wenn  von  den  Puncten  I,  2,  3,  4  einer  in  dem  Dreieck 
der  andern  liegt,  so  ist  ab  =  c^  :  aa'ßß'  negativ,  ab  —  ä- 
negativ:  unter  den  Kegelsclmilten  1234  ist  weder  eine  Ellipse, 
noch  eine  Parabel.  Möbils  baryc.  Calc,  §.  254.  Wenn  aa'ßß' 
positiv  ist,  so  entsprechen  den  lieiden  Ji  ^=  c  :  'Y'aa'ßß' 
Parabeln. 


4.     Das  Centrum  eines  Kegelschnittes   1234  ist   (§.  34,  9) 

{ax  +  Inj  +  (j  =  0  ,       hx  +  bij  +  f  =  i)) 

so  dass  ax-  —  by'^  — fy  +  ü^  =  0-  Daher  liegt  das  Centrum 
auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt,  dessen  Asymptoten  mit  den 
Geraden  ax'^  —  by'^  =  0  parallel  sind,  welche  für  jeden  Kegel- 
schnitt 1234  conjugirte  Richtungen  haben  (§.  34,  10).  Das  Gen- 
irum dieses  Kegelschnittes 

[ax  +  y  ^  Q,    by +  {f  =   ^)     d.i.      >(«  +  «')  i  U/S +  /?') 

ist  das  Centrum  der  Parallelogramme,  welche  durch  die  Mitten 
der  Seiten  der  Vierecke  1234,  1243,  1324  bestimmt  werden. 
Der  Kegelschnitt  der  Centren  enthält  ausser  diesen  Mitten  die 
gemeinschaftlichen  Puncte  der  Geraden  12  und  34,  13  und  24, 
14  und  23.  Diess  erkennt  man  aus  der  Gleichung,  welcher 
man  die  Gestalten 

(l-f-0(?-f)-(f-f-0(l-|)  =  » 

geben  kann,  wobei  a  und  «',  ß  und  ß'  vertauschbar  sind. 
Der  Kegelschnitt  enthält  auch  den  Punct,  welcher  mit  der  Mitte 
von  12,  dem  Schnitt  von  12  und  34,  und  der  Mitte  von  34  ein 
Parallelogramm  bildet,  sowie  zwei  durch  die  Vierecke  1324  und 
1 423  entsprechend  bestimmte  Puncte.  Vergl.  Pfaff  Zach  monatl. 
Gorresp.  1810  Bd.  22  p.  226.  Gergonne  Ann.  11  p.  396,  12 
p.  109.  Steiner  Grelle  .1.  2  ]).  ü'i.  Magnls  Aufgaben  1  p.  154. 
Salmon  Gonics  339. 
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Der  Puncl  x\y  hat  bei  dem  Kegelschnitt  1234  die  Polare 
(§.  34,  4)  px'+  qy'+  r  =  0,  weU'ho  mit  einer  gegebenen  Ge- 
raden eongruirt,   wenn   p   :   q   :  r  =  A   :   H   :    I    d.  h. 

ax  +  hl/  +  1/  =   A{f/j:  +  fij  +  c) 
hx  +  bij  +  f  =  B{,jx  +  fij  +  c) 

Daher  liegt  der  Puncl.  der  hei  dem  Kegelschnitt  1234  die  Polare 
Ax  ■+■  Bij  -f-  I   =  0   li;i(,  juif  dem  Kegelschnitt 

ax'^  —  btß  +  gx  —  f>)  =  {Ax  —  By){gx  +  fy  +  c) 

Der  letztere  ist  eine  Parabel  unter  der  Bedingung 

{fA  -  g  B)^  -  4{a  -  gA)(fB  -  b)   =   ü 
1  {fA  +  gBY  —  bgA  —  afB  +  ah   =   0 

5.  Bei  schiefwiukeligen  Coordinateu  wird  der  Kegelschnitt 
«  =  0  als  ein  Kreis  oder  als  eine  gleichseitige  Hyperbel  er- 
kannt ,  indem  man  Ax''^  ■+■  By''^  unter  der  Voraussetzung 
sina-'?/'=  I   durch  die  Substitution   (§,  35,  2) 

x'  =  X  cos«  +  y  cosß  y'  =  X  sin«  +  y  sinß 

transforniirt  in  ax-  -+-%-+  ihxy.     Dann  erhält  man 

a   =  Acos^a  +  B  sin'^a  b  =  A  cos-ß  +  B  s'm^ß 

h  =  -4  cos«  COS;?  +  -ß  sin a  sin /9 

a  — Z*   =    (^  —  .ß)  sin («  +  /?)  sin (^  —  a) 

a  +  b  —  2hcos{ß  —  a)   =   A  +  B 

Also  ist  u  =  0  ein  Kreis   [B  =  A)   unter  den  Bedingungen 

b  =  a ,        h  =   a  cosa;// 

eine  gleichseitige  Hyperbel  [B  =  — ^i  unter  der  Be- 
dingung 

a  +  b  —  2h  cosxy  =  0 

In  der  That  sind  die  Geraden  ox-  ■+-  by-  -\-  2hxy  =  0,  mit 
welchen  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  ?<  =  0  parallel 
sind,  in  dem  ersten  Fall  x'^  +  y-  -\-  2 xy  cosxy  =  0,  die  Asym- 
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ptoten  eines  Kreises  um  den  Nullpuncl ,  in  dein  zweiten  F;dl 
normal  zu  einander  (§.  32,  2).  Daher  ist  ein  Kreis  durch  3 
gege])ene  Puncte ,  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  4  gegebene 
Puncle  eindeutig  l)estimmt. 

().  Der  Kegelschnitt  u  =  0  enthält  die  3  gegebenen  Puncle 
OjO,  «0,  0\ß  und  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  unter  den 
Bedingungen 

c  =   ^  aa  +  2g  =   i)  bß  +  2f  =   0 

a  +  b  —  2h  cos.r»/  ^   0 

welche  nur  a  :  b  unbestimmt  lassen.  Daher  giebt  es  eine  Serie 
von  gleichseitigen  Hyperbeln  der  3  Puncte.     Jede  derselben 

««^.(^  -:-  — ^ i)  +  bßyi.-"^-  +  I  _  i)   =  0 

\a        acosxy  )  \p  cosxy         ß  J 

enthält  den  Höhenpunct  des  gegebenen  Dreiecks 

p  +  __l =  1      __^_  +  i/  =  A 

V«         acosxy  '       ß  cosxy         ß  J 

Das  Centrum  dieser  Hyperbel  ist 

{ax  +  Jiy  +  g  =   U  ,     Jtx  +  by  +  f  =   0) 

mithin  a[x  —  ^a]  +  hg  =  0  und  b{g  —  |;ij  ■+■  hx  =  0,  folg- 
lich bei  allen  a   :  b 

+      _-7-s  +  2  cosxy    =•() 


X   iß  //   ;]  , 

x{x-  \a)  +  y{y-  Iß)  +  2{x~la){y-h,ß)  cosxy  =  Ü 

Daher  liegt  das  Cenlrum  einer  gleichseitigen  Iiyperi)el  der  3 
Puncte  auf  dem  Kreis,  der  die  Mitten  der  Seiten  des  gegebenen 
Dreiecks  I  a  I  0 ,  0  ^/3,  ^a^ß  enthält  und  der  Feuerbachsche 
Kreis  dieses  Dreiecks  ist.     Magnus  Aufgaben  I  p.  155. 

7,     Der  Kegelschnitt  u  =  0  wird  von  den  4  Geraden 
^   =   U,       _;/    =    0  ,       Ax  +  By  —  i    =   0 ,       A'x  +  B'y  —1=0 


f 

9 

h' 

A 

B' 

1 

=   0 

A' 

B 

1 

9' 

f 

c 

Ig'AA' 

■If'BB' 

c 

1 

1 

A 

B' 

1 

=    U 

oder 

•2A' 

2B 

1 

A' 

B 

1 

1 
2A 

1 
•IB' 

1 
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l>erührt  unter  den  Bedingungen   (§.  34,  \i]  «'=  0.  b'  ^  0. 

c'—lf'B  —  -Ig'A   +  -Ih'AB     =   0 
c'—2f'B'—2c/'A'+2h'A'B'=   U 

l^ine  der  l)eiden  letzten  Bedingungen  kann  ersetzt  werden  durch 
f'{B'—B)  +  g'{A'—  A)  +  li'{AB  —  A'B')  =   ü 


d.  i. 


oder  durch  iy'AA'  B'— B  -h  2/BB'  A'— A  +  c'  AB  — A'B') 

=  0   (1.  i. 


=    0 


von  denen  jene  die  Proportion  y'  :  h',  diese  g'  :  c'  unl)e- 
stimmt  lässt. 

Das  Ceutrum  eines  Kegelschnitts  der  4  Tangenleu  ^.  34.  9] 

{c'x  =  g',    c'y  =  f) 

liegt  auf  der  Geraden 

X         y        \ 

^,      ^       1 

2A'       IB  =0 

-^       -^-,       1   i 
2A       IB'  : 

der  Punete   —-p   — ^   und   ^—r   z^^,  d.  i.    der    Mitten    von    M'X 

2  A       'IB  2  A     2B 

und  J/^Y'.  wenn  die  beiden  ersten  Tangenten  den  Puuct  0 
gemein  haben  und  Aon  den  beiden  andern  in  M.  X  und  .1/'.  T' 
so  geschnitten  werden,  dass  OM  =  1  :  .4.  OX  =1:5, 
0J/'=  I  :  A'.  Oy' =  I  :  B'  ist.  Daher  liegen  die  Centren 
der  die  Seiten  eines  Vierecks  lierührenden  Kegelschnitte  auf  der 
Mittellinie  des  Vierecks   ,§.30.  16.    Vergl.  Magxls  Aufg.  p.  183. 
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8.     Der  Kegelschnitt  u  =  0  wird  von  den  3  Geraden 
.c   =   0,       y   =   0,       Äx  +  Bij—  \    =   U 
berührt  unter  den  Bedingungen 

a'  =   0,       b'  =   {),       c'—  2f'B  —  -Ig'A  +  2h' AB  =   0 

und    ist    eine    gleichseitige    Hyperbel,    wenn    a  -t-  6  —  ihcosxy 
=  0    öj.     Nun  ist  (§.  31,  3) 


.'  r 


a     (j 
9      c' 


=  adjj 
b  det  u 


b      f 

f      c  i 


detj«  =   a  dftw 


f     h'\ 
c     g'  I 


=  h  detu 


folglich  der  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn 

f'^  +  cj'-i  +  2{f'(/  —  c'h')  cosxij  =  0 

Dieser  Bedingung  kann  nur  bei  positiven  c'h' Qosxy  genügt  wer- 
den, weil  /'"- -t- ^'2  +  2/'^'cosxi/  positiv  ist.  Indem  man  // 
durch  /',  ^',  c'  ausdrückt,  erhält  man  die  Bedingung 


COSXI/     ,, 
-r.    2 


B 


2  COSXI/    ,  ,       2  cos XII .,  r       ^j.,  , 


welche  g'  :  c'  unjjestimmt  lasst.  Die  quadratische  F'orm  der 
f'i  ff\  c'j  welche  null  sein  soll,  hat  die  Determinante 

und  die  Subdetermiuante  I  —  cos-xy ;  daher  besteht  sie  bei 
positiver  Determinante  aus  3  positiven  Quadraten  (§.  33,  5). 
Wenn  die  3  Tangenten  x,  ?/,  /  das  Dreieck  OMN  bilden 
[OM  =   1   :   Ä,    ON  =  \   ■   B),  so  ist 

OM — ON  cos  xij  =  NM  cos  xl,      ON — OM  cos  xy  =  MN  cos  yl 

also  die  Determinante  =  — M N- cos  xy  cos  xl  cos  yl  positiv  bei 
spitzen  Winkeln  des  Dreiecks  0]\fN:  einem  spitzwinkeligen 
Dreieck  kann  eine  gleichseitige  Hyperbel  nicht  eingeschrieben 
werden. 
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Das  Centruni  [c'x  =  y\  c'y  =  /']  einer  dein  Dreieck 
OMN  ein£;escliriel)enen  i^leiehseiliiien  Ilyperhel,   lilr  welches 

„         .,       cosa;;/        2  cosa?v           2  cos  xii 
x^  +  y-  +  —^^^ ^  y ^-  •'  X  -^-Ixy  cosxy  =   d 

sicli  ergiel)! .  lieiil  auf  einem  hestiinnilen  Ki'eis.  Das  Cenlruni 
dieses  Ki'eises 

(cosx  II                                               coso:?/  \ 

X  +  u  cosxy „       =0,       X  cosxy  +  y -•^-   =    0  I 

ist  der  genieinsehalllielie  l'unel  JI  der  llolien  von  iV  und  .1/ 
des  Dreiecks  OMN,  der  Höhenpuncl  des  Tangenten-Dreiecks. 
In  Bezug  auf  den  Kreis  hat  (§.  3i,  4)  derPunct  J/(1  :  ^  0)  die 
Polare  x  =  0,  der  Punct  iY(0  '  1  :  B)  die  Pohire  y  =  0 ,  der 
Punet  0(0  0)  die  Polare  Ax  -h  By  —  1  =0,  und  die  Polaren 
NO,  OM,  il/iV  werden  von  den  Diametern ^i/,  HN,  HO  in  M', 
iV',  0'  so  geschnitten,  dass  M  und  M',  N  und  N',  0  und  0' 
harmonisch  conjugirte  Puncte  sind.    Daher  ist   (Trigon.  §.  7,  10) 

HM.  HM'  =  HN.  HN'  =  HO  .  HO' 

der  Quadrat-Radius  des  Kreises.  Der  Quadrat-Radius  ist  nega- 
tiv, der  Radius  imaginär,  der  Kreis  und  die  Serie  der  gleich- 
seitigen Hyperbehi  des  Tangenten -Dreiecks  nicht  real,  wenn 
der  Höhenpunct  H  des  Tangenten -Dreiecks  in  dem  Perimeter 
dieses  Dreiecks  liegt,  so  dass  das  Dreieck  spitzwinkelig  ist. 
Magnus  Aufg.  p.  185. 

9,  Wenn  der  Punct  /  die  homogenen  Coordinaten  X{,  y^,  t^ 
hat,  und  aus  6  Puncten  i  =  0,  1,  2,  3,  4,  5  die  Determinante 
R  (1)  gebildet  wird,  deren  erste  Colonne  die  von  je  5  Puncten 
abhängigen  Adjuncten  «q,   a, ,   ..  hat,  so  ist 


«0^0^ 

+  aiXi^ 

+  . 

•    +    «5^5^ 

= 

E 

«0  2/u^ 

+   «i?/i2 

+  . 

•    +    «5^3^ 

= 

0 

ccoh^ 

+   «ih^ 

+  . 

•    +   «5^5- 

= 

0 

«0  2/0^0 

+  aiyih 

+  . 

•    +    «5^5  ^5 

= 

0 

«0*0^0 

+   üitiXi 

+  . 

•    +    «5  ^0^5 

= 

0 

ao^oyo 

+  «l^l^l 

+  . 

•    +    «5^^2/5 

= 

0 
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Durch  Composition  dieser  Gleichungen  mit  den  6  Gliedern  von 
[A  -+■  B  -\-  C)'^  ündet  man,  indem  man  p{  ==  Aj-^  ■+-  Dy^  -i-  Ctj 
definirt  (proportional  der  Distanz  des  Punctes  /  von  der  Ge- 
raden A\B\C), 

Wenn  die  6  Punctc,  deren  (ileichungen  (§.  28,  2)  p,,  =  0. 
^>i  =  0 ,  .  .  sind,  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  ist  B  =  0. 
mithin  bei  allen  A^  B,   C 

Und  umgekehrt:  Wenn  «oPo^~*"  ••  ~^  ^:,Ph'  "=  *^  '^^''  i'"*?'! 
A,  B,  Cj  so  findet  man  B  ^  0,  d.  h.  die  6  l'uncte  p^^  =  ü,  .  . 
liegen  auf  einem  Kegelschnitt. 

Dieselbe  Betrachtung  gilt,  wenn  r<?^-,  y^,  ij  die  homogenen 
Coordinaten  der  Geraden  i  bedeuten.  Wenn  daher  die  6  Ge- 
raden /'„  =  0,  pi  =  0,  ..  einen  Kegelschnitt  (eine  länie  2ler 
Classe  nach  i^.  31,  14)  berühren,  so  giebt  es  Coeflicienlen  u  von 
beslinnnter  Proportion  der  Art  dass  «q/'o"  +  •  •  +  ^':,P'^'  =  '^ 
bei  allen  A,  B,  C,  und  umgekehrt.  Paul  Serret  Geom.  do 
direction  1869  p.  132.  FnutLER-SALMox  Kegelschn.  1873  p.  460 
citirt  Bi'RNsmE. 

Bei  Puncten  einer  Linie  /Mer  Ordnung  und  Tangenten  einer 
l/inie  ?iler(Uasse  ergeben  sich  anf  dieselbe  Weise  analoge  Sätze 
über  die  nten  Potenzen  linearer  Formen  p^^  p, ,  ..  ,  wie  Serret 
bemerkt  hat.     Vergl.  Rosanes  Borchardt  .1.  76  p.  318. 

10.  f.  Wenn  die  Elemente  (Puncte,  Gerade)  ju^  =  0, 
Pi  =  0 ,  P2  =  ^  nnd  /*.,  =  0,  jo_,  =  0,  /'s  =  0  je  ein  har- 
monisches Tripel  an  dem  Kegelschnitt  i<  =  0  bilden,  wenn 
denmach  (§.  34,  18)  u  sowohl  durch  fi'oPo"  "*~  ^\Pi~  "•"  '^'•iPi'^j 
als  auch  durch  «:j  f'3 " -H  «4  l'j "  +  «5  j^s "  ausgedruckt  werden 
kann,  so  ist 

ßui>u'^  +  ß,i>i-  +  a2P2'-  —  «sä'^  —  <^4pi^        (^r,Pö^    =    0 

bei  allen  A.  />',  C.  Demnach  (9)  sind  die  Puncte  0,  1,  2  un<l 
3,    i.    ö    der    beiden    Tripel   6   Puncte   eines   Kegelschnittes   ^. 


§.  36.     l'urictc  iiiid  Taniiontcn  eines  kei.'els(;liiiittes.  255 

wiihreiid  die  Geraden  \i,  20,  Ol  und  45,  53,  3i  der  beiden 
Ti-ipei  G  Tanficnten  eines  Ke^clscliiiiücs  7'  sind.  Ili-ssi:  CrclIe 
.1.  20  |).  2\)2. 

II.  Unigekehrl :     Von    G    l-^lenienlen    [l^nnelen,    Tüniienten 
eines  Kegelschnittes  AI  hilden   heiiehitie  :i   und   dif   illn'iut'U   ;{  je 
ein   Jiiiruionisches    Tripel    ,in    einem   Iwslinunten    Kegelschnill    X. 
Demi   n;ieli   der  Voransselznnii  ist 

0(,p(r  +  '^\j'r  +  ^HVi.^  +  «.-!/>)-  +  (^\Pr  +  «öi^;.-  =  0 

bei  allen  A.  B,  C.  Also  ist  der  Kegelschnitt  c/q/?,,- -4-  a, />| - 
■+■  Ci.^p-i^  =  0,  an  welchem  ;jq  =  0 ,  P\  =  0,  p.^  =  '^  *'•" 
Tripel  bilden,  congruent  mit  dem  Kegelschnitt  «.,  p^"- -f-  a, /'^ - 
■+■  ccr^p.^-  =  0.  an  welchem  /?.,  =  0.  p^  =  U  ,  /j-,  =  0  ein 
Tripel  bilden.     IIkssk  a.   a.  0. 

III.  Werm  also  die  Pnncle  0.  I.  2  und  '■\.  i.  5  auf  einem 
Kegelschnitt  .lA  lit-gen  mithin  2  harmonisclie  Tripel  bilden  an 
einem  Kegelschnitt  iV),  so  sind  ilie  G  (Geraden  12.  2U.  Ol.  iö, 
53.  34  Tangenten  eines  Kegelschnittes.  Und  wenn  die  (ieraden 
0,  I.  2  und  3,  4,  5  Tangenten  eines  Kegelschnittes  M  sind 
(mithin  2  harmonische  Tripel  bilden  an  einem  Kegelschnitt  N). 
so  liegen  die  G  Pnncte  12.  20,  Ol,  45  53,  34  auf  einem  Kegel- 
schnitt. MöBRs  baryc.  Calc.  283.     Steixer  syst.  Entw.  46,  II. 

11.  Auf  einem  von  2  gegebenen  Kegelschnitten  giebl  es 
nicht  unbedingt  3  Pnncte,  welche  ein  harmonisches  Tripel  an 
dem  andern  Kegelschnitt  bilden.  Wenn  der  eine  Kegelschnitt 
den  Punct  0'  enthält,  und  von  der  Geraden,  welche  die  Polare 
des  0  an  dem  andern  Kegelschnitt  ist.  in  den  Puncten  2,  3  ge- 
schnitten wird,  so  sind  zwar  0  und  2,  sowie  0  und  3.  aber 
im  Allgemeinen  nicht  auch  2  und  3  mit  dem  andern  Keuel- 
schnitt  in  Harmonie. 

Wenn  aber  die  Pnncte  0,  I,  2  des  Kegelschnittes  ^[  ein 
harmonisches  Tripel  an  dem  Kegelschnitt  A'  bilden,  wenn  3  ein 
beliebiger  Punct  des  M  ist,  und  M  von  der  Geraden,  welche 
die  Polare  des  3  an   A'  ist.    in    den  Puncten  4.    5    geschnitten 
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wird,  so  bilden  3.  4,5  ein  hannonisclies  Tripel  an  N.  Wäre 
6  der  Punct  der  Geraden  45,  welclier  mit  3,  4  ein  harmonisches 
Tripel  bildete,  so  läge  6  auf  dem  Kegelschnitt  01234  (10.  I) 
d.  i.  auf /!/,  und  5  läge  nicht  auf  il/,  gegen  die  Voraussetzung. 
Die  Seiten  der  dem  M  eingeschriebenen  Dreiecke  012  und  345 
sind  Tangenten  eines  Kegelschnittes  S  (10.  III).  Es  giebt  also 
eine  Serie  von  Dreiecken  (Polygonen) ,  welche  einem  Kegelschnitt 
Äf  eingeschrieben  und  einem  andern  Kegelschnitt  aS  umge- 
schrieben sind,  unter  der  Bedingung  dass  eines  derselben  exi- 
stirt.  PoNCELET  propr.  proj.  565.  Vergl.  Jacobi  Grelle  J.  3 
p.  376.  Chasles  sect.  con.  215  tt\  Schröter-Steiner  Kegelschn. 
§§.  30  und  31.    Fiedler-Salmon  Kegelschn.  1873  p.  465. 

13.  Wenn  M,  iV,  P,  Q  lineare  Formen  der  homogenen  Coor- 
dinaten  x.  y,  t  eines  Elementes  (Punct,  Gerade)  sind,  so 
ist  tJ/ =  0  eine  Serie  Iten  Grades  (Gerade,  Punct),  und 
MN  -\-  IPQ  ■=  0  bei  gegebenem  l  eine  Serie  2ten  Grades 
(Linie  2ter  Ordnung,  2ter  Classe,  Kegelschnitt).  Vergl.  §.  29,  2. 
Der  Kegelschnitt  MN  -^  iPQ  =  Q  hat  die  Puncte  (Tangenten) 

{M  =  0,    P  =  0),       {M  =  ü,    9  =  0) 
(^Y  =0,    P  =  ü),       (.V  =  0;    (?  =  0) 

welche  der  Reihe  nach  durch  0,  1,  3,  4  bezeichnet  werden; 
dann  ist  3/  =  0  die  Gerade  (der  Punct)  Ol  der  Puncte  (Ge- 
raden) 0  und  1,  N  =  0  ist  die  Gerade  (der  Punct)  34,  P  =  0 
die  Gerade  (der  Punct)  03,  Q  =  0  die  Gerade  (der  Punct)  14. 
Demnach  ist  (8.  29,  4) 


M 


X      y      t 
^1     Vi     ti 


N  =  tt 


X 

y    t 

x^ 

2/3      ^3 

Xi 

Vi    h 

M,  =   « 


X; 


Vi    h 


2/0 


^1 


a?i     2/1     h 


a(/01 )     u.  s.  w. 


I.    Wenn  der  Kegelschnitt  die  Elemente  2,  5  enthält,  so  ist 
M^N^  +  IP^Q2  =  0,      M^N,  +  kP,Q,  =  0 
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und  man  erhall  als  Helation  tler  G  Klenicnte  eines  Kegelschnittes 

\  M^N.     F.>Q,  ^  .         (20l)(234)     (203)(214)  i 

^^   0      il.  1. 1    =   u 


M,N^     P.Qr,  '    '     .  (501) (534)     (503) (514) 


dder 


M2        ^2    _    Q2    .    ^2        ,     .        (20U    ,    (203)    _    (214)    ^    (234) 
F5    *    P5    ~    (?5    ■    N,  '■       (501)    ■    (503)  (514)    *    (534) 

also  nach  §.  29.  II 

(2,  b,  Ol,  03)    =   (2,  5;  14,  34) 

d.  h.  die  l'uncle  2,  5.  I.  3  des  Kegelschnittes  bestimmen  niil 
zwei  andern  Puncten  0,  i  desselben  je  vier  Gerade  von  dem- 
selben Doppelverhältniss.  Die  Tangenten  2,  5,  1,  3  des  Kegel- 
schnittes bestimmen  auf  zwei  andern  Tangenten  0,  4  desselben 
je  vier  Punete  von  demselben  Doppelverhältniss  (§.  22,  II). 
Vergl.  Magnus  Aufgaben  I  p.  1 47  AT.  Salmon  Con.  caj).  li  und 
Fiedler-Salmox  Kegelschn.  cap.  16. 

II.  Der  Kegelschnitt  MN -i-  ÄPQ  =  0  der  Punete  0.  ^ 
3.   l  hat  den  Puncl 

{N—f^P  =  0,,    i(M+/.Q  =u) 

flen  Schnitt  einer  beliebigen  Geraden  des  Puucles  3  und  der 
iiitsprechenden  Geraden  des  Punctes  I .  Vier  Gerade  des  3 
und  die  entsprechenden  Geraden  des  1  haben  dasselbe  Doppel- 
\erhältniss  (§.  29,  9  u.  10);  die  Serie  der  Geraden  des  3  und 
die  Serie  der  entsprechenden  Geraden  des  I  sind  coUinear 
(§.  13,  oj ;  die  Schnitte  der  entsprechenden  Geraden  sind  Punete 
des  Kegelschnittes   (§.  22,  12  . 

Oder:  Der  Kegelschnitt  .l/i\" -h  IPQ  =  0  der  Tangenten 
0,  1,  3,  4  hat  die  Tangente  >Y—  /tP  =  0,  fiM  +  /.Q  =  0), 
die  Chorde  eines  beliebigen  Punctes  der  Geraden  3  und  des 
entsprechenden  Punctes  der  Geraden  1.  Die  Serie  der  Punete 
der  3  und  die  Serie  der  entsprechenden  Punete  der  1  sind 
coUinear;  die  Chorden  der  entsprechenden  Punete  sind  Tan- 
genten des  Kegelschnittes.  Chasles  sect.  con.  24.  Fiedler- 
Salmgx  1873  p.  323. 

Baltzer,  anal.  Geom.  17 
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13.  Der  Kegelschnitt  ^f^'+  /.PQ  =  0  hat  das  durch  i^i 
bestiimiite  Element  ä 

{N  =  f(P,  ßM  +  IQ  =   ü) 

den  Puncl  der  Geraden  32.  12  oder  die  Gerade  der  Puncte 
32,   ^2;  und  das  durch  v  bestimmte  Element  '6 

(N  =   vQ,   vM+  ).P  =  0) 

den  Punct  der  Geraden  45,  05  oder  die  Gerade  der  Puncte 
45,  05.     Nun  ist  unbedingt 

v{iÄM+lQ)  +  X{N—rQ)  =  ).{N-  i.iP)  +  ii{vM  +  }.P)  =  fivM+l^ 

Also  hat  die  Gerade  f.ivM  +  ).N  =  0  ausser  dem  Punct 
(i/=  0,  N  =  {))  d.i.  Ol -31,  dem  Punct  der  Geraden  01 
und  34,  sowohl  den  Punct  uM  -¥■  AQ  =  0,  N—v€i-=0) 
d.  i.  12-45,  als  auch  den  Punct  [N  —  uP  =  0,  iM  -t-  iP 
=  0)  d.  i.  23*50.  Ebenso,  wenn  die  Elemente  Tangenten 
sind.     D.  h. 

Bei  6  Puncten  eines  Kegelschnittes  0  123  45  liegen  die 
Puncte  Ol '34.  12*45,  23*50  auf  einer  Geraden,  einer  Pascal'- 
schen  Geraden  der  6  Puncte  des  Kegelschnittes.  Und  bei 
6  Tangenten  eines  Kegelschnittes  gehn  die  Geraden  01*3i, 
12*45,  23*50  durch  einen  Punct,  einen  BRUNCuox'schen 
Punct  der  6  Tangenten  des  Kegelschnittes.  Trigon.  §.  7,  17. 
Magnus  Aufgaben  I  p.  152.  Schröter-Steiner  Kegelschn.  §.  20  tf. 
und  p.  217.  Fiedler-Salmon  Kegelschn.  1873  p.  309  ff.  Bauer 
Münchener  Acad.  1874  über  das  Pascal'sche  Theorem. 

Umgekehrt:  6  Puncte  der  Art,  dass  die  Puncte  01  •3i, 
12*45,  23*50  auf  einer  Geraden  liegen,  sind  Puncte  eines 
Kegelschnittes:  6  Gerade  der  Art,  dass  die  Geraden  01*34, 
12*45,  23*50  durch  einen  Punct  gehn,  sind  Tangenten  eines 
Kegelschnittes.  Wenn  die  Gerade  45  den  Kegelschnitt  01234 
in  6  schneidet,  so  liegen  die  Puncte  01*34,  12*45,  23*60  auf 
einer  Geraden,  die  den  Punct  23*50  nicht  enthält,  gegen  die 
Yoraussetzuns.     U.  s.  w. 
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14.  Wenn  das  Element  i  die  Coordinalen  x^  y^,  t^  hat, 
so  hat  Ol  die  Coordinateu  x^^^  ^  y^^,  ?(,,  ,  die  Adjuncten  der 
a?,  y,  t  in  dem  System 


X 

y 

t 

a;,| 

2/0 

ti> 

Xi 

Vi 

h 

Vergl.  12.  Ebenso  hat  Ol*  35  die  Coordinaten  x^^^.^^,  3/oi:ii) 
^(,1.34,  die  Adjuncten  der  x.  y,  t  in  dem  System 

x        y       t 

^31         2/34  ^34 

Die  Puncte  Ol '34.  12' 4o,  23* 50  liegen  auf  einer  Geraden,  und 
die  gleichbenannten  Geraden  gehn  durch  einen  Punct  unter  der 
Bedingung 

I    *0l  -34         Vm  -34  ^0!  -34     | 

^     =     \    a;i2.45         ^12-45         ^12-45     I     =     ^ 

I    ^23 -dO         2/23-50         ^23-50    I 

Die  Determinante  z/  ist  von  Hixyadv  Borchardt  J.  83  p.  81 
durch  die  in  ^12)  gegebene  Determinante  2ten  Grades  ausge- 
drückt worden.     Wenn  mau  in  dieser  Absicht  J  mit 

I  ^01      2/01      *oi   I 

■    iPl2        yi2        ^12    j     =     (t)l)   1^5    23) 


^23 


2/23         ^23 


multiplicirt,  so  erhält  man  bei  der  Composition  von  Zeilen  mit 
Zeilen 

^01      2/üi      ^01   j 

a;ül-34a;oi  +yo\-3il/Ol    +  ^11-34^01     =        ^01        l/oi        hl    \    =    (Ol,   Ol,    34) 


^34         2/34  t; 


34 


u.  s.  w.,  folglich 


[  (Ol,  Ol,  34)      (Ol,  12,  45)      (Ol,  23,  50) 

(Ol,  12,   23)J  =      (12,  Ol,  34)      (12,  12,  45)      (12,  23,  50) 

I  (23,  Ol,  34)      (23,  12,  45)      (23,  23,  50) 


17' 
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Nun   ist 

i  (^iik)       [iinn)       [trs) 

{il-,  mn,  rs)[imr)   =      {mik)     {mmn)     {»irs)  , 
{rik)      {rm7>)      {rrs)    : 

=   {imn){mrs){rik)  +  {irs){mik){rm)i) 

also  z.   B. 

(Ol,  12,  23)(012)   =    (012)(123)(201),      (Ol,  12,  23)    =   (012)(123) 
(12.  Ol,  34)(103)   =   (134)(012)(301).      (12,  Ol,  34)   =   -(I34)(012) 

u.  s.  \v.      Daher  erhält  man 

*  (012)^45)       (230)(I50)  , 

(012)(]23)J  =      -  (134)(012)  ^  (123)(2.50)  1 

—  (234)(130)       —  (245)(123)       ^ 

//   =   (134)(245)(230)(150)  -  (234)(130)(145)(250) 


(134)(150)      (145)(130) 
(234)(250)      (245)(230) 


wie  oben   (12) 


15.  Eine  quadratische  Form  ff  eines  jeden  unter  den 
Elementen  0,  1,  2,  3,  i,  5,  welche  jedesmal  null  wird,  wenn 
zwei  dieser  Elemente  zusammenfallen,  hat  zu  der  Determinante 


R 


^0^      l/u-       t^i-      Vot,,       t^,Xo      .i-o?/o 
^5^      «/ö-      «5-      Vöh      h^i      -^'iVi 


ein  von  den  Elementen  unabhängiges  Verluiltniss.    Denn  die  Vor- 
aussetzungen 

(p   =   ax^;'  +  &//,j-'  +  c^„2  4.  2/'//i|/o  +  2gt,,Xit  +  'lUx^y,, 
0  =   ax{'^  +  .  .  . 

0  =   aX;,-  +    .    . 

ergeben  die  Identität 
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-J(i 


=   0 


ali  —  Ol,  ff 


y-r 


il.  h.  (f)  :  R  ist  unabhängig  von  dem  Element  0.  Ebenso  wird 
erkannt,  dass  <f'  :  R  von  jedem  andern  Element  unabhängig 
ist.  Mkrtkns  Borc'hardt  .1.  8i  p.  ;{.')5  hat  diesen  Satz  auf  be- 
iiierkenswerthe  Beispiele  angewandt. 

I.     Die   Determinante   (12) 


D 


(201)(234)       (■203)(214) 
(501)(534)       (503)(514) 


ist  eine  quadratische  Form  des  Elementes  0.  weil  (201),  (203), 
(501),  (503)  lineare  Formen  desselben  sind;  ebenso  jedes  andern 
Elementes.  Jedesmal  wenn  zwei  dieser  Elemente  zusammen- 
falleu,  ist  D  null.     Bei  den  Elementen 


0 

1     0 

0 

3  i 

0     1 

1 

1 

0     1 

0 

4  1 

1     0 

1 

2 

0     0 

1 

5  ; 

1     1 

0 

findet  man  R 

=    1 

.   und 

D  = 

1 

1 

Ü 

—  1 

—  1 

=    1 

mithin  D  :  R  =   \. 


II.     Die  Determinante   (14) 

j    ^01-34         ^01-34         ^01-34 
^,=     j    ^12-45         yi2-45         ^12-45     1 
!    ^23 -ÖU         i/23-50         ^23-50    ! 

ist  eine  quadratische  Fonii  des  Elementes  0,  welches  in  2  Zeilen 
vorkommt:  ebenso  jedes  andern  Elementes.  Bei  einer  cycli- 
sehen  Permutation  der  Elemente  wechselt  J  das  Zeichen;  also 
genügt  es  zu  untersuchen,  ob  J  dadurch  null  wird,  dass  eines 
der  Elemente  z.  B.  das  Element  0  auf  jedes  der  übrigen  fällt. 
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Wenn    0    auf  1   oder   auf  5   fällt,    so   wird  die   erste   oder  die 
letzte  Zeile  null,  also  J  =  0.     Wenn  0  auf  3  fällt,   so  ist 

0  (I  ^3  ! 

^31-34   =      tsXi—fiXs      oc^yi—x^y^      h       ■   f-i 
'  h^\—hxz      x^y^—x^y^      ti  \ 

]  a^s      0  ^3  I  \  Xi      x^y^      U^ 

=   '  ^1      xzy\  —  xyy^      f,   {  =    !  a^i      x^yi      ti   i   =   (:314)a;3 

Xi         X^  ^4  —  Xf  1/3         ti     •  I    a?4         a-3  7/4         #4 

u.  s.  \v.     Daher  verhalten  sich  die  Glieder  der  ersten  Zeile  wie 
die  der  dritten  Zeile,  also  ist  J  =  0. 

Wenn  0   auf  2  fällt,  so  erhält  man  wie  vorher 

^23-52     =    —  {23Ö)X-J, 

und   die  Adjuncte  derselben 

;    Xi-i         .r,  2  2/12         tl2    I 

—  =  —  \  xsi      .ri2.'/3i       *34       =  —  (1^  34,  4o)a;(. 

2/l2-4j         M2-45  : 

i    ^45         ^12^45         '43     I 

u.  s.  \\ .     Daher  ist  z/  i 

j  X2     y-i     h  j  • 

(235)(12,  34,  45)     x^,      y^      i^   I   =   a 

I    X-i         1/2         <2    1 

Wenn  0    auf   4   fällt ,    so    erhält  man  wie   im   vorigen  Fall    i 
^  =  0.    Bei  den  (I)  gewählten  Elementen  findet  man  J  ^=  —  1 . 
also  ist  überhaupt  ^  ==  —  B. 

III.     Die  Determinante 

^0^)      y»yi      hh      2/0^1+ 2/1 'n      hXy-\r,t^Xi,      a;« «/,  +  ar,  y,  I 

I    i3?j  3^9  .  .  «  .  •  I 

3/9  3?0  ...  .  .  j 

3^33^4      .%i/4      ^3^4      y-ih  +  yxt-.^      hXi  +  tix^       Xiy^  +  Xiys 
\  x^x^         ■  . 

'    X^X-i  .  . 

welche  null  ist,  wenn  012  und  343  je  ein  harmonisches  Tripel 


T  = 
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an  einem  KegelschniU  bilden  (§.3i,  1  und  4),  ist  eine  quadratische 
Form  des  Elementes  0,  welches  in  zwei  Zeilen  vorknmml ;  ebenso 
jedes  andern  l'^lcmentes.  Wenn  7.\vei  Elemente  des  ersten  oder 
des  z\\('iten  Tri|)els  zusammenfallen,  so  werden  zwei  Zeilen 
congruent ,  also  T=  0.  Wenn  aber  ein  Element  des  einen 
Tripels  auf  ein  I'Uement  des  andern  Tripels  lallt,  z.  H.  0  auf  ;5. 
so  eomponirt  man  die  vier  Zeilen,  w^elche  nun  3  enthalten,  mit 
den  AdjniK^ten  der  ersten  Zeile  des  Systems 

«I  «2         «3          '*i 

X^        X-i         X^        Xz, 
Vi  «/2  2/3         V; 

h     h     h     h 

dessen  Determinante  durch  ^nxyt)  bezeichnet  wud.  Dadurch 
erhält  man  eine  Zeile 

{xxyt)x-^       {yxijt)y,       {txyt)t-^       (^^i/O^s  +  {yxyt)fi       ■  •  ■ 

deren  Glieder  null  sind,  also  7'  =  0  in  diesem  wie  in  den 
folgenden  Fällen.  Bei  den  (l  gewählten  Elementen  findet  man 
T  =  —  I ,  also  ist  überhaupt  7'  =  —  E. 

Ueber  den  directeu  Nachweis  der  Identitäten  D  =  R. 
J  =  —R,  T  =  —R  vergl.  Pasch  Borchardt  .Tourn.  Bd.  80 
und  Mertens  Wiener  Sitzb.  1880  Febr.  19. 

16.  Eine  binäre  Form  kann  durch  zwei  Quadrate  oder 
durch  ein  Product  linearer  Formen  ausgedrückt  werden  ;  ebenso 
eine  teruäre  Form  durch  drei  Quadrate  oder  durch  ein  Quadrat 
und  ein  Product  linearer  Formen  M.  N.  P.  Der  Kegelschnitt 
MN  =  p2  1jj,|  ijjjt  figi-  Geraden  M  =  0  zwei  vereinte  Puncte 
[M  =0,  P^  =  0  gemein:  die  Gerade  M  =  0  ist  eine  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  mit  dem  Contact  [M  =0.  P  =  0). 
Ebenso  ist  iV  =  0  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  mit  dem 
Contact  (A^  =  0,  P  =  0).  Die  Gerade  P  =  0  ist  die  Chorde 
der  Contacte. 

Wenn  P  =  «  constant,  so  ist  die  Chorde  der  Contacte  die 
unendlichferne  Gerade ,  und  M  =  0 ,  X  =  0  sind  die  Asym- 
ptoten  der  Hyperbel   MK  =  a'^.     Wenn  31  =  ß  constant,   so 
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ist  iV  =  0  eine  Tangente  der  Parabel  ßJSJ  =  P'^  mit  dem  Gon- 
taet  'ü/  =  0,  P  =  0):  und  die  unendlichferne  Gerade  ist 
eine  Tangeute  der  Parabel  mit  unendlichfernem  Coutact  auf  dem 
Diameter  F  =  0. 

I.  Der  Kegelschnitt  AfX  =  P-  enthalt  den  durch  die  Zahl 
a  bestimmten  und  durch  «  l)ezeichneten  Punct 

3/         P  1 

j,    =     ,>   =    -      d.  i.      M  :  P  :  X  =    ]   :    a  :  a^ 

{N—  aP  =  0,  aM  —  P  =  (l) 
sowie  den  Punct  ß 

{N—ßP  =  0,  ßM—P  =  0) 
Nun  ist 

.V—  aP  +  ß{aM  —  P)   =  y  —  ßP  +  u{ßM  —  P) 
=   aßM~{a  +  ß)P  +  y 

also  die  Gleichung  der  Chorde  aß  des  Kegelschnittes 

aßM  ^{a.  +  ß)P  +  N  =  0 

und  wenn  ß  auf  «  fällt,  die  Tangeute  des  Kegelschnittes  mit 
dem   Coutact   a 

a^M—  -laP  +  X  =   0 

II.  Wenn  auf  der  Tangente  mit  dem  Coutact   M  P\N  der 
Punct   M'  P'  N'  gegeben  wird,  d.  h. 

a2j/'_  ■2aP'+  X'  =   0 

so  ist  a  zweideutig  bestimmt.  Für  den  Coutact  einer  den  Punct 
.^I'\P'\N'  enthallenden  Tangente  hat  man  dann 

M  :  P  :  X   ^    l    :  u  :  a^ 
folglich 

X3P—  ■2PP'+  MX'  =   0 

d.  h.  die  beiden  Contacte  liegen  auf  einer  bestinuulen  Gera- 
den, der  Polare  des  Punctes  J/'iP'iA''an  dem  Kegelschnitt 
MN  =  p2    /g   34^  (5j^      Ueberhaupl    sind    die    Puncte    M\P\N 
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lind  M'\P'\N'  in  llurinonie  inil  dem  Kegelschnitt,  wenn 
NM'—  2Pr'-i-  MN'  =  0.     Vergl.  §.  32,  ö. 

[II.     Ans  (li'ii  (lliorden   ^la,   uß,  .  . 

N—  ßF  +  u{^jlM  —  P)   =   0  ,       N—  f,l'  +  ß{nM—  P)   =   (),.. 

Hndel  man  das  Doppelverliallniss  von  4  Ciiorden  des  Pnnctes  ^i 
nach  §.  29,  9  nnai)hängig  von  //.  Denniaeh  ist  das  Doppelver- 
liallniss der  Pnncte  a ,  ß,  y,  ö  des  Kegelschnittes  (12)  das 
l)o[)pelverhältniss  der  Zahlen  «,  ß,  y,   ö. 

IV.    Ans  den  Tangenten   mit   den   (lontaclen  u,  c<.  .  . 

a^M—  2,u  /•  +  .V  =   ü  .       u^M  -  2aP  +  X  =   0,  .  . 

linde!    man  ilie  (ierade 

fx{a^M  -  ■2aF+  X)  —  a{,u'-M  —  2//  /'  +  X)  =  {ß  —  a)  {X  —  ßuM)  =  0 

Nvelche  den  Schnitt  der  beiden  Tangenten  nnd  den  Pnnct 
[M  =  0,  N  =  0)  enthält.  Das  Doppelverhältniss  der  Geraden 
N —  fiaM  ==  0,  N'  —  II ßM  =  0,  .  .  .  welche  ans  dem  Punct 
{M  =  0,  iV  =  0)  die  Pnncte  projicii-en.  in  den  die  Tangenten 
an  den  Pnncten  a,  ß,  ..  von  der  Tangente  an  dem  Pnnct  u 
geschnitten  werden,  ist  das  Doppelvei'hältniss  der  Zahlen  ua, 
f.iß,  .  .  nnd  nicht  verschieden  von  dem  Doppelverhältniss  der 
Zahlen  a,  ß,  .  .  .  Demnach  ist  das  Doppelverhältniss  der  Tan- 
genten an  den  Puncten  a,  ß,  y,  d  dem  Doppelverhältniss  der 
Contacte  nnd  dem  der  Zahlen  a,  ß,  y,  ö  gleich.    Trigon.  §.  7,  15. 

Diese  Betrachtungen  sind  von  Sai.mox  (lonics  ca|).  I 'i  ge- 
geben worden. 

17.  Ein  Kegelschnitt  ist  durch  5  Pnncte  oder  durch  5  Tan- 
genten eindeutig  bestinnnt  ;  durch  i  Pnncte  nnd  1  Tangente 
oder  durch  4  Tangenten  und  1  Puncl  ideutig;  durch  3  Puncte 
und  2  Tangenten  oder  durch  3  Tangenten  und  2  Puncte  ideutig. 
Aus  diesen  Daten  kann  der  Kegelschnitt  berechnet  nnd  con- 
struirt  werden.  Die  Mehrdeutigkeit  wird  dadurch  gemindert, 
dass   ein    gegebener  Punct   auf  einer  gegebenen  Tangente  liegt. 
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Newton  Princ.  I  prop.  22  ff.  Vergl.  Brianchox  ligues  du  2. 
ordre  45  ff.  Poxcelet  propr.  proj.  341.  Steiner  geom.  Constr. 
§.  20.  Joachimsthal  analyt.  Geom.  p.  iOO.  Meveu  Programm 
Königsberg  1862. 

Nicht  unal)hängig  von  einander  sind  5  Puncte  einer  Parabel 
oder  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  4  Puncte  eines  Kreises  (Det. 
§.  17,  5);  ein  Brennpunct  und  4  Puncle  eines  Kegelschnittes 
(Det.  §,  17,  7).  Aus  der  Relation  dersell)en  ergiebl  sich  die 
Bestimmung  des  Brennpunctes  für  einen  Kegelschnitt  der  4 
Piincle.     Vergl.  Fiedler-Salmon  1873  p.  26(3  und  p.  410. 


§.  87.    Zwei  Kegelschnitte. 

1,  Wenn  u  =  aa:-  ■+■  hiß  -l-  c  +  ify  +  i  gx  -+-  2 /wy  und 
V  =  a,  x^ -I-  Ä| //'- -H  ..  nach  den  Potenzen  von  ?/  geordnet 
werden, 

so  findet  man 

A„i    \  [     J  A      ^    A    „    \ 

:   21  +  20y   =  R,, 

=   20  +  \.i)y   =   ^21 
und  durch  Composition  dieser  beiden  Gleichungen 

=    Bin 


A  +  Ay  \ 

_     A     A 

+  Ay 

B,+B,y\ 

B.      Bi 

+  Bi>  y 

u      Ao  \    _ 

A2  +  A^y 

^0 

V      Bo\~ 

B2  +  B,y 

B, 

M 


21    20 
20    10 


Hier  ist  ll/f^  eine  Function  «ten  Grades  von  x  und  Aten  Grades 
vi>n  y.  Ebenso  werden  aus  den  nach  x  geordneten  Functionen 
II  und  V  die  Functionen  Byo ,  R\ii   -^04  t^omponirt. 

In    einem   gemeinschaftlichen   Punct  x\y   der   Kegelschnitte 
u  =  0,  V  =  0  ist  jede  der  componirten  Functionen  null.    Da-   f 
her    sind     die    Abscissen     der    gemeinschaftlichen    Puncte    die 
Wurzeln   der  Gleichung  i2jQ  =  0.    und  die  Ordinaten  sind  die 
Wurzeln  der  Gleichung  i?04  =  ^' 


§.  37.    Zwei  Kegelsclmitte.  267 

Wenn  bei  der  \\  iirzel  a-^-  der  I{^Q  =  0  die  lineare  Function 
Ji.^^  der  y  iiiclil  iiiihedingt  null  ist,  so  ist  sie  null  in  einem 
iiemeinschaftliL'hen  Pnncl  der  beiden  KegelscIuiiUe.  Daiier  wird 
die  der  Abscisse  x^  entsprechende  Ordinate  des  gemeinschaft- 
lichen Punctes  durch  die  Gleichuniz  li-^i  =  0  oder  durch  die 
congruente  (deichung  i?2i  =  ^  bestimmt. 

Wenn  aber  bei  der  Wurzel  X{  die  Grössen  Ol.  Oi,  12  alle 
null  sind,  mithin  eine  Gleichung  ersten  (irades  für  y  nicht 
evistirl,  so  ist  x^  keine  Ifache  ^\'ur/el  der  Ii^„  =  0.  in  Be- 
tracht dass 

(101      Ü2  Ol      fZ02 

"  d02      12  02      dn 

Der  2 fachen  Abscisse  x^  entsprechen  2  Ordinalen,  bestinnnl 
durch  die  Gleichung  u  =  0  oder  durch  die  in  diesem  Fall 
i?2  :  ^1  :  -^0  ""^  ^2  •  ^1  •  ^o)  t^ongruenle  Gleichung  v  =  0. 
Der  :i  fachen  Abscisse  x^  entsprechen  die  3  Ordinalen 
i?;..  =  0.  der  ifachen  Abscisse  a-j-  entsprechen  die  4  Ordinalen 
i?,j^  =  0.  welche  aber  von  den  2  Ordinalen  u  =  ^  nicht  ver- 
schieden sind.  Man  hat  in  dem  ersten  Fall  einen  Punct  .r^ly,- 
nnd  2  Puncte  ^'i  yi ■,  oder  3  Funde  x^y^:  in  dem  andern  Fall 
2  Pnncle  x^  y^  und  2  Puncte  x^  y^'.  oder  einen  Punct  xfyi 
und  .i  Puncte  x^  y/,  oder  i  Puncte  x^\yi. 

2.  Demnach  haben  die  beiden  Kegelschnitte  i  gemein- 
schaftliche Puncte,  die  gelrennt  sein  können,  auch  wenn  2 
unter  ihnen  dieselbe  Abscisse  haben.  Wenn  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Punct  1,  2,  3  andre  zusammenfallen,  so  haben  die 
Kegelschnitte  daselbst  einen  2,  3.  4punctigen  Conlacl  (Be- 
rührung Her.  21er.  3  ler  Ordnung.  Der  3punclige  ;und  mehr- 
punctige)  Conlacl  heisst  eine  Osculalion.  Wenn  mit  dem  ersten 
gemeinschaftlichen  P\incl  der  zweite,  mit  dem  dritten  der  vierte 
zusammenfällt,  so  haben  die  Kegelschnitte  2  z\%eipunclige  Con- 
tacte   (doppelte  Berührung) . 

Wenn  zwei  gemeinschaftliche  Puncte  .4,  A'  nicht  real  sind 
bei  conjugirl-complexen  Coordinaten,  so  liegen  sie  auf  einer 
realen   Geraden    (§.  28,  3j    und    haben  eine    reale   Mitte.      Diese 
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reale  Gerade  nach  Poncelet  propr.  proj.  50  eine  corde  ideale 
zu  nennen,  ist  seit  der  Aufnahme  von  Elementen  mit  coraplexen 
Coordinaten  überflüssig.  Wenn  die  andern  beiden  gemein- 
schaftlichen Puncto  B.  B'  nicht  real  sind  und  mit  den  beiden 
ersten  zusammenfallen,  so  haben  die  Kegelschnitte  2  nicht  reale 
(^ontacte  auf  der  realen  Geraden  AA'  (Chorde  der  Contacte. . 

Wenn  it^Q  unbedingt  null  ist.  mithin  die  Gleichung  für 
die  Abscissen  der  gemeinschaftlichen  Puncto  nicht  existirt,  so 
haben  die  Kegelschnitte  alle  Puncto,  oder  im  Fall  dass  einer 
aus  -2  Geraden  besteht  ,  alle  Puncto  einer  Geraden  gemein. 
Wenn  R^q  nicht  ilen,  sondern  Men.  2 ton,  Iton,  Oten  Grades 
ist,  so  sind  I,  2,  3,  4  Wurzeln  der  (ileichung  E^q  =  0  un- 
endlich, also  1,  2,  3.  4  gemeinschaftliche  Puncto  unendlichfern. 
W^enn  eine  Asymptote  der  u  =  0  mit  einer  Asymptote  der 
r  =  0  parallel  ist.  so  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct  unend- 
lichforn;  wenn  die  Kegelschnitte  eine  Asymptote  gemein  haben, 
so  haben  sie  auf  derselben  einen  unendlichfernen  Contact. 
Zwei  Ellipsen,  wolelio  ähnlich,  concentrisch.  porspectivisch  sind, 
haben  2  Contacte.  unendlichfern  und  nicht  real.  Zwei  Parabeln, 
welche  gleich  und  ähnlich  vuid  deren  Axon  vereint  sind,  haben 
einen  i  punctigen  Contact;  die  gemeinschaftliche  Tangente  ist 
die  unendlichferno  Gerade  [R^q  ist  nicht  ilen  Grades  für  x, 
sondern  constanl,  ^^enn  r —  u  consfanti. 

Ein  Kreis  ist  durch  '■]  Puncto  boslinuiil.  auch  wenn  die- 
selben auf  einer  gegebenen  Linie  einander  unendlichnah  liegen. 
Ein  Kreis  kann  daher  einen  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  als  3punctig  berühren;  wenn  er  in  einem  Scheitel  den 
Kegelschnitt  3punclig  berührt,  so  berührt  er  ihn  auch  ipunctig, 
wie  in  der  Diflerentialgeometrie  bewiesen  wird. 

3.  Zwei  Kreise  haben  2  unendlichferne  Puncto  gemein 
(parallele  Asymptoten! ;  die  2  ondlichfernen  gemeinschaftlichen 
Puncto  werden  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt. 
Zw^ei  concentrische  Kreise  haben  2  Contacte,  auf  der  unendlich- 
fernen  Geraden  und  nicht  real. 

Es  giebt  eine  Tripelserie  von  Kegelschnitten,  welche  2  ge- 
gebene Puncto  enthalten.    Wenn  fc,  /,  m  lineare  Functionen  des 
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l'niicles  x\y  sind,  so  sind  ?/  -(-  A/  =  0 ,  u  -\-  km  =  0  zwei 
i\c!ielsflniitle,  %velche  die  Puncle  («  =  Ü,  k  =  0)  enthalten. 
Diese  Keizelschnitte  hal)en  i  andre  Puncto  gemein,  die  auf  der 
[.iuie  u  ■+-  k/  —  [u  -+-  km)  ==  0  d.  i.  /;(/  —  7«)  =  0  liegen, 
mithin  auf  einer  Geraden  des  Puncles   [l  =  0 .    m  =  0  . 

Es  giebt  eine  Doppelserie  von  Kegelschnitten,  welche  3  ge- 
gebene Puncto  enthalten.     Die  Kegelschnitte   (§.  35,  17) 

a  h  c  a'        b'         c' 

k  l  ni  Kim 

haben  noch  einen   Panel  gemein,   niimlich 

k'   f  '  m    ^   ^^'•■^  •  ^''"^  •  ^^^^ 
wobei     bc]   =  bc' —  b'c,   u.  s.  w  . 

4.  Der  Beweis ,  dass  zwei  Kegelschnitte  i  Puncte  gemein 
haben,  war  bisher  nur  in  dem  Fall  geführt  worden,  dass  die 
Wurzeln  der  Gleichung  7?^^  =  0  von  einander  verschieden  sind. 
Einen  in  allen  Fallen  genügenden  Beweis  hatte  Hesse  analyt. 
Geom.  des  Raumes  p.  III  und  in  Sehlömilch  Zeitschrift  I87i 
p.  6  auf  ganz  andre  Grundlagen  gestellt.  Durch  den  gemein- 
schaftlichen Punct  X  ij  der  Linien  li  =  0  und  r  =  0  wird  eine 
Gerade  Ax  -\-  Bij  +  C  =  0  gezogen ;  nach  Elimination  der  x,  y 
aus  dem  System  der  3  Gleichungen  bleibt  die  Gleichung  fjn  =  0. 
Hier  ist  q  eine  Form  4  ten  Grades  der  yl,  B,  C  von  der  be- 
sondern Art,  dass  sie  durch  4  lineare  Formen  der  A,  B,  C 
theilbar  ist :  in  den  linearen  Formen  haben  A,  B,  C  bestimmte 
Coefficienten,  die  homogenen  Coordinaten  der  gemeinschaftlichen 
Puncte  (u  =  0,   V  =  0). 

5.  Auf  anderm  Wege  gelangt  man  zu  den  gemeinschaft- 
lichen Puncten  [u  =  0,  v  =  0),  wenn  man  sie  auf  der  Linie 
u -{- ?.v  =  0  sucht,  und  die  Constante  '/.  so  bestimmt,  dass 
ti  +  /.v  Singular  d.  h.  durch  weniger  als  3  Quadrate,  mithin 
durch  ein  Product  ausdrückbar  wird.     Z.  B.  für 

u  =  ax-  +  211X1/  +  hj-  +  Igx ,      v  =  a^x-  +  'Ih^Xj/  +  b^y-  +  'lg\X 
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findet  m;in  n  -\-  kv  bei  g  -f-  A<7,  =  0 

[ag)xi  +  •l{hg)xy  +  {hg)>ß,       ag  =   ag,_  —  a,g,  .  .  . 
oder  bei  h  -f-  Ib^  =  0 

{ab)x^  +  ■l{1ih)xy  +  ■2{gb)x 

In  beiden  Fällen  besteht  u  -i-  iv  =  0  aus  2  Geraden,  deren 
jede  2  gemeifischaftliche  Puncte  [u  =  0 ,  v  =  0)  enthält. 
Das  erste  Paar  von  Geraden  sei  AA',  BB\  das  andere  AB, 
A'B':  dann  sind  die  gemeinschaftlichen  Puncte  A,  A',  B,  B'  be- 
stimmt. Im  vorliegenden  Fall  liegt  B  auf  A ,  in  welchem  die 
Kegelschnitte  einen  äpunctigen  Contact  haben.  Ihre  gemein- 
schaftliche Tangente  daselbst  a:  ==  0  ist  unmittelbar  zu  erkennen. 


6,  Auf  dem  angezeigten  Wege  ist  die  Resolvente  3ten 
Grades,  aus  deren  Wurzeln  die  Wurzeln  der  Gleichung  4ten 
Grades  E^Q  =  0  berechnet  werden ,  unmittelbar  erreichbar. 
LAMfi  Examen  1818  p.  70.  Jacobi  Grelle  J.  14  p.  286.  Salmox 
Conics  296.  Hesse  Schlörailch  Zeitschrift  1876  p.  14.  Nach 
§.  33,  1   ist 

I  o  +  P.rti      h  +  ?.hi      g  +  Xgi   1 

det  {u  +  U-)  =      //  +  ;.7(,      h  +  ;.&i      /■  +  Afi   I 

\  g  +  '/.gi      f  +  )-fi      c  +  Aci  | 

=   (7u  +  (hJ-  +  d.,)^  +  (U.^ 


rfn     = 


a 
h 

I  9 

d,   = 


det« 


«1 


«1 

h 

9  i 

a 

h, 

9 

h 

h 

f 

+ 

h 

h 

f 

9i 

f 

<-• 

9 

fi 

c 

I 

i  '* 

I  9 


9i 

''      9i 


=  dett' 


=  a'rtj  +  b'bi  +  c'ci  +  -If'fi  +  2g'gi  +  Ih'hi 
lU   =  «/«  +  bi'b  +  c^'c  +  2fif  4-  'Igx'g  +  2hi'h 

Da  det{u  -i-  Iv]  eine  Function  3ten  Grades  von  l  ist, 
welche  3 mal  null  wird,  so  giebt  es  unter  den  Kegelschnitten 
u  H-  /y  =  0  der  4  Puncte   (u  =  0,    v  =  0)   3  singulare   (und 
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reducible) .     Die   übrigen  Kegelschnitte  sind  ordinär,   und  zwar 

EIIij)sen    und   Hyperbeln    getrennt   durch   2  Parabeln,    je   nach 
dem  AVerth  der  Subdeterminante 


ff  +  /ffi     li  +  /7?i 
h  +  '/.h,       b  +  ?.b. 


(■'+  {ab^  —  Ihh^  +  ba^)?.  +  c,'A2 


Wenn  durch  eine  lineare  Sul)stitulion,  deren  üeterniinanto 
£  ist.   die  Fornien   u,   v  der  x,  _y,   t  ilbergehn  in 

U  =  Ax'-^  +  liy'^  +  67'^  +  .  .  ,        V  =   A^x'^  +  .  . 

so  ist  bei  allen  /.     §.  33,  4) 

tU>t(f/+  }.V)   =   fielet  (i<  +  ).v) 

folglich 

Do  Dx  Do  D, 


do  dl  ^2  <^: 


d.  h.  nicht   nur  d^  und  (^3 ,    sondern   auch   dy   and  do   sind  in- 
variant. 

7.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  det(u  +  ?.v]  =  0  werden 
durch  ?.^,  Z^,  A.,  die  Puncte  [u  =  0 ,  v  =  0]  durch  A,  A' , 
B,  B'  bezeichnet.  Dann  ist  u  -\-  h^v  =  kk'.  d.  h.  11  +  AjV  =  0 
besteht  aus  den  Geraden  k  =  0  und  /:'  =  0,  auf  welchen  die 
Puncte  [u  =  0,  v  =  0)  liegen,  z.  B.  AA'  und  BB'.  Für  die 
von  /j  verschiedenen  /.^  ^^i^^l  /g  erhält  man  u -i-  'A.2V  =  ll' 
und  w  -4-  /3V  =  miii\  so  dass  u  •+■  '^..^v  =  0  aus  den  Geraden 
Z  =  0,  /'=  0  z.  B.  AB,  A'B'  besteht,  und  u  +  A3  r  =  0 
i  aus  den  Geraden  m  =  0,  vi'  =  0,  d.  i.  AB',  A'B.  Dann  sind 
die  Puncte  [u  =  0  ,  y  =  0 )  nicht  verschieden  von  den  Puncten 
[kk' =  0,  ll' =  0):  A  liegt  auf  ^.4',  AB,  AB';  A'  liegt  auf 
AA' ,  A'B',  A'B,  u.  s.  w% 

Wenn  u  =  px  -\-  qy  +  r  ,  r  =  jj'x  -\-  q'y  -i-  r' ,  so  liegt 
der  Schnittpunct  AA'-BB'{k  =  0,  /:' =  0)  auf  den  Geraden 
{§.  33,  2) 

P  +  '^-iP   =  U  ,         2  +  /,  2'  =  0  ,         r  +  ;.i  r'  =  0 
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Bezeichnet  mandieSclmittpuncte^4'-5Z?',  ÄB'A'B',  AB'- AB 
durch  1,  2.  3,  so  dass  j)  in  dem  Pnnct  I  den  Werth  p^  hat, 
n.  s.  w..  so  hat  man 

Ih  +  ^-12^1'=   0  gi  +  Ai2i'=   0  rj  4-  /.;ri'=  0 

^2    +    '■2P2     =     "  ?2    +    ^-222'=     "  ^"2    +   ^-2 ''2'  =     0 

i^3    +    hlh     =     "  33    +   >-3?3'  =     f  »'s    +   ^-3^3'   =     0 

und  durch  Composition 

P\Xi  +  qiij2  +  >*i  +  ^-lilh'^i  +  q^'tji  +  >'i')    =    0 
Pi^).  +  22«/!  +  '-2  +  >->{l'iOC^  +  qrHi  +  r-i)    =   0 

Nun  ist  7^1X2  -+-  .  .  =  ^A^Xj  +  .  .  .   folglich 

(Ai  —  ;.2)(i)i'a;-.  +  21V2  +  '-i')   =   0 

und  da  /.j —  /..,   nach  der  Voraussetzung  nicht   luill  ist, 

P\X-2  +  qi'}/2  +  r/  =  0,      2^iX2  +  q^y-,  +  j-j    =   0 
{P\  +  '■P\')x-i  +  (?i  +  H\)yi  +  '•.  +  ^'"i'  =  *^ 

d.  h.  die  Schuitlpuacte  AA'-BB',  AB'A'B',  AB'-A'B  bilden 
ein  harmonisches  Tripel  an  den  Kegelschnitten  m -j- Ar  =  0. 
Hesse  Raumgeometrie  p.  182  und  a.  a.  0.  Dieser  Satz  ist  un- 
mittelbar zu  erkennen,  wenn  die  Puncte   [u  =  0.  r  =  0)  real 

sind  (§.  34,  4). 

8.  Sowohl  wenn  die  Puncte  A,  A'.  B.  B'  real  sind,  als 
auch  wenn  A  und  .1',  B  und  B'  conjugirt-complexe  Coordi- 
naten  haben,  so  sind  die  Schnittpuncte 

ÄA'BB',         ABA'B',         AB'A'B 

real,   mithin  A, ,  )..^^   A3   real. 

Wenn  A  und  A'  real  sind,  und  B  und  B'  conjugirt-com- 
plexe Coordinaten  haben,  so  sind  die  Gerade  ßß'.  der  Schnitt- 
punct  AA'-BB'  und  /,,  real.  Die  Coordinaten  der  Schnitt- 
j)uncte 

ABA'B\        AB'-A'B 
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sind  ooiijugirl-coiDplex,  also  sind  auch  //'  und  //*/«',  /..^  und  /.., 
conjuizifl-coinplcx.  und  die  heidcn  Schniltpuncle  licLren  auf  der 
reaicu  (icradcn 

{jj,   +  li>\')x  +  (y,   +  ).<ji')!i  +  r,   +  ;.r,'  =    0 

der  Polare  des  Srluiidpnnrk's  AA'-lili'  an  den  Keiielsciniillen 
V  -\-  Xv  =  0. 

Wenn  B  aul'yl  l'jilll,  so  liahcn  die  Keaelsehniüe  u-+-/.r  =  0 
einen  Ü  punctigen  Contacl  in  yl,  und  AB  is(  eine  gemeinschaft- 
liehe Tangente.  Die  beiden  Schnillpuncle  AA'-BB\  AB'-A'B 
fallen  auf  A,  also  ist  X^  ==  X^,  Wenn  ziigleich  /?' auf  A'  fällt. 
so  fallt  die  (ierade  BB'  auf  AA',  und  u  ■+■  'X^r  ist  ein  Quadrat. 
Umgekehrt:  wenn  die  Gleichung  det(i/  +  Xv)  =  0  2  Wurzeln 
l^  hat,  so  haben  die  Kegelschnitte  u  +  li->  =  0  einen  oder 
zwei  Gontacte,  je  nachdem  u  +  X^v  durch  zwei  Quadrate  oder 
durch  eines  ausdrückbar  ist. 

Wenn  A'  und  B  auf  A  fallen,  so  hal)en  die  Kegelschnitte 
u  +  Xv  =^  0  einen  3punetigeu  Contact  in  A;  die  Schnittpuncle 
AA'-BB',  AB-A'B\  AB'-A'B  fallen  auf  .1,  also  ist  ?.^  =  X.^ 
=  Ag.  Wenn  zugleich  B'  auf  A  fällt,  so  fällt  die  Gerade  BB' 
auf  die  Tangente  AA',  und  u  -+■  X^v  ist  ein  Quadrat.  Umge- 
kehrt: Wenn  die  Gleichung  det(M-l-  'Xv)  =  0  3  Wurzeln  A, 
hat,  so  haben  die  Kegelschnitte  u  -\-  Xv  =  0  einen  3punctigen 
oder  einen  4punctigen  Contact.  je  nachdem  u  +  k^v  durch 
zwei  Quadrate  oder  durch  eines  ausdrückl)ar  ist. 

In  dem  Fall  dass  die  Kegelschnitte  m  +  Ar  =  0  2  Gontacte 
haben,  bilden  mit  der  Chorde  der  Gontacte  nicht  nur  die  beiden 
gemeinschaftlichen  Tangenten,  sondern  auch  je  2  Gerade,  die 
'mit  den  beiden  Tangenten  in  Harmonie  sind,  ein  harmonisches 
Tripel  an  den  Kegelschnitten.     Denn  man   iial 

n  +  k^v  =   k-  u  +  X2V   =   11' 

(A,  —  hr){u  +  Xv)   =   (A  -  X.,)JS^  —  (A  —  l,)ll' 

Also  ha(  u  -t-  Xv  =  0  die  Tangenten  ^  =  0.  /'==()  und  die 
(iliorde  der  Gontacte  k  =  0.  Die  Gleichung  u  -|-  /  r  =  0 
kann  durch 

Baltzer,   anal.  Geom.  lg 


■l'k 
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4p 


;.  — ;. 


■1c^  —  {l   +    0l')i+{l  —  Ql'Y     =     Ü 


crselzl  werden  ])ei  allen  o.  d.  Ii.  i;.  :}i.  18  :  die  Geraden 
/-f-6Z'==0,  /—  p/'=0,  welche  mit  /  =  0.  Z' =  0  in 
Harmonie  sind  .  bilden  mit  Ä-  =  0  ein  liarmonisches  Tripel  an 
den  Keüelschnitten. 


Üeranach  sieht  es  an  den  Keüelsehnilten 


/-?; 


0   ein 


bestimmtes  harmonisches  Tripel  123,  wenn  /, .  /.^  ?  ''-3  nugleidi 
sind :  davon  sind  2 .  3  auf  der  Polare  des  I  nicht  real ,  wenn 
^2 ,  A3  conjugirt  complex.  Dagegen  giel)t  es  auf  der  Polare 
des  1  eine  Serie  Paare  23,  wenn  Aj  "^^  ^^?,  ^'^^'^  "  "•"  ^2^'  ^'" 
Quadrat .  so  dass  die  Kegelschnitte  2  Contacte  liaheu.  Vergl. 
Joachimsthal  analyt.  Geom.  d.  Ebene  p.  196.  Fiedler -Salmo.n 
Keselschnitle  p.  370  und  478.  Lindemann -Clebsch  Vorlesungen  I 
p.    I3Ö.    S(.hrüter-Steiner  Kegelschnitte  §.  54. 


9.     I.    Der   Kegelschnitt    h  -^  Xv  =  0    wird   von   der   Ge- 
raden    Ax  ■+■   ßy  -H   C  =   0     berührt     unter    der    Bedingung 
g.  34,14) 


=  0 


a  +  ).Ui 

h  ■¥  )Jh 

9  +  ^•9\ 

A 

h  +  ;.Ä, 

b  +  ).h, 

f  +  ^-fi 

B 

9  +  ''■9\ 

f  +  A/-, 

C  +   /.Ci 

C 

A 

B 

C 

0 

2?,/ 


/.,;.-  =  0,   wobei 


2U   = 


a      h      g 

A 

! 

a 

.        Ä 

9\     ^ 

= 

h      b      f 
9      f      c 

B 
C 

h  = 

h 
9 

1     h 

U     B 
c,      C 

ABC 

0 

A 

B 

C      U 

«] 

h      g      A 

a 

h> 

U      ■' 

4 

a      h      ( 

n    A 

^1 
9i 

)      f      B 
f     c      C 

+ 

h 
9 

f  i 

c      C 

5 

+ 

h      b      , 
ff      f      « 

f,     B 
;,      C 

6      . 

B     C      0 

A 

U 

C      ti 

A    B 

J       0 

Denn    man    erhalt    durch   Theilung    der    binomischen   (Kolonnen 
8  Determinanten :  die  erste  ist  von  K  unabhängis.  die  folgenden 


§.   37.     Zwei   Kci-'rlscliiiitlr.  27ö 

;5  sind  (liirch  k  lheill);ir.    die  folgenden  3  sind  die  Theile  einci- 
dnrcli  /.-  Ilieilbaren   Delei'niinante,   die  letzte  ist  null. 

Wi'MU  die  heiden  Keiiclsclinille  ??  =  ().  r  =  0  iiiid  tlif 
(lerade  gestehen  sind  .  so  isl  die  (ilcicIniiiL;  Kir  Ä  (|iiadi'aliscli 
mit  den  W  ni/.cln  /.',  /":  es  giehl  zwei  Ketielsciniille  u -f-  k'v 
=  Ü  und  ((  -4-  l"v  ^=  0  der  \  Funde  [u  =  0,  v  ^  ^  Ü) ,  welche 
die  iiegehone  Gerade  herühi'en.  Diese  heiden  Kegelschnitte 
(allen  auf  einen  hesliinnilen  Kegelschnitt  (m-h/i'  ^  0,  t^^-ht^l 
=  Oj,  wenn  die  (ileichnngen  /q  -|-  t^?.  =^  U  uiul  t^  -+■  f..,l  ^^  0 
congruiren,  d.  h.  wenn  die  (iei'ade  der  (ileichung  iQt.2  ■—  t^'- 
=  0  genügt. 

Durch  i  l'unctf  und  eine  Tangente  wird  ein  Kegelschnitt 
eindeutig  bestininil,  wenn  die  Tangente  einen  der  Pnncte  ent- 
hält (^.  35,  17).  Also  isl  t^t.)  —  /|  "^  =  0  die  Serie  der  (ieraden. 
welche  die  l'uiicte  [u  =  0,  r  =  0)  enthalten,  die  Gleichung 
dieser  Puncle.  Fiedler -Salmon  Kegelschn.  p.  467.  Dieselbe 
Gleichung  hatte  Hesse  auf  anderem  Wege  und  in  anderer  (ie- 
stalt  gefunden    (4). 

II.  Wtiim  U  =  a'A'^-hb'ß-  -{-.  .,  V  =  a^'A^^  +  b^'B^  +  .  .  , 
so  ist  C7-t-  /  r  ^  0  eine  Serie  von  (ieraden.  welche  die  Ge- 
raden (U  =  ()  .  1'  =  0)  enthalt,  d.  h.  die  gemeinschaftlichen 
Tangenten  ihrer  Enveloppen,  der  Kegelschnitte  ti  =  0,  r  =  0 
(§.  34,  14).    Für  den  Funcl  x\y  der  Enveloppe  von  LI -\- kV  =  0 


liat   man 

u'  +  Äa/      1/  + 

Ih,'     y' +  Igi 

X 

h'  +  Ih^        b'  + 

g'  +  ^■g\'    f  + 

y 

1 

=   0 

X                            IJ 

1 

0 

d.  i.    7'o  -h  2  7\A-4-  7\)J  = 

=  0.   Wül)ei 

a' 

h'    g'     X 

T,  = 

h' 

g' 

X 

b'    f    y 
f     c       1 

y     1     0 

-  u  det« 

u.  s.  w.     Es  giebt  zwei  Keg 

elschnitte  U  + 

k'V  =  0,    U  -\-  l"V 

=  0   der   4  Tangeuten   [U 

=  0,    T"  =  Ü;,    welche  beide  einen 

18* 
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gegebenen  Punct  enthalten.  Durch  4  Tangenten  und  einen 
Punct  wird  ein  Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt,  wenn  der 
Punct  auf  einer  der  Tangenten  liegt.  Also  ist  7"^  T.^  —  T^  *^ 
=  UV  dein  Aeiv —  T'j  ^  =  0  für  einen  Punct  einer  gemein- 
schaftlichen Tangente  der  Kegelschnitte  m  =  0 .  v  =^  0 ,  die 
tileichung  dieser  Tangenten.     Fiedler-Salmon  a.  a.  U. 

10.     I.    An    dem   Kegelschnitt   u  +  Ay  =  0    der   4   Puncte 

[ii  =  0,   V  ==  Ü)   hat  unter  den  Voraussetzungen 

p  =   ax  +  hti  +  g  p'  "=   «1  ■^'  +  ^*i  //  +  yi 

u.  s.  w.  der  beliebige  Punct  1    die  Polare   (§.34,  4) 

■px^  +  qij^  +  r  +  }.[p'xi  +  5  Vi  +  '*')    =   0 

Dieselbe  enthalt  bei  allen  k  den  dem  Punct  1  entsprechenden 
Punct  2 

{PX\  +  'iy\  +  »■   =    0,     p'x^   +  q'ni   +  r'  =    0) 

so  dass  die  Puncte  1  und  i  in  Harmonie  sind  mit  allen  Kegel- 
schnitten der  4  Puncte.  Poxcelet  propr.  proj.  81  u.  370.  Einen 
besondern  Fall  hatte  bAMf:  Examen  p.  34  gegelxui.  Chasles 
Con.  300  ff.     Vergl.  Fu;1)leu-Salmo.n  Kegelschn.  p.  l'iö  u.  405. 

Wenn  der  Punct  1  unendlichfern  in  gegebener  Richtung, 
so  ist  der  entsprechende  Punct  t  das  (lenlrum  eines  Kegel- 
schnittes der  4  Puncte.     Für  den   Punct  2  liat  man 


fiq  =  0 ,       p  +  t^q    =0 
0 


p       q 
p'     q 


d.  h.  das  Centrum    eines  Kegelschnittes    der  4  Puncte  liegt  auf 
einem  bestimmten  Kegelschnitt  (§.  36,  4). 

Wenn  der  Punct   1   auf   der  Geraden   A\B\C  liegt,    so   hat 
man  für  den  Punct  2 


pXi    +  qy^    +  r    =   ü 

P 

<1 

r 

P'ooi  +  q'yi  +  r'  -=   0 

P' 

q 

r' 

=   0 

Axi  +  Byx  +  6'   =  ü 

A 

B 

C 
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Den  l'nm-lcn  I  dir  (ier;i(lt'ii  ciitspicrlicri  dii-  Piincte  2  eines 
bestimmten  Kegelsclinittos .  insbesondere  die  -i  l'uncle,  von 
welciien  je  z\v(m  in  lliirmonic  sind  mit  den  Kegelschnitten  der 
i  Pnncte  7  .  liir  die  l'nncle.  welche  den  l'\incten  der  iiii- 
endUchfernen  (ieraden  [A  ^^  0,  ß  ^^  0)  entsprechen,  erhiill 
man  den   vorigen  Satz. 

II.  Dieselben  Bemerkungen  gelten  .  wenn  das  Element 
x\i/\]  nicht  ein  Pnnct.  sondern  eine  (ierade  ist.  Andern  Kegel- 
schnitt ;(  ■+■  Xv  ==  0  der  '(  Tangenten  [u  =^  0,  r  =  0)  hat  die 
(ierade    I    den   Pol 

p.r,    +   .  .   +   /.(^/.Ti    +   .  .)     =    U 

Derselbe  enthält   bei  allen  /.  die  (ierade  2 

[px^  +  .  .   =    0  ,    p'xi  +  .  .    =   0) 

SO  dass  die  (Ieraden  I  und  2  in  Harmonie  sind  mit  allen  Kegel- 
schnitten der   '(   Tangenten. 

Wemi  die  (ierade  I  die  unendlichterne  (ierade  [x^  =  0. 
y^  =  0)  ist,  so  liegt  ihr  Pol  r  -+-  ).r'  =  0  auf  der  Geraden 
(r  =0,  r'=  0).  Dieser  Pol  ist  das  Cenlrum  des  Kegel- 
schnittes, welcher  von  den  (jei'aden  u  ■+■  /.v  ■=  0  berührt 
wird:  das  Ontrum  eines  Kegelschnittes  der  i  Tangenten  liegt 
auf  einer  bestimmten  (ieraden,  der  Mittellinie  des  Vierecks  der 
Tangenten.  Nkwton.  Vergl.  i^.  :^0,  16  und  ^.  36.  7.  Pllt.ker 
(,relle  .1.  6   p.  122.     Sm.mu.n  Conics  p.  2'«l. 

Den  Geraden  I  eines  gegebenen  Punctes  entsj)rechen  die 
Geraden  2,  die  einen  bestinmilen  Kegelschnitt  berilhren,  ins- 
besondere die  3  (ieraden,  von  welchen  je  zwei  in  Harmonie 
sind  mit  den  Kegelschnitten  der   i  Tangenten. 

11.  Die  Paare  von  Pnncten  einer  (ieraden.  welche  auf  den 
Kegelschnitten  von  i  Pnncten  liegen,  sind  in  Involution.  Und 
die  Paare  von  (ieraden  eines  Punctes .  w  eiche  die  Kegelschnitte 
von  4  Tangenten  l>eriihren.  sind  in  Involution  (§§.  5.  7.  13,  9). 
Dieser  umfassende  Satz  ist  in  einem  Salz  von  Desargies  (Trigon. 
§.  7,  49  und  M]  enthalten,  wenn  man  §.  ö,  2  beachtet.  Vergl. 
Gh.^sles  Gon.  300  ff". 
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Denn  die  Kegelschnitte  n  =  0,  r  =  0,  u  -+-  ).v  =  0  der 
4  l'micte  [u  ==  0.  v  =  0)  haben  mit  einer  Geraden  die  Punete 
A  nnd  .1',  B  und  B' .  C  nnd  (''  gemein.  Werden  die  l>eiden 
letztern  durch    I    und  2  l>ezeichnel.  so  ist 

U2    +    Xv-,     =     0  «2  «'2 

Nach  §.  3i.   I    hat  man 

CA    CA'    _    u^  (IB    CB'    _    r^ 

CA  CA'    ~   m  CB  C~W    ~   V2 

folglich   {CC'AB)  =  {CC'B'A')   oder 

{ABCC)  =    {B'A'CC)   =  (^'5'C"r7) 

Ebenso   bei   zweiter   Interpretation   der   rüeichnngen    mit   Rück- 
sicht auf  §.  34.  4.  II  und  §.  29,  10. 

Der  bewiesene  Satz  erstreckt  sich  auch  auf  die  Kegel- 
schnitte der  4  Punete  (Tangenten)  ,  welche  aus  Paaren  von 
Geraden   fPunclen)  bestehn. 


Capitel  VIT. 
Die  Linien  nter  Ordnung. 

§.  88.    Die  mehrfachen  Piincte  singuISrer  Linien. 

1.  Dio  iMinclion  /"  /den  (irndes  der  x,  y  (§.  20)  wird  durch 
die  Sid>stilutinn  x  =  a  -\-  x\  y  =  h  -\-  y'  tr;msf(ti'inirl  in  eine 
Function  dei'  x\  y\   d.  h.  in  die  Summe 

r,  s  =^  {),  \,  2,  .  .         r  +  .s  ^  n 
und  nach  Formen  der  x  —  o,  ij  —  b  geordnet 

f  =   Jf,j  +  W|   +    .  .    +  lln 

so  dass  uj^  eine  Form  klen  Grades  von  k  •+-  I  Gliedern  ist, 
und  U}^  =  0  eine  Linie  fcter  Ordnung  bestehend  aus  k  Geraden 
des  Punctes  a\b. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  bei  x  =  a  die  Gleichung 
/  =  0  für  y  die  Wurzel  b  hat,  so  dass  der  Punct  a  b  auf  der 
Linie  /  =  0  liegt,  «<q  =  0  ist.  Um  die  Linie  /  =r  0  in  ihrem 
Punct  a\b  zu  untersuchen,  zieht  man  die  Gerade  y  —  b  =  l[x — a) 
des  Punctes  ab.  Diese  hat  bei  allen  l  auf  der  Linie  den  Punct 
a\h  und  n —  I  andre  Puncte ,  weil  nach  der  Substitution 
y  —  b  =  X[x  —  a]    die    Function    /'  durch  x  —  a    theilbar  ist. 

3.  Unter  den  Geraden  des  Punctes  ab  ist  die  Gerade 
?<j  =  0  (mit  bestimmtem  A)  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie 
2  vereinte  Puncte  ah  und  n  —  2  andre  Puncte  der  /  =  0  ent- 
hält, weil  nach  der  Substitution  /  durch  [x  —  a)^  theilbar  ist. 
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Diese  Gerade  ist  die  Tangente  der  /' =  0  mit  dem  Contact 
ab.  Sie  berührt  daselbst  die  Linie  im  Allgemeinen  2punctig; 
ausnahmsweise  3punctig,  wenn  nach  der  Substitution  /  durch 
{x  —  a)'*  theilbar,  u.^  durch  i<[  theilbar  ist.  U.  s.  w.  Es  giebt 
auf  der  Linie  eine  bestimmte  Menge  Puncle  mit  osculirenden 
Tangenten.  Da  eine  Tangente  mit  der  Linie  n  —  2  andre 
Puncte  gemein  hat ,  die  im  Allgemeinen  von  einander  verschie- 
den sind,  so  giebt  es  auf  der  Linie  eine  bestimmte  Menge  Puncte, 
deren  Tangenten  die  Linie  nochmals  berühren  f Puncte  mit 
Dop])el  langenten  ,   Newton  nieth.   flux.  V  p.  lOi  . 

Wenn  die  Gerade  u^  =  0  die  Linie  in  dem  Punct  a  h  mein- 
als  npunctig  lierührt.  so  ist  m,  Divisor  der  i/p  u.,^  ...  m„,  also 
der  /;  die  Gerade  u^  =  0  hat  alle  Puncte  mit  der  Linie  /  ==  0 
gemein,  weil  die  resultirende  Gleichung  nicht  existirt.  Die  Linie 
nter  Ordnung  ist  in  diesem  Fall  reducibel.  sie  besteht  aus 
der  Geraden  «^  =  0  und  einer  Linie  [n  —  l)ter  Ordnung. 
Und  wenn  die  Linie  nter  Ordnung  mit  der  Linie  mter  Ordnung 
r/  =  0  mehr  als  7nn  Puncte  gemein  hat,  so  existirt  die  resul- 
tirende Gleichung  nicht ;  /"  und  (/  haben  einen  gemeinschaftlichen 
Divisor  (Determ.  §.  I  1 ,  8),  die  beiden  Linien  haben  eine  Linie 
gemein. 

3.     Wenn  p,   q    lineare    Functionen    dei-    x .    r/ ,    und    wenn 

i'yj.,  vj^  Formen  tten  Grades  der  x^  y,  also  auch  der  /?,   q  sind, 

so  ist 

f  =  ''o  +  «1  +   .  .  </  =   r„  +  f>i  +   .  . 

ff  +  <1<J  =  pi<v  +  iv>,  +  {pui  +  qVi)  +  .  . 
nach   Formen  der  p.  q  geordnet. 

Demnach  hat  die  Linie  pf  +  qg  =  0  den  Punct  [p  =^  0, 
5'  =  0)   mit  der  Tangente  puQ  +  qii^  =  0. 

Weil  pf-\-  q^g  =  puf^  -\-  [pu^  ■+■  q'^v^^)  -i-  .  .  ,  so  hat  die  Linie 
pf-\-  q^g  =  0  den  Punct  [p  =  0,  ry  =  0 )  mit  der  Tangente 
p  -=  0. 

Wenn  p^  p.^  .  ..  lineare  Functionen  der  x,  y  sind,  so  hat 
die  Linie  p^p.^  ..  -j-  q-g  =  0  den  Punct  (pj  =  0,  g  =  0) 
mit  der  Tangente  p,  =  0  ,  den  Punct  (^2  =  0,  ^  =  0)  mit 
der    Tangente    /jj   =    0 ,     u.  s.  w.      Die    Tangenten   p^   =   0, 
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p,^  z=  0  .  ...  deren  CoiiUicle  auf  der  (Jerad«'n  ^  =  0  liegen, 
li;d)en  mit  dci-  [.inie  p^p-i  .  .  ■+■  q^g  =  0  andre  Punele  gemein, 
dii-  anl  dt'V  Linie  r/  =  0  liegen.  Poncelet  (jcllc  .1.  8  p.  387. 
Salmon  Plane  cnrves  I8.">2,  12. 

Insbesondeic  wiivl  die  Linie  iiler  Ordnung  />,  p^P:-  •+-  q^P  =  ^ 
von  der  Geraden  q  z:=  0  aueh  von  der  nncndlichfernen  (iera- 
den)  in  den  Pniuilen  yl,  B,  C  und  von  den  Tangenten  AA, 
BB,  CC  in  den  Pnnclen  A' ,  B' ,  C'  gesehnillcn.  die  anl  cinci' 
Cicraden  liegen.  Wenn  zugleich  A'  auf  A  liegt,  und  /j'  a\if  B^ 
so  fällt  C  auf  C,  weil  die  Gerade  AB  mit  der  Linie  3ter 
Ordnung  nielit  mehr  als  :}  Puncte  gemein  hat.  Daher  liegen 
'.]  Puncte  einer  Linie  "{ter  Ordnung,  welche  osculirend(^  Tan- 
genten haben  (Inüexionen  ,  auf  einer  GeradcMi;  mehr  als  3  solche 
Punele  können  nicht  real  sein.    MA<:t.AURiN  lin,  geom.  58  und  68, 

4.  WCnn  n^  unbedingt  null  ist,  mithin  die  (Jleichung 
u^  =^  0  nicht  existirt ,  so  ist  nach  i\cv  Substitution  /'  durch 
[x  —  a)-  theilbar;  alle  Geraden  des  Punctes  a\b  haben  2  Puncte 
a\b  und  n  —  2  andre  Puncte  der  /  =  0,  ohne  ini  Allgemeinen 
Tangenten  der  Linie  zu  sein,  l'nter  diesen  Geraden  sind  die 
beiden  Geraden  u.y  =  0  (mit  2  bestimmten  l)  dadurch  ausge- 
zeichnet, dass  sie  je  3  Puncte  a\b  und  n  —  3  andre  Puncte  dei' 
/  =  0  enthalten.  Jede  dieser  beiden  Geraden  berührt  im  Allge- 
meinen 2|)nnctig  die  Linie  in  dem  Punct  a\b\  ausnahmsweise 
mehrpunctig.  wenn  bei  ihrem  Ä   zugleich  w.,  ,  .  .   null  siiul. 

Der  Punct  a\b  mit  2  Tangeuten  w^  =  0  heisst  ein  2 fache r 
Pnnct  (Doppelpunct,  p.  duplex)  der  Linie  /  =  0:  ein  Knoten 
(nodus,  decussatio),  wenn  seine  Taugenten  real,  ein  conju- 
girter  Punct  (p.  conjugatum,  isolatum),  wenn  seine  Tangenten 
nicht  real  sind,  eine  Spitze  (cuspis,  rebrousseraent,  Rttckkehr- 
puncl)  ,  wenn  seine  Tangenten  vereint  sind.  In  dem  Doppel- 
punct sind  2  Zweige  der  Linie  zu  unterscheiden,  reale  im 
Knoten,  nicht  reale  im  conjugirten  Punct.  In  einer  Spitze 
berühren  sich  2  Zweige  ,  die  entweder  getrennt  sind  durch  die 
gemeinschaftliche  Tangente  (Spitze  erster  Art],  oder  nicht 
getrennt   (Spitze  zweiler  Art,  Schnabel). 
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Die  niohrfachcn  Puncto  von  Linien  sind  erkcinnt  und  be- 
schrieben worden  von  Newton  Enunieratio  1704,  IV  und  V.  die 
Spitzen  werden  von  Joh.  Bernoulli  Brief  an  Leibniz  1695  Juni  8 
und  L'HospiTAL  Analyse  des  infin.  petits  109  erwähnt.  Vergl. 
Maclaurin  Geom.  orgauica  1720.  Eiler  Introd.  II  c.  13.  Gramer 
Courbes  algebr.  p.  409,  u.  A. 

5.  Beispiele.  Die  Linie  x'^  -\-  y-''  —  '^axy  =  0  enthält  den 
Punct  OjO  mit  den  Tangenten  xy  =  0,  der  ein  Doppelpunct 
(Knoten)  der  Linie  ist.  Von  diesen  Tangenten  wird  die  Linie  je 
2punctig  berührt. 

Die  Linie  xy"^- —  [x  —  9)(:r  — 2)'^=0  oder  nach  F-in- 
ftlhrung  von  x  —  2 

2?/-'  +  7  (a;  —  2)2  —  {x  —  2)^  =  0 

enthält  den  Punct  2j0  mit  den  Tangenten  iy''  +  1  [x  —  2)^  =  0. 
der  ein  conjugirter  Punct  der  Linie  ist. 

Die  Linie  {^y  +  x  +  0)2  _|_  2(a:  —  a)-^  =  0  hat  die  Spitze 
«I  —  a  mit  der  Innen- Tangente  2y -h  j  -l- «  =  0.  von  der 
sie  ipunctig  berührt  wird.  Wenn  2Q,P  +  OQ  +  a  ---  Yi 
2QP'-4-  OQ  +  rt  =  0 ,  so  ist  2P'F  =  y  ^'""  ('onträr  gleichen 
Werthen. 

Die  Linie  ay  -  —  x  ix  -+■  b)''=0  d.i.  ay'^  +  b{x  -^  b)  ^  —  {x  +  6)  ^ 
=  0  enthält  den  Punct  — h\Q  mit  den  Tangenten  ay'^-i-blx-i-b)'^ 
=  0.  und  der  ein  Knoten,  ein  conjugirter  Punct,  eine  Spitze 
der  Linie  ist,  je  nachdem  <tb  negativ,   positiv,   null  ist. 

Die  Linie   [x'^ —  a^)^  =  (iy'^['iy  +  Sa]   hat 

den  Punct      aO      mit  den  Tangenten  i{x  —  a)^  —  3y-   ^   0 

„  „  0|  — ff    „      „  „  2x2  —  ;^(y  +  a)2    =   0 

Die  Linie  y  =  x  [\  -\-  Yx)  d.  i.  \y  —  x)'^  -  a?^  =  0  hat 
die  Spitze  OjO  mit  der  Innen-Tangente  3/  ~  .r  =  0;  die  Spitze 
einer  Linie  3ter  Ordnung  kann  eine  Aussen -Tangente  nicht 
haben.  Die  Linie  y  =  x'^[\  ■+■  "]/.')  d.  i.  [y  —  x'^)- —  a;^  =  0 
hat  die  Spitze  0,0  mit  der  Aussen-Tangente  ;/  ^  0;  auf  dieser 
Tangente  liegen   4  Puncto  0  0  und  der  Punct   1,0  der  Linie. 
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Wenn  p.  7  liiieaii'  !•  uiidioiicii  der  x-,  y  sind,  und  wenn 
die  iMinetionen  /",  </,  h  iler  x,  y  in  dem  Pnncl  (p=0,  7  =  Oj 
die  Werlhe  /q,  ^^, ,  h^  hal)en.  so  endviill  die  Linie 

V'-t  -^  P'IO  +  'J-h  =  0 

den  Uoppelpunel   ^y;  =  0,   y  =  0)    mit  den    langenten 

P'-fii  +i}'iyn  +  ^2^0   =  0 

Wenn  /',  y.  r  lineare  Fnnctionen  der  .r,  y,  so  wird  die  Linie 

2)^  +  (/3  +  r^'   =  0 
d.  i.     (/)2  +  52  +  r2)3  —  Tiififi^r'-   =   0 

von  den  Geraden  p-  -\-  q-  =  0  berührt  auf  der  Geraden  r  =  0. 
u.  s.  w.  Die  Lii\ie  hat  keinen  realen  Punct  ausser  den  4  Puneten 
^p2  ,^,  ^2  ^^  ;,2)_  Durch  Entwiekehmg  nach  steigenden  Formen 
der  q  —  p,  V  —  p  findet  man   die  (ileiehung 

'i(ypi[{q-pf  —  {q-p)(r-p)  +  (r  -  p^]  +  ..   =   (» 

Also  ist  der  Punet  \p  =  q  =  r)  ein  Dopjtelpunct  der  Linie 
mit  den  nielit  realen  Tangenten 

{q-py-iq-p){r-p)  +  {r--py  -  0 

Von  derselben  Art  ist  der  Punct   [p  =  q  "^^  — r),  u.  s.  w. 

6.  Wenn  ?<,  und  ».,  unbedingt  null  sind,  mithin  auch  die 
Gleichung  u.j  =  0  nicht  existirt .  so  ist  nach  der  Substitution 
y  durch  [x  —  a)^  theilbar.  alle  Geraden  des  Punctes  ab  haben 
3  Puncte  a\b  und  «  —  3  andre  Punete  der  Linie  /"  =  0.  Unter 
diesen  Geraden  sind  die  3  Geraden  «3  =  0  (mit  3  bestimm- 
ten l)  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  je  4  Puncte  a\b  und 
n  —  4  andre  Puncte  der  /  =  0  enthalten.  .lede  dieser 
3  Geraden  berührt  im  Allgemeinen  2punctig  die  Linie  in  dem 
Punct  a\b;  ausnahmsweise  mehrpuuctig,  wenn  bei  ihrem  l 
zugleich  Mj ,  .  .  luill  sind.  Der  Punct  a  b  ist  demnach  ein 
3  fach  er  Punct  der  Linie  /=  0  mit  den  3  Tangenten  «3  ^0, 
von    denen    eine    unbedingt    real    ist.     Wenn    z.  B.  /7,    q^   r,    t> 
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Functionen  der  .c,  y  sind,  die  in  dem  Punct  a\h  die  Werthe 
r^s-i  %)  '■() )  ^''o  hf»'>en,  so  ist  der  Punct  «6  nnf  der  Linie 

p{x  —  0!):^  +  q{x  -  n)'i{y—h)  +  /•(.»•—  a){>i  -  h)t  +  s{>,  —  hf  =  0 
ein   3facher  Punct  mit   den  Tangenten 

d.  i.    7/  —  6   =  A(.f  -^  a),  p^  +  q(^l  +  r^l'  ■+■  N,,^-^  =   0. 

Wenn  alle  Geraden  des  Punctes  a\b  k  Punkte  a\b  und 
71  —  k  andre  Puucte  der  Linie  /  ^  0  enthalten,  d.  h.  wenn  t/, , 
"2?  --j  ^'Jc—i  unbedingt  null  sind,  so  ist  der  Punct  a\b  ein 
Afacher  Punct  der  Linie  mit  den  fc  Tangenten  ";t  =  0,  die 
ausnahmsweise  nicht  alle  von  einander  verschieden  sein  können. 
In  dem  A- fachen  Punct  der  Linie  sind  k  Zweige  derselben  zu 
unterscheiden;  wenn  diese  real  getrennt  sind,  so  kann  ein 
l)ewegter  Punct  die  ganze  Linie  nicht  durchlaufen,  ohne  den 
A- fachen  Punct  Ainal  zu  überschreiten.    Bei  einem  Ä- fachen  Punct 

kaiui   man   IM    Paare    von   Tangenten    und    ebensoviel   2  fache 

Puncte  unterscheiden,   ferner  i     |  3 fache  Puncto,   u.  s.  w. 

Bei  ti'ansscendenten  Linien  kann  es  sich  ereignen,  dass  ein 
Punct  derselben  weder  eine  Mehrzahl  von  Tangenten,  noch 
überhaupt      eine     bestimmte     Tangente     hat.       Auf    der    Linie 

y  =  .r  sin  -  ist  der  Punct  0  0  von  solcher  Beschaflenheit.   (Iauchv 

X 

Applic.  du  calc.  intin.  a  la  geom.  1826.  Lee.  i.  Es  können  auf 
transscendenlen  I^inien  mehr  Puncte ,  sogar  alle  Puncte  diese 
Eigenschaft  haben. 

7.  \\  enn /;^  eine  Form  kien  Grades  der  x,  y,  so  hat  die 
Linie  f^  -l-/„_i  +  /^_2  -+-  •  •  =^  ^  "'it  (^^^'  Geraden  y  =  Ix  des 
NuUpunctes  (eines  gegebenen  Punctes)  n  Puncte  gemein.  Durch 
die  Substitution  y  =  Ax  wird  J'j^  =  Ij^x^  und  Ij^  eine  Function 
kien  Grades  von  A ;  daher  sind  die  Abscissen  der  Schniltpuncte 
die  Wurzeln  der  Gleichung  l^x^  -\-  ln—\x^'~'^  +  .  .  =  0.  Die 
Summe  der  Wurzeln  ist  —  l^_^  :  /„.  Also  hat  die  Mitte  der 
Schnittpuncte  die  Goordinaten 


§.  38.    Die  melirfachen  Puncte  singulürer  Linien.  28."> 

X  =     -^-^  y  -   ).x 

Dtibei    ist   /^,a^'  =r  /^.,    l'olLdicIi   bri    .ilU'ii   / 

(1.  li.  die  (iiTiideii  eines  Piincles  schiu'iden  eine  iiegeltene  Linie 
niev  Ordiiunti  in  je  /(  Funeten  ,  deren  Mitten  auf  einer  Linie 
derselben  ürdnung  liesien.  Der  i^egebene  Funct  ist  ein  [n  —  I)- 
facher  Funct  auf  der  Linie  der  Mitten  mit  den  Tangenten 
J'n  .\  ==  0.  Die  Linie  der  Mitten  luit  mit  der  gegebenen  Linie 
die  unendlichfernen  Functe  gemein  aui  den  Geraden  /„  =  0. 
Vergl.  §.  34,  \i.     Mag.nls  Aufg.  p.  275. 

8.  Wenn  die  Function/  /tten  Grades  der  x,  y  nach  For- 
men der  X  —  a ,  y  —  h  in  «^  -t-  w,  -H  .  .  entwickelt  wird ,  so 
sind  die  Coefficienten  6',.^  (1 ,  bestimmte  Functionen  des  Fuuctes 
a|6,  ausdrückbar  nach  dem  Taylor  sehen  Satz  durch  die  ^^  ertlie. 
welche  /'  und  deren  Fluxionen  (l)ifterentialquotienten  in  dem 
Funct  a\h  haben.  Nun  ist  der  Funct  <i\b  ein  einfacher  Fund 
der  Linie  /=  0,  wenn  u^^  null  und  Wj  nicht  unbedingt  null 
ist;  er  ist  ein  :ifacher  Funct.  wenn  (/^  und  die  beiden  Coeffi- 
cienten der  «j  null  sind  und  u.,  nicht  unbedingt  null:  er  ist 
eine  Spitze,  wenn  zugleich  u.^  ein  Quadrat  ist:  er  ist  ein 
3facher  Funct,  wenn  w,, ,  die  2  Coefficienten  der  »,  und  die 
3  Coefficienten  der  u.,  null  sind  und  u^  nicht  unbedingt  null. 
U.  s.  w.  Daher  haben  die  Grössen  a,  ö,  wenn  der  Funct  a  b 
ein  2facher  Puncl  sein  soll,  3  Gleichungen,  wenn  er  eine  Spitze 
sein  soll,  4  Gleichungen  zu  genügen.  Wenn  der  Funct  ein 
3facher  Funct  sein  soll,  so  haben  seine  Coordinaten   I  -h  2  H- 3 

=   1  .^  j  Gleichungen  zu  genügen;  wenn  der  Funct  ein  Ä;facher 

Funct    sein    soll,  so  haben  seine    Coordinaten    I  -f-  2  -t-  .  .  -h  /^" 

=  I  I  Gleichungen  zu  genügen. 

Ein  System  von  mehr  als  2  Gleichungen  für  2  Grössen  ist 
nicht   unbedingt  möglich;    die  Function  ;iten  Grades  muss  von 
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besondrer  Art  (singulär)  sein,  um  den  erwähnten  Mehrloi- 
derungen  zu  entspreclien :  eine  Linie  7?ter  Ordnung  f=  0 
hal  nicht  unl)edingt  einen  mehrfachen  Pnncl.  Die  Function  /' 
ist  singnliir.  wenn  die  Linie  /'  =  0  singnljir  ist  d.  Ii.  einen 
mehrfachen  Punct  l)esitzt;  die  Function  ist  ordiniir,  wenn  (he 
Linie  ordinär  ist  d.  h.   nur  einfache  Puncte  hal. 

9.  Wenn  /  eine  Form  nten  Grades  der  x.  y,  t  mit  den 
ersten  Fluxionen  /^  ,  /^,  /),  so  ist  xCj,  -{-  yfy  -h  (/^  =  nf  nach 
Euler's  Satz.  Der  Punct  x  :  t\y  \  t  kann  ein  2facher  Pnnct  der 
Linie  /  =  0  nicht  sein,  ohne  dass  in  ihm/,  y^,  f.^|  null  sind, 
also  auch  J\  null  ist.  Die  Puncte  [f^  -=  0,  /^  =  ^)  können 
nur  dann  mehrfache  Puncte  der  /"  =^  0  sein,  wenn  ihre  Coor- 
dinaten  der  Gleichung  /^  =  0 ,  also  auch  der  Gleichung  /  =  0 
genügen.  Aus  dem  System  (./'  -^  Ü,  /^  =  0,  fy  =  ^]  oder 
dem  congruenten  einfacheren  System  [f^  =  0,  ./'.  =  0, 
f^  =  Ol  folgt  durch  Elimination  der  x  :  t ,  y  :  t  die  Gleichung 
,^=0,  so  dass  aS'  eine  bestimmte  Function  der  Coefficienten 
von /ist,  die  von  Sylvester  Philos.  Mag.  1851,  II  p.  406  so- 
genannte Discriminante  der  Form  /.  Daher  ist  die  Form  / 
wie  die  Linie  /  ^=  0  singulär,  wenn  die  Discriminante  der  /" 
null  ist,  oder  (was  dasselbe  ist)  wenn  für  einen  Punct  der 
Linie  die  erste  Differentialgleichung  derselben  nicht  existirt. 
Eine  reducible  Linie  fg  =  0  ist  nicht  ordinär,  weil  die  Puncto 
(/ =  0 ,    ^  =  0)   der  Linie  nicht  einfache  Puncte  sind. 

Die  Singularität  einer  Linie  ist  unabhängig  davon ,  ob  ein 
mehrfacher  Punct  der  Linie  reale  Tangenten  hat  oder  nicht 
reale;  die  Singularität  wird  aber  dadurch  verstärkt,  dass  es 
unter  den  Tangenten  eines  mehrfachen  Punctes  mehrere  giebt 
von  einer  Richtung,  mehrere  von  einer  andern  Richtung,  u.  s.  \\ . 
Die  Untersuchung  einer  ordinären  Linie  ist  schwieriger  als  die 
einer  singulären  Linie  derselben  Ordnung;  stärkere  Singularität 
der  Linie  erleichtert  die  Untersuchung.  Vergl.  Newton  Enume- 
ratio  VI. 

10.  Dieselben  Unterscheidungen  sind  auch  bei  den  unend- 
lichfernen Puncten  einer  Linie  zu  machen.  Wenn  /)^  eine  Foruj 
A'ten  Grades  der  x,  y  und 
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f  =   f„  +f„-i    +  ■■  +fo 

so  liegen  die  uiKMullicIifernen  PuniMe  der  Linie  /  =  0  auf  der 
Linie  y„  =  0,  d.  li.  auf  n  (leraden  de.s  Nullpuncles  §.  20,  i  . 
Kin  Divisor  der  /„  sei  »/  —  ax;  dann  ist  y  =  ax  eine  jener  n 
lieraden,  und  ?/  =  ax  -l-  fi  eine  ParalU-h-  derselben.  Uincli  di»; 
Substitution  y  =  ax  ■+■  ii  wird 

/•  =   A^x"  +  A^x"     '^  +  ^2^"~'  +  •  • 

so  dass  Ai  eine  l'unetiun  /ten  (irades  \on  //  ist.  Nun  ist  A„ 
der  Wertii.  welchen  /\^  bei  </  =^  oa'  hat.  also  null  bei  allen  //. 
und  die  (ileifhung  für  x 

Af^x"  +  A^x"-'^  +  .  .  =  0 

hat  eine  uueudliehe  Wurzel.  Daher  haben  alle  Parallelen  dei- 
y  =  ax  mit  der  Linie  /'  ^  0  n  Puncte  genjein.  untei-  welchen 
einer  unendlichfern  ist. 

Unter  den  Parallelen  ist  eine ,  deren  u  der  Gleichung 
.4,  =  0  genügt,  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  ??  Puncte  der 
Linie  enthält,  unter  welchen  2  unendlichfern  sind.  Diese  Ge- 
rade ist  in  dem  unendlichferuen  Punct  der  Linie  die  Tangente 
derselben  (eine  Asymptote  der  Linie),  im  Allgemeinen  2punctig 
berührend,  ausnahmsweise  3punctig,  w-enn  ihr  u  auch  der 
Gleichung  A.,  =  0  genügt,  u.  s.  ^^ .  Die  Asymptote  kann  die 
unendlichferne  Gerade  sein. 

11,  Wenn  A^  unbedingt  null  ist,  so  enthalten  alle  Par- 
allelen 71  Puncte  der  Linie,  unter  welchen  2  unendlichferu  sind. 
Unter  den  Parallelen  giebl  es  aber  2,  deren  u  der  (jleichung 
A<y  =  0  genügen,  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  n  Puncte  der 
Linie  enthalten,  deren  i  unendlichfern  sind.  Der  unendlich- 
ferne Punct  der  Geraden  y  =  ax  ist  in  diesem  Fall  ein 
2  f  a  c  h  e  r  u  n  e  n  d  1  i  c  h  f  e  r  n  e  r  Punct  der  Linie  mit  2  Tangenten 
(Asymptoten),  die  real  sind  oder  nicht  real ,  ausnahmsweise 
vereint.  Bei  realer  Tangente  der  unendlichfernen  Spitze  kann 
es  sich  ereignen,  dass  die  Spitze  selbst  nicht  real  ist. 
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Wenn  A^  und  A.2  unbedingt  null  sind,  so  enthalten  alle 
Parallelen  n  Puncte  der  Linie,  deren  3  unendliehfern  sind. 
Unter  den  Parallelen  haben  3,  deren  f.i  der  (Tleichung  A..  =  ö 
genügen,  je  i  uneudlichferne  Puncte  der  Linie,  und  berühren 
die  Linie  im  Allgemeinen  je  2punctig.  Der  unendlichferne  Puncl 
der  Geraden  y  =  ax  ist  in  diesem  Fall  ein  3  Fächer  unendlich- 
ferner Punct  der  Linie  mit  3  Tangenten  (Asymptoten),  von 
welchen  wenigstens  eine  real  ist.     V.  s.  w. 

Die  mehrfachen  unendlichfernen  Puncte  von  l.inien  sind 
zuerst  von  Newton  Enum.  V,  neuerlich  von  Poncelet  Grelle 
J.  4  p.  16  beachtet  worden.  Vergl,  Salmon  Plane  curves  43  f. 
Painvin  Nouv.  Ann.  1864  p.  145.  193.  24  L 

12.  Durch  die  Substitution  y  =  ax  -\-  jii  geht  die  Function 
/  nach  dem  Taylorschen  Satz  über  in 

so  dass  f\  f",  .  .  die  Fluxionen  der  /'  nach  y  sind,  und  /",  /'. 
/",  ..  die  Werthe  bedeuten,  welche  die  Function  und  ihre 
Fluxionen  bei  y  =  ax  haben.  Unter  den  einzelnen  Gliedern 
dieser  Reihe  sind  /^^  durch  .r''  theilbar,  /;j_|,  ./j/  dm-ch  .r"~' 
Iheilbar,  /„_•>'  fn—\'  Jn  il^"'^''»  t""^"^  theilbai-,  u.  s.  \\ . 
Also  isl 

4,  =  fu  ■■  ^" 

^3    =    if„~-3  +  /■.-2V  +   i/^-l  V  +   U,:V)   :   ^""' 

u.  s.  w.  Bei  7/  =  ax  ist  f\^  =  0,  /!„  =  0:  der  miendlichferne 
Punct  der  Geraden  y  =  ax  ist  ein  einfacher  Punct  der  Linie 
mit  der  Tangente   (Asymptote) 

A^   =  0      oder      f„_^  +  f,/."   =   0 
d.  i.     /■„_!  +  4'(//  -ax)    =^    0 
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WO  /,/  nicht  null  unter  der  Voraussetzung,  dass  y  —  ax  ein 
einfaciier  Divisor  der  Form  /^  war. 

Wenn  /„'  null  und  fn—\  nicht  null,  so  ist  die  izesuchte 
Asymptote  keine  endlichferne  Parallele  der  y  =  ax,  sondern  die 
unendlichferne  Gerade:  die  Linie /=  0  hat  mit  der  unendlich- 
fernen Geraden  2  oder  mehr  vereinte  Puncte  gemein,  einen 
2punctigen  oder  mehrpunctigen  Contact  in  unbestimmbarer 
Richtung. 

Wenn/„ ^  und/„'  l)eide  null  sind,  so  hat  man  für  ti  keine 

Gleichung  ersten  Grades.  Dagegen  hat  man  für  f.i ,  wenn 
fn—2jfn—\:fn  nicht  alle  null  sind,  die  Gleichung  zweiten 
Grades  (A2  =  0) 

/•„_2 +  /■,._!> +  ^4'>-  =  0 
d.  h.  der  unendlichferne  Punct  der  Geraden  y  —  «x  =  0  ist  kein 
einfacher  Punct  der  Linie  /  =  0 ,  sondern  ein  2facher  Punct 
mit  2  parallelen  Asymptoten  y  —  ax  =  u.  von  welchen  die  Linie 
daselbst  je  2punctig  oder  mehrpunctig  berührt  wird.  Von  diesen 
Asymptoten  fällt  bei  /„"  =  0  die  eine,  bei  J\^'  =  0,  /„_{  =  0 
auch  die  andre  auf  die  unendlichferne  Gerade.  Wenn  die  beiden 
Asymptoten  nicht  real,  oder  real,  oder  vereint  sind,  so  ist  der 
unendlichferne  Punct  ein  conjugirter  Punct,  oder  ein  Knoten, 
oder  eine  Spitze  der  Linie  /  =  0. 

Wenn  die  Gleichung  zweiten  Grades  für  ^i  nicht  exislirt. 
so  hat  man  eine  Gleichung  dritten  oder  höhern  Grades  für  u. 
und  die  entsprechende  Menge  Asymptoten  y  —  ax  =  ii. 

18.    L  Wenn  y  —  ax  ein  einfacher  Divisor  der /,j  ist,    und 

demnach  /„  =  [y  —  ax)^^ 1,  so  wird  durch  die  Substitution 

y  =  ax  ■+■  u  die  Form  fj^  eine  Function  ^ten  Grades  von  x.  in 
der  x^'  den  Coefficienten  /yt(1,  a)  hat,  d.  i.  fj.  bei  x  =  \,  y  =  a. 
Also  erhält  man  durch  dieselbe  Substitution  in  /  =  0  die 
Gleichung  für  a; 

[-"5'„-i(i>«)  +  /"„-iCi,«);^"-'  +  ..  =  0 
welche  niederen  Grades  ist  unter  der  Bedingung 

d.   h.    die   Linie   [y  —  ax)g„ i(l;  «)    H-/„_i^l,ai   =  0    hat 

Baltzer,  anal.  Geoin.  19 
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mit  /'  =  0  mehr  als  einen  unendlichfernen  Punct  semein .  und 
ist  eine  Asymptote  der  /  =  0. 

II.  Wenn  bei  allen  x,  y 

—  fn-\  B  C 


(y  — «^).9,i_i  y  —  ax         5'„_i 

d.   h.   — /«— 1  =  Bg^^ -j  H-  Cnj  —  ax^^  so  ist 

%„-i(l,  «)  +  4-1(1'«)  =  0 

Von  dem  Bruch  — fn—\  '■  [y  —  «J^)//;t_i  kann  ein  Partial- 
brueh  des  Nenners  y  —  ax  abgelöst  werden  (Algebra  §.  10,  6): 
die  Constante  ii  erscheint  als  Zähler  B  des  Partialbruches  mit 
dem  Nenner  y  —  ax.  Dieser  Zähler  wird  nach  Eller  Calc.  diff. 
II.   40T  durch    — f\^ ^  :  f^  bei  x  =  1,   y  ^^  a    aLisgedrückt, 

wenn  /„   =  -s~  ,  wie  oben   (12). 

III.  Wenn  demnach  /„  =  C{y  —  ci^x){y  —  ö^x)  .  .  [y  —  a^x) 
das  Product  von  7i  verschiedenen  linearen  Formen  ist,  so 
hat  die  Linie  /  =  0  ebensoviel  Asymptoten  verschiedener 
Riehtungen 

y  —  rt,a;  —  ,«,  =  0 ,     .  .  ,    y  —  a,^x  —  ^,^  =  0 
die  nur  von  J)^  und  /,i_i  abhängen,  der  Art  dass 
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C{y  —  aix  —  ui){y  —  aox  —  ß-i)  .  •   =  f,i  +  /"„„i  +  y 

WO  (/  eine  bestimmte  Function  [n- — 2)ten  Grades  der  x,  y  ist. 
Unter  der  YoraLissetzung ,  dass  die  Gleichung  /„  =  0  für  y 
gleiche  Wiirzeln  nicht  hat,  und  dass  u,  v  Functionen  der  a-,  y 
sind,    deren   Grad   /i  —  2  nicht   ül)ersteitit .     haben   die   Linien 
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fn  "*"  fn—\  +  M  =  0  und  /),  4-  ./„_|  +  y  =  0  dieselben 
Asymplolen.  Vergl.  Nkwto.x  Enuni.  II,  i.  Ei  lkk  Inlrod.  II. 
§.    248.     Salmon  Plane  curves  43. 

14.  Beispiele.     I.  Die  Linie  3ter  Ordnung 

«/3  —  {Ix  —  7)  //-  +  (14a;2  —  2,Qx  +  ~)y 

—  8a;3  4-  20.^2  4-13x  —  5  =  0  • 

hat  die  unendliehl'ernen  Puncle  der  Geraden 

iß  —  Ixy^  +  14a;2y  —  hx^  =  {ij  —  x)[y  —  •lx){y  —  ^x)  =  0 

—  7«/2  +  30a;«  — 20x2 

— 7 s^N/    — ^\~    Jj*^'  y  =^  oc  triebt  jM  ^  1 

—  T//2  +  30a;^  — 20a;2 


7i/2  +  30a;y  — 20it;2 


bei  //  =  Ix  giebt  jM  =  —  6 
bei  y  =  ix  giebt  |t<  =  —  2 


(y  — ^)(//  — 2j:-) 
Also  hat  die   Linie  die  Asyni])toten 

y  —  07  =  1,    y  —  2x  =  —  6,    y  —  ix 
In  der  That  ist 

—  7//2  +  30  xy  —  20x2  i  q 


{y  —  x){y  —  2x){y  —  ix)  y—x        y  —  'lx         y  —  ix 

Die  erste  Asymptote  hat  alle  Piinete  mit  der  Linie  gemein,  und 
ist  ein  Theil  der  Linie.     Die  gegebene  Gleichung  ist  in  der  That 

{y  —  x  —  i)[y'i  —  {%x  —  %)y  +  8x2  —  2Sx  +  15]  ==  0 

Der  Kegelschnitt  \y~  —  .  .]  =  0  oder  [y  —  ix  +  %)  [y  —  4a;  -h  2) 
-+-3  =  0  hat  die  beiden  andern  Asymptoten. 

Der  Kegelschnitt  y'^  —  6a;?/  -j-  Sa;^  -I-  4(/  —  12a;  +  5  ^  0  d.  i. 

{y  —  2x  +  2){y  —  4x  -H  2)  -«-  1  =0 

hat  die  unendlichfernen  Puncte  jenes  Kegelschnittes,  seine  Asym- 
ptoten sind  })arallel  mit  den  Asymptoten  desselben.  Ueberhaupt 
seien  j9, ,  .  . ,  p^^  lineare  Functionen  der  a;,  ?/,  und  r  eine  Function 
(n  —  2)ten  oder  niedern  Grades:  die  Linie  2^[  •  •  Pn  +  r  =  0 
hat  die  Asymptoten  ^j,  ^  0,  ^2  =  0,  .  .(3i,  von  welchen  sie, 
wenn  /■  niedern  Grades,  mehrpunctig  berührt  wird. 

19* 
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II.  Die  PnraDel  y'^-  =  x  hat  den  Punct  0  0  mit  der  Tan- 
gente x  =  0 .  und  den  unendlichfernen  Punct  des  Diameters 
y  =  0.  Die  Gleichung  für  x  hat  eine  unendliche  Wurzel,  mehr 
])ei  unendlichem  y :  die  unendlichfernen  Punete  der  Parabel 
sind  vereint  auf  der  unendlichfernen  Geraden,  von  der  die 
Parabel  berührt  wird. 

Die  Linie  6ter  Ordnung  x^[<j  —  bx  —  c\-  =  a-  —  .r-  wird 
von  den  Geraden  a^  — .  ^.2  __  q  ])erührt  auf  der  Geraden  y  = 
bx  -\-  c.  Wenn  x  nicht  zwischen  — a  und  a.  so  ist  y  nicht 
real.  Die  unendlichfernen  Punete  liegen  auf  Parallelen  der. 
Geraden  x^[y  —  hx]"^  =  0.  Der  unendlichferne  Punct  der  Ge- 
raden y  r=  bx  ist  kein  einfacher  Punct  der  Linie,  sondern  ein 
2facher  Punct  mit  der  einen  Tangente  y  —  bx —  c  =  0:  aber 
die  unendlichferne  Spitze  selbst  ist  nicht  real.  Die  Gleichung 
für  y  hat  im  Allgemeinen  4  unendliche  Wurzeln,  bei  a;  =  0 
mehr:  der  unendlichferne  Punct  der  a:  =  0  ist  ein  4facher  Punct 
der  Linie  mit  der  einen  Tangente  x  =  0. 

III.  Die  Linie  a;'^  —  xij  -h  ]  =  0  hat  ihre  unendlichfernen 
Punete  auf  Parallelen  der  Geraden  a;  =  0.  Die  Gleichung  für 
y  hat  2  unendliche  Wurzeln,  mehr  bei  a-  =  0  und  bei  a-  =  oo : 
der  unendlichferne  Punct  der  a;  =  0  ist  ein  2facher  Punct  der 
Linie,  seine  Tangenten  sind  a-  =  0  und  die  unendlichferne 
Gerade. 

Die  Linie  xy-  —  y'^  —  Sxy  +  'ix  =  0  hat  ihre  unendlich- 
fernen Punete  auf  Parallelen  der  Geraden  xy- =  0.  Der  unend- 
lichferne Punct  der  a:  =  0  ist  ein  Ifacher  Punct  der  Linie  mit 
der  Tangente  x  —  1  =  0,  der  unendlichferne  Punct  der  y  =  0 
ist  ein  2facher  Punct  der  Linie  mit  den  Tangenten  y'~  —  'iy 
-4-2  =  0. 

Auf  der  Linie  a;^  —  ax'-y  +  by^'  =  0  ist  der  Nullpunct 
ein  Sfacher  Punct  mit  den  Tangenten  [by-  —  ax-)y  =  0,  der 
unendlichferne  Punct  der  x  =  0  ein  einfacher  mit  unendlich- 
ferner Tangente. 

Auf  der  Linie  (a;^-!-^/")^  —  'i,ax~y  -{-  ay'^  ==  0  ist  der  Null- 
punet  ein  Sfacher  Punct  mit  den  Tangenten  [y-  —  %x'^)y  =  0, 
die  unendlichfernen  Kreispuncte  sind  einfache  Punete  der  Linie 
mit  unendlichferner  Tangente. 
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Auf  der  Linie  ix-Uj  —  y^  —  x  =  0  ist  der  unendlichferne 
Punt't  der  Geraden  y  =  0  ein  einfacher  Punct  mit  der  Tangente 
y  =  0,  und  der  unendlichferne  Punct  der  x  =  0  ein  2facher 
Punct  mit  unendlichferner  Tauizenle. 

IV.  Die  Linie  y-{x —  I)"(a7 — 3)  =  I  hat  die  unendlich- 
fernen Puncte  der  Geraden  xy  =  0.  Die  Gleichung  für  x  hat 
2  unendliche  Wurzeln,  mehr  l)ei  ?/  =  0 ;  die  Gleichung  für  ?/ 
hat  3  unendliche  Wurzeln,  mehr  bei  [x —  \]^{x  —  3)  =  0. 
Daher  ist  der  unendlichferne  Punct  der  y  =  0  ein  2facher 
Punct  der  Linie  mit  der  Tangente  ^  =  0 ,  und  der  unendlich- 
ferne Punct  der  x  ==  Q  ein  3facher  Punct  der  Linie  mit  den 
Tangenten   [x  —  l)"(a;  —  3)  =  0. 

Die  Linie  x'-y'^'y  —  x)  —  xy{x-  +  y-)  -1-1=0  hat  die 
unendlichfernen  Puncte  der  Geraden  xy  [y  —  x)  =  0.  Der 
unendlichferne  Punct  der  y  =  a?  ist  ein  einfacher  Punct  der 
Linie  mit  der  Tangente  ?/  =  a:.  Der  unendlichferne  Punct  der 
?/  =  0  ist  ein  3facher  Punct  der  Linie  mit  den  Tangenten 
y[y'^  -t-  1)  =  0.  Der  unendlichferne  Punct  der  a-  =  0  ist  ein 
2facher  Punct  der  Linie  mit  der  Tangente  a:  =  0, 

Die  Linie  x-y-  —  ibx-y  —  b'-y"^  —  Ha'-xy  +  b-x-  +  Hh'^y 
+  2a^~bx  -i-  '2ai  —  b^  =  0  oder 

iß{jc-^  —  b-^y-  —  2y{x''  —  P)(/jx2  +  a^x  —  &-•)  +  [hx^  +  aP-x  —  b-)'- 
==  ai{2b-2  —  x^) 

hat  reale  Puncte,  wenn  x  zwischen  — bY~  i^^'i^l  by^-  Ibre 
unendlichfernen  Puncte  liegen  auf  den  Geraden  xy  =  0.  Der 
unendlichferue  Punct  der  x  =  0  ist  ein  2facher  Punct  der  Linie 
mit  den  Tangenten  x-  —  b'-  =  ().  Der  unendlichferne  Punct  der 
y  =  0  ist  ein  Sfacher  Punct  der  Linie  mit  der  Tangente  y  —  b  =  0. 
Aber  auf  der  realen  Tangente  ist  die  Spitze  nicht  real.  Gramer 
p.  269. 

15.  Wenn  das  durch  die  Coordinaten  bestimmte  Element 
der  Ebene  nicht  ein  Punct,  sondern  eine  Gerade  ist,  wenn  dem- 
nach f  eine  Function  «ten  Grades  einer  Geraden  (ihrer  Coordi- 
naten) ist,  so  ist/=  0  eine  Serie  ?jter  C lasse  von  Geraden, 
die  Serie   der  Tangenten   einer   Linie,    der  Enveloppe  der  Serie 
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(§.  28,  2).  Diese  Serie  nter  Classe  von  Geraden  ist  die  Reci- 
proke  der  oben  betrachteten  Serie  ?«ter  Ordnung  von  Puncten 
(§.  31,  7). 

Unter  den  Puncten  einer  Geraden  der  Serie  ist  ein  Punct 
dadurch  ausgezeichnet ,  dass  er  2mal  diese  Gerade  und  n  —  2 
andre  Gerade  der  Serie  enthält.  Dieser  Punct  ist  ein  Punct 
der  Enveloppe,  in  welchem  dieselbe  von  der  Geraden  der 
Serie  berührt  wird.  Es  giebt  eine  bestimmte  Menge  Gerade 
der  Serie  mit  je  einem  Punct,  der  3mal  die  Gerade  und  ?*  —  3 
andre  Gerade  der  Serie  enthält.  Ein  Punct  A  der  Enveloppe 
enthält  n  —  2  Gerade  der  Serie,  auf  welchen  die  Puncte  B,  C,  .  . 
der  Enveloppe  liegen.  Wenn  B  auf  A  fällt,  so  ist  A  ein  Punct 
der  Enveloppe  mit  2  Tangenten:  die  Enveloppe  hat  eine  be- 
stimmte Menge  Doppelpuncte. 

Wenn  alle  Puncte  einer  Geraden  der  Serie  je  2mal  diese 
Gerade  und  n  —  2  andre  Gerade  der  Serie  enthalten,  so  sind 
2  Puncte  dieser  Geraden  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  je 
3mal  diese  Gerade  und  n  —  3  andre  Gerade  der  Serie  enthalten. 
Diese  beiden  Puncte  sind  Puncte  der  Enveloppe ,  in  welchen 
dieselbe  von  der  Geraden  berührt  wird:  diese  Gerade  der  Serie 
ist  eine  Doppeltangente  der  Enveloppe  mit  2  realen  oder 
nicht  realen  Contacten,  insbesondere  eine  osculirende  Tan- 
gente, wenn  die  beiden  Contacte  vereint  sind.     U.  s.  w. 

Wenn  demnach  die  Serie  von  Geraden  ordinär  ist,  so  ist 
die  Reciproke  singulär.  Die  Serie  von  Geraden  muss  singulär 
sein ,  um  eine  Gerade  mit  2  Puncten ,  eine  Doppeltangente  der 
Enveloppe  zu  enthalten;  sie  muss  singulärer  sein,  um  eine 
osculirende  Tangente  der  Enveloppe  zu  enthalten.  Der  Grund 
zu  diesen  Bemerkungen  ist  von  Poxcelet  1828  Grelle  .1.  4  p.  13 
und  von  Pllcker  1834  Grelle  J.  12  p.  107  gelegt  worden.  Vergl. 
dessen  System  1835  p.  290  und  Theorie  1839  p.  207.  Salmon 
plane  curves  37  u.  38.    Lixdemaxx-Clebscu  Vorles.  p.  342. 


§.  39,    Zweige  einer  Linie. 

1.    Bei   der  Untersuchung  des  Verlaufs   einer  Linie  in   der 
Nähe   eines  ihrer  Puncte.    von   einem   endlichfernen  Punct   aus 
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oder  naeh  einem  iinendlichferneii  Puiirl  liiii,  lial  man  zu  unter- 
scheiden, ob  der  Punct  ein  einfacher  Puncl  der  Linie  ist,  durch 
den  ein  Zweig  der  Linie  an  einer  Tangente  geht,  oder  ein  mehr- 
tachei'  l'inict  mit  mehr  Zweigen  und  Tangenten;  für  jeden 
Zweig  ist  eine  besondre  Näher ungs-(il eich ung  aufzusuchen. 
Dazu  dienen  folgende  Bestimmungen,  weU*he  die  (Irundlage  der 
Newtonschen  und  der  Leibnizschen  Infinitesimah-ecluiung  l)ilden. 
Wenn  x  nicht  endlich  ist,  sondern  verschwindend  eva- 
nescens,  unendlich  klein,  infinite  parva),  und  u  real,  so  ist  a" 
versehwindend  ater  Ordnung,  i)ei  a  =  0  endlieh,  bei 
negativem  a  unendlich  ( — a)ter  Ordnung.  Zwei  von  ein- 
ander abhängige  Verschwindende  rj  und  a"  haben  dieselbe 
Ordnung,  wenn  ihr  Verhältniss  y  :  x"  endlich  ist  und  nicht 
null.  Wenn  demnach  verschwindende  oder  unendliche  x,  ij  die 
Ordnungen  1,  a  haben,  so  hat  xi^ y^i-  die  Ordnung  p-t-  «§;  oder 
wenn  a-,  y  die  Ordnungen  /?,  1  haben,  so  hat  xl-^y'i  die  Ordnung 

ßp  +  q- 

Wenn  bei  nicht  endlichen  x.  y  die  Glieder  x^'?/2.  x'^'y^ 
dieselbe  Ordnung  c  haben,  d.  h. 

2)  +  aq  =  r  +  as  =  c     oder    ß2J  +  2  =  ß>'  +  s  =  c 

so  werden  «,  c  oder  f].  c  durch  die  gegebenen  Exponenten  p.  q 
und  r,  s  ])estimmt.  Dabei  hat  ein  drittes  Glied  a;'?/"  die  Ordnung 
t  -h  au  oder  ßt  -t-  u.  die  im  Allgemeinen  von  c  verschieden  ist. 

3.  Die  Glieder  der  Function  /  von  x.  y  erhalten  ihre  durch 
*  bezeichneten)  Plätze  auf  der  Ebene  xy,  das  durch  x^y'i  theil- 
bare  Glied  auf  dem  Punct  p\q.  Die  Puncte  der  Glieder 
bilden  das  Polygon  der  Function.  Z.  B.  a  +  bxy^  -f-  cx^y 
•+■  dx-y^  ■+■  ex^y^  hat  das  Polygon 


Wenn  in  /  =  /;  +  /^  +  .  .  +  /^  keine  Glieder  fehlen,  so  ist  das 


ggg  Cap.  VII.    Die  Linien  niev  Ortlnung. 

Polygon    der    f  ein    volles    gleichschenkeliges    Dreieck    mit    der 
Spitze  /o  und  der  Basis  f„ . 

Wenn  bei  nicht  endlichen  r ,  y  die  Glieder  x^^y^.  x^y^ 
i>eide  die  Ordnung  c  haben,  d.  h.  p  H-  c^g-  =  r  +  as  =  c,  so 
liegen  die  Puncte  der  Glieder  auf  der  Geraden  a;  +  a?/  =  c. 
Die  gemeinschaftliche  Ordnungszahl  c  der  beiden  Glieder  wird 
nun  mit  Hülfe  des  Lineals  erkannt :  sie  ist  die  Abscisse  des 
Punctes,  in  welchem  von  der  Geraden  j^  q  •  r  s  [x  +  ay  =  c) 
die  Gerade  y  =  0  geschnitten  wird,  abgekürzt  »die  Abscisse 
der  Geraden  p  g  •  r|s.«  Oder  sie  ist  die  Ordinate  des  Punctes, 
in  welchem  von  der  Geraden  ßx  +  y  =  c  die  Gerade  x  =  0 
geschnitten  wird,  abgekürzt  »die  Ordinate  der  Geraden 
p\q   '  7'\s.«. 

V\^enn  der  Punct  t\u  auf  der  Geraden  p  q  •  r\s  liegt,  so 
ist  t  -+■  an  =  c:  das  Glied  t  u  hat  dieselbe  Ordnung ,  wie  die 
Glieder  p  q^  r  s.  Wenn  aber  der  Punct  t  u  neben  der  Ge- 
raden p\q  ■  r  s  liegt,  so  ist  t  -\-  cm  ^=  c\  d.  h.  der  Punct 
t'u  liegt  auf  der  Geraden  x  +  ay  =  c',  die  mit  der  Geraden 
p\q  '  r\s  parallel  ist.  Die  Ordnungszahl  des  Gliedes  tu  ist  die 
Abscisse  dieser  Parallele.     Folglich: 

Wenn  die  Glieder  x^'y'^^  x^'y^  beide  dieselbe  Ord- 
nung haben,  so  hat  das  Glied  x^y''  höhere  oder  niedere 
Ordnung,  je  nachdem  die  Gerade,  welche  den  Punct 
t  u  enthält  und  mit  der  Geraden  p  q  '  r\s  parallel  ist, 
eine  grössere  oder  eine  kleinere  Abscisse  (Ordinate) 
hat  als  die  Gerade  p  q  '  r  s. 

L.  B.  bei  verschwindenden  x  seien  OjO  und  3  3  Glieder 
einer  Ordnung.  Ihre  Gerade  hat  die  Abscisse  0 ;  die  Parallele, 
auf  der  die  Glieder  13,  2  4  liegen,  hat  eine  kleinere  Abscisse ; 
die  Parallele  des  Gliedes  3  1  hat  eine  grössere  Abscisse.  Also 
sind  13,  2  j  4  Verschwindende  negativer  Ordnung  (Unendliche 
positiver  Ordnung) ,  3  1  verschw  indend  positiver  Ordnung  neben 
den  endlichen  0  0,  3  3.  Oder:  bei  unendlichen  y  seien  0  0 
und  2  4  Glieder  einer  Ordnung.  Ihre  Gerade  hat  die  Ordinate 
0;  die  Parallele  des  Gliedes  Ij3  hat  eine  grössere  Ordinate;  die 
Parallelen  der  andern  Glieder  haben  kleinere  Ordinalen.     Also 
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ist  1:3  uneiidlich  positiver  Ordnung,  3  3,  13  sind  Unendliche 
negativer  Ordnungen  (Verschwindende  positiver  Ordnungen) 
neben  den  endlichen  0  0,   2]  5.     U.  s.  %v. 

3.  Daher  werden  statt  der  Gleichung  /' =  0  für  x,  7/,  die 
nicht  beide  endlich  sind,  X;iiierungs -Gleichungen  dadurch 
erhalten ,  dass  man  von  dem  Polygon  der  /  durch  das  an  zwei 
Polygonpuncte  angelegte  Lineal  einen  Theil  wegschneidet.  Bei 
kleinen  x  kann  man  z,  B.  durch  die  Gerade  0  0  '  2  i  die 
Glieder  3  3,  3  I  wegschneiden,  welche  höherer  Ordnungen 
sind,  in  Betracht  dass  die  Geraden,  welche  durcli  diese  Puncte 
I)arallel  mit  der  Geraden  0  0  *  2l|4  gezogen  werden,  grössre 
Abscissen  haben,  als  die  Gerade  OiO  '  2|i;  man  behält  die  bei 
kleinen  x  brauchbare  Näherung 

rt  +  bxjp  +  dx-ij^  =  0 

Bei  grossen  y  kann  man  durch  die  Gerade  3  I  •  2  i  die  Glieder 
0  0,  13  wegschneiden ,  w  eiche  niederer  Ordnungen  sind ,  in 
Betracht  dass  die  Geraden,  welche  durch  diese  Puncte  parallel 
mit  der  Geraden  3  1  •  2|4  gezogen  werden,  kleinere  Ordinaten 
haben,  als  die  Gerade  3  1  •  2  4 ;  man  behält  die  bei  grossen  y 
brauchbare  Näherung  cx'^y  -1-  dx-y^  ■+■  ex'^y'^  =  0 

d.  i.     ex  +  fZ//'  +  exij"^  =  U.     U.  s,  w. 

Insbesondere  behält  man  als  erste  Näherungen  je  eine 
Polygon  Seite  (mit  2  oder  mehr  Gliedern  besetzt),  auf  deren 
einem  Ufer  das  ganze  Polygon  liegt,  und  zwar 

bei  grossen  x  die  Seiten  Ü0'31,  311  '3,3 
tjei  grossen  x,  ij  die  Seite  3  3*24  d.  i.  f^ 
bei  grossen  ij  die  Seiten  24"13,    13-00 

Zu  den  Gliedern  der  Polygonseite  werden  dann  nach  Bedürfniss 
die  Glieder  hinzugesetzt,  deren  Puncte  der  Seite  zunächst  liegen. 

4.  Wenn  x  oder  y  oder  beide  unendlich  sind,  so  ist  die 
erste  Näherung  an/=  0  die  Gleichung /g  =  0,  deren  Glieder 
auf  der  Seite  3  3  •  2  4  liegen, 

[ex  +  di/)x'^i/^  =  0 
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für  die  Geraden,  mit  welchen  die  Asymptoten  der  /  =  0 
parallel  sind. 

I.  Bei  grossen  x  hat  man  die  Näherung  an  /  =  0  auf 
der  Polygonseite  0  1 0  •  'i  \ 

a  +  cx'^y  =  0 

für  einen  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  ?/  ==  0, 
und  auf  der  Seite  3   1  •  3  3 

cx'^y  +  ex^iß  =  0     d.  i.     c  +  etß  ==  e[y  —  «)(//  +  «)  =  0 

für  die  Asymptoten  y  —  «  =  0  und  y  -t-  «  =  0.  Die  dazu- 
gehörigen hyperbolischen  Zweige  der  /  =  0  werden  durch 
Hinzunahme  derjenigen  Parallele  gefunden,  welche  der  Seite 
3  1 1  •  3  3  zunächst  liegt :   die  Gleichung 

cx'^y  +  ex'^y'^  +  dx-y^  =  0     d.  i.     €x{y  +  a){y  —  a)  +  dy'^  =  0 

giebt  bei  kleinen  y  —  «  den  einen,  l)ei  kleinen  y  +  a  den  andern 
Zweig.     Bei  kleinen  y  —  a  ist  y  -h  a  nahe  Sor,   also  erhält  man 

2aex{y  —  (x)  +  da^  =  0     d.i.     2ex{y  —  a)  +  da-  =  i) 

für  den  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  ?/  —  a  =  0. 
Und  ebenso 

■2ex{y  +  a)  +  doC-  =  0 

für  den  Zweig  an  der  andern  Asymptote. 

Der  Divisor  y"^  der  /j;  zeigt  3  ins  Unendliche  sich  erstreckende 
Zweige  der  /  =  0  an ,  und  die  Anzahl  3  ist  in  der  That  die 
Summe  der  Ordinatendifferenzen  bei  den  in  Betracht  gezogenen 
Gliedern  0  0,  3  1,  3  3. 

II.  Bei  grossen  x.  y  giebt  die  Seite  3 '3  '  2 14  die  Näherung 
Qx^y'i  _j_  dx^y^  =  0.  Die  nächste  Parallele  dieser  Seite  enthält 
die  Glieder  f\.  Als  grössere  Näherung  an  /  =  0  hat  man 
demnach  bei  grossen  x,  i/,  aber  kleinen  ex  +  dy,  die  Gleichung 

{ex  +  dy)x~y'^  +  (b  +  c"^^  |a;i/3  =  0 

d^ 
d.  i.      (ex  +  dii)x  +  h  +  c    .,  =  d 
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oder  auch  nafli  .Mullii)licati(m  uiil        = 

,  1   V  he         d 

{ex  +  dii)y  —  -^^   —  -    =    0 

für  den  liyperholisehen  Zweig  an  der  Asymptote  ex  -\-  dy  =  0. 

III.    Bei    grossen  y  hat  man  die  Nälieruns  an  /  =  0  auf 
der  Seite  2  4-13 

f7x2j/4  +  Ixiß  =  0     d.  i.     dxD  +  Z*  =  0 
und  auf  der  Seite  13-00 

hxiß  +  a  =  0 
für   2   hyperbolische  Zweige    an    der   einen  Asymptote  x  =  0. 
Die  Anzahl  der  durch  x^-  in  f^  angezeigten  Zweige  ist  die  Summe 
der  Al)scissendifiFerenzen  bei  den  Gliedern  2  4,    1  3.  0  0. 

Demnach  hat  die  Linie  ./' =  0    die  6  unendlichen  Zweige: 

1)  bei  grossen  x 

a  +  cx'^y  =  0    und    {y  +  u)x  +  B  =  0    statt    y^  =  0 

2)  bei  grossen  x 

{dy  +  ex)x  +  ^  =  0    statt    dy  +  e^  =  0 
oder  bei  grossen  y 

{dy  +  ex)y  +  A'  =  0    statt    dy  +  ex  ^  i) 

3)  bei  grossen  y 

dxy  +  h  =  0    und    bxy^  +  a  =  0    statt    x-  =  0. 

5.  Beispiele.    Vergl.  §.  38,  14. 

I.  x^'y  —  hx —  c'-  +  X-  —  a-  =  0  hat  die  Näherungen 
bei  grossen  x 

x^{y  —  hx  —  c)2  +  a:^  =  0     d.  i.     x{y  —  hx  —  c)  i  f  =  0 

bei  grossen  y 

Xhß  —«2    =    0 

also  2  nicht  reale  hyperbolische  Zweige  an  der  einen  realen 
Asymptote  y  —  hx  —  c  =  0 ,  und  4  hyperbolische  Zweige  (davon 
2  nicht  reale)  an  der  einen  Asymptote  a:  =  0. 

II.  x^  —  xy  +  \  =0   hat   die  Näherungen  bei   grossen  y 

x'^  —  xy  =  0     d.  i.     .r-  —  y  =  0 
und     —  xy  +  1  =  Ü 
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also  2  paral>olisehe  Zweige  (mit  unendlichferner  Asymptote) 
und  einen  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  x  =  0.  Der 
unendlichferne  Punct  der  x  =  0  ist  ein  Knoten  der  Linie. 

III.  xy'^  —  y'^  —  3xy  -+■  2x  =  0  hat  die  Näherungen  bei 
grossen  y 

X'ß  —  i'^  =  0     d.  i.     j:-  —  1   =  0 

genauer  xy-  —  y-  —  "ixy  =  0  d.  i.  [x  —  \]y  —  3  =  0.  weil 
X  —  1    verschwindend ;   und  l)ei  grossen  x 

xiß  —  3ic^  +  2jr  =  0     d.  i.     {y  —  \)[y  —  2)  =  i) 

genauer  x[y — \)[y  —  2)  —  y-  =  0     d.  i. 

x{y  —  \)   +   \  =  ^)     und     x(^  —  2)  —  4  =  0 

indem  man  y"^  :  [y  —  2)  bei  y  =  1  und  y-  :  [y —  1)  bei  ?/  =  2 
berechnet.  Also  hat  die  Linie  3  hyperbolische  Zweige,  einen  an 
der  Asymptote  x  =  1,  die  andern  an  den  Asymptoten  ?/  =  I, 
?/  =  2.  Der  uneudlichferne  Punct  der  letztern  ist  ein  Doppel- 
punct  der  Linie. 

6,  Ein  endlichferner  Punct  der  Linie,  durch  welchen  ein 
Zweig  oder  mehr  Zweige  der  Linie  gehn ,  wird  durch  Trans- 
lation des  Coordinatenwinkels  zum  NuUpunct  gemacht,  so  dass 
die  Function  /  kein  constantes  Glied  hat.     Wenn  nun  z.  B. 

f  =  Äx'^y  +  Bx-i      +  Dx^      +  Gxhß  +  Jyw 
+  Cx^y^  +  Ex^y^  +  Hy'^ 
+  Fxy- 

so  ist  der  Nullpunct  ein  Gfacher  Punct  der  Linie  /=  0  mit  den 

Tangenten    x°y    =    0.      Weiui     die 
»     .  Glieder  der  Polygonseiten  0  7*5   I, 

•     •     •  51  •  2|5,    2  5  •  fT  •  0  9  je  einer 

Ordnung    sind,    so    sind    bei    ver- 

.     ^     .      .,     .  schwindenden    x,    y    die    jedesmal 

^     •     •  übrigen      Glieder      Verschwindende 

■     '     ■     '     ■  höherer   Ordnungen   (3).     Also    hat 

man  im    XviUpunct   die  Näherungen 

^    *      an  /  =  0 
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Äx'^ij  +  Bx'  =  ü     d.  i.     Ajj  +  lix-  =  u 

Ax^y  +  Cx'^y'->  =  0     d  i.     Ax'^  +  C'y'  =  0 

Cx'^iß  +  Fxy-i  +  i///9  =  0     d.  \.     x  =  \if-,  CT-  +  F}.  +  H=0 

üie  erste  Gleieluiuii  j^iehl  den  iliircli  den  Niillpuncl  gehenden 
Zweig  an  der  Tangente  y  ^=^  0.  Die  zweite  Gleichung  giel)t 
3  Zweige  (davon  2  nicht  real)  an  der  Tangente  x  =  0.  Die 
dritte  Gleichung  giebt  2  Zweige  an  der  Tangente  x  =  0  ent- 
sprechend den  beiden  durch  die  quadratische  Gleichung  be- 
stimmten /. 

Wenn  die  beiden  l  einander  gleich  sind,  bei  CH — |  F^  =  0, 
so  nimmt  man  zu  der  Geraden  2  5  *  17  •  0  9  die  nächste  Parallele 
hinzu,  deren  Glieder  Verschwindende  der  nächsthöhern  Ordnung 
sind,  und  erhält 


Cy''{x  —  )Af-y^  +  J^io  =  0     d.  i.     x  =  ;.;//2  +   1/  —i^ 


V-- 


(nachdem  man  im  Radicandus  nöthigenfalls  x  durch  /.y-  ersetzt 
hat).  Die  beiden  Zweige  an  der  Tangente  x  =  0  bilden  in 
diesem  Fall  eine  Spitze,  weil  nur  den  y  eines  Zeichens  reale  x 
entsprechen. 

Die  unendlichen  Zweige  der  Linie  f=  0  werden  durch  die 
Polygonseite  0  1 0  •  4  5*8  0  angezeigt.    Die  Näherung  bei  grossen  x 

Jy^^  +  Gx^y'^  +  Dx^  =  0     d.  i.     y->  =  Xx^,  J)?  +  GA  +  i>  =  0 

giebt  10  parabolische  Zweige.  In  dem  Fall  JD  —  ^G^-  =  0  hat 
man  die  Näherung  J{j/-^  —  }.x^\^  -\-  Ex^y^  =  0.  y^  —  Äa.-^}"- 
+  ux''^'-  =  0,  u.  s.  w. 

7.  Beispiele.    I.    x'^ -i- y-'^  —  :iaxy  ^^  0     Folium  Cartesii. 
Vergl.  Kligel  math.  Wort.   2  p.  268    hat  im  NuU- 
puncl  die  Zweige  * 

x^  —  Saxy  =  0      d.i.    3ay  —  a:2  =  o  an  der  Tg.  ^  =  0        •     -     • 
—  3axy+  y^  =  0    d.i.    3ax —  y-  =  0  an  derl^.  x  =^  0        •      •      •     * 

Bei  grossen  x,  y  ist  x'-^  +  y3  __  q  f^j.  3  Gerade,  mit  welchen 
die  Asymptoten  parallel  sind.     Aus 

{x-  —  xy  +  y-){x  +  y)  —  Saxy  ^  0 
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findet  man  bei  kleinen  x  -h  ij  d.  h.  x  =  —  ?/  die  reale  Asymptote 

X  +  ij  +  a  =  0 

Nun  ist  x'^  -i-  y^  —  'iaxy  =  [x  -\-  y  -{-  a)[x~  —  xy  +  y^] 
—  « (a?  +  y)2^  also  bei  kleinen  x  +  y  -\-  a 

Siß{x  +  y  +  a)  —  a3  =  u 

für  den  hyperbolischen  Zweig  an  der  Asymptote  x  +  y  +  «  ^  0. 
Die  beiden  andern  Zweige  sind  nicht  real  an  Asymptoten,  welche 
mit  den  Asymptoten  der  Ellipse  x"^  —  xy  -\-  y'^  =  \  parallel  sind, 
und  einen  realen  Punct  haben. 

II.  y^  —  ^xy^  +  x^y^  —  Ix'^y'^  -\-  6a;3  +  ax^  =  0  (Newton 
Opusc.  ed.  Castillon  p.  41)  hat  im  Nullpunct  die  Zweige 
(3,0  •  2;2  •  0  6) 

6x3  _  7a;2y2  +  ^6  =  0 
d.  i.    X  =  Uß,    6A3  —  7A2  +  1  =  0 

•  *  also  3  Zweige  entsprechend  den  W^erthen  Z  =  1 , 
\^  — ^,  an  der  einen  Tangente  a:  =  0. 

Bei  grossen  a:  hat  man  ax^  -\-  x'^y^  =  ^  d.  i. 

ax  +  //^  =  0  für  4  parabolische  Zweige, 
und  bei  grossen  y  ist  x'^y^  -j-  ^f'  =  0    d.  i. 

j;3  +  y2  =  0  fiii-  3  parabolisclie  Zweige. 

III.  y^  —  ^xy^  -\-  x^y^  —  xy''  — ■  8x2^2  _,_  ^^^^y-^-  12a;3  =  0 
hat  im  Nullpunct  die  Zweige  (3  0  •  2;2  '  Iji  •  0  6) 

^     .  12a;3  —  Sx2?/2  _  xy^  +  y6  =  0 

•  .  d.i.    (3a;  +  ^2)(2a;_y2)2  =  0 

•  *      an  der  einen  Tangente  a-  =  0.     Zur  Unterscheidung 
*      der  beiden  letztern  Zweige  hat  man  von  der  nächsten 

Parallele  der  Polygonseite  hinzuzusetzen 

(3x  +  ip){lx  -  y2)2  +  2x'^y—  5x7/5  =  o 
Bei  kleinen  %x  —  iß  d.  h.  a;  =  i?/2  ist   ['ix  —  y'^)'^  =  ^yK 
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Bei  grossen  x  findet  man  12a;'  -f-  ix'^y  =  0  d.  i.  die 
Asymplote  y -i- 6  =  0  eines  hyperbolischen  Zweiges  x[y-\r%) 
+  50i  =  0,  ferner  Ix'^y  +  xhj^  =  0  d.  i.  2x  -h  y^  =  0  für 
3  parabolische  Zweige,  und 

x'^y*  —  äxi/^  +  y*»  =  0     ct.  i.     x^  —  öxij  +  y-  =  0 

für  ^  Gerade,  u)il  welchen  die  Asymptoten  von  2  hyperbolischen 
Zweigen  parallel  sind. 

IV.  Vergl.  §.  38,  I  i.  2x^y  —  y2  —  x  =  0  hat  im  XuUpunct 
den  Zweig  x  +  y-  =  0  an  der  Tangente  x  =  0;  die  Linie  hat 
den  hyperbolischen  Zweig  'ix^y  —  I  =  0  an  der  Asymptote 
y  =  0  und  3  parabolische  Zweige  2x^  —  y  =  0. 

x^  —  ax'^y  ■+■  by^  =  0  hat  im  Nullpunct  den  Zw^eig  ay  —  x'^ 
=  0  an  der  Tangente  y  =  {)  und  die  beiden  Zweige  [ß-  =  b, 
a-  =  a) 

ßy  ±  ctx   +  ^^,  =  0  an  den  Tangenten  ßy  ±  ex  =  0 

Die  Linie  hat  4  parabolische  Zweige  x"^  -i-  by^  =  0. 

x^y2  —  2a'^x^y  +  a^x  —  b^  =  0     oder     xy  —  a'^  =  1/  — 

giebt  bei  grossen  x  zwei  hyperbolische  Zweige  xy  —  a-  =  0  an 
der  Asymptote  y  =  0;  bei  grossen  y  drei  hyperbolische  Zweige 
^3^2  —  j5  __  0  j^jj  ({gp  Asymptote  a;  =  0. 

V.  x^  -\-2x^y'^-i-y^ — 'tax'-y  -h  ay'^  =  0.  Am  Nullpunct  ist 
x^  —  iax-y  =  0  d.  i.    iay  —  x"^  =  0  für  den     ^ 

Zweig  an  der  Tangente  y  =  0 ;  ferner  —  iax'^y  +     *     • 
ay'^  =  0    d.  i.   y-  —  4a;-  =  0,  genau  "     '     " 


ay{y  +  2x){y  —  2x)  +  {x-^  +  y^-)-^  =  0  '      '      ' 

Bei  kleinen  y  —  2a;  und  bei  kleinen  y  +  2  a;  findet  man 

8a(yT  2a;)  +  25x2  =  o 

für  die  Zweige  an  den  Tangenten  y  "+  2x  =  0. 
Bei  grossen  a;,  y  ist   [x-  ■+■  y'-]'-  =  0,  genau 

{x  +  iyY{x  —  iyy  +  ay{y^  —  4a;-')  =  0 
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bei  kleinen  x  —  iy  und  bei  kleinen  x  -\-  iy 

^[x  T  iy)-  —  aay  =  0 
für  4  parabolische  Zweige. 

VI.  xh/-\-x-  —  i]'y  —  x]'^  =  ^.    AmNullpuncl  ist  (?/— a)4 
=  0.  Die  Gleichmm  (4  —  a;^:  {y  —  a;|4  —  x'^y^ 
.    ^     .    ^    ,     .     .      =0  giebt  ])ei  kleinen  y  —  x 

für  4  Zweige  an  der  einen  Tangente  y  =  x. 

Bei  grossen  x  ist 

x^  +  ar^yi  =  0     d.  i.     x-  +  y^  ^  0 

für  4  parabolische  Zweige.     Bei  grossen  y  ist 

ar-*^^  +  x2«/* —  4</^  =  0,    genauer 

y^{x^  +  a;2  —  4)  —  ^ißx{x'^  —  4)  =  0 

2/(jc  +  «a)(a;  — «ß)(a;  +  ^)(.r  - /?)  -4x(a:  +  2)(x  —  2)  =  0 

«2  =  1-^17  +  1  ^2=iyi7__i 

für  4  hyperbolische  Zweige  an  den  Asymptoten  a-^  +  a;2  =  4. 

YII.  _y4  —  yZy;  _,_  ^^s  —  S^^?/  =  0.     Am  Nullpunct  ist 

*  ■  yi  — 2x2?/=0     d.i.     2x^  —  2/3  =  0 

•  •     •     •      für  2  Zweige  an  der  Tangente  o;  =  0  ;   ferner 
.      .      .     ^  —  2a:2y  +  x3  =  0     d.i.     x  —  ly  =  ^ 

Aus  (a;  —  'iy]x~ —  [x  —  y  y'^  =  0  erhält  man  bei  kleinen  x  —  2(/ 

4(a^-2y)-  f-  =  0 
für  den  dritten  Zweig  des  Nullpunctes  an  der  Tangente  x  =  2y. 
Bei  grossen  x  ist  x^  —  y'-^x  =  0    d.  i.    y^  —  x-  =  0  für 
3  parabolische  Zweige,  und  — y^x  +  y^  ^=  0  d.  i.  y  —  x  =  0. 
Die  Gleichung 

y^y-x)  -  xH2y-x)  =  0 

giebt  bei  kleinen  y  —  x 

y  —  a;  —  1  =  0 
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1111(1   Iti'i   klciiuMi  y  —  x  —  I 

(y  _  a;  _  l)y_  1    =  0 

fili'  (]cii  In  pcrholischon  Zwcii.'  ;im  Her  Asymplote  y  =  x -\-  I, 

8.  Das  l'olyiion  der  l'unclion  /  ist  von  Newton  constriiirl 
worden,  um,  wenn  a  h  und  ./■  y  Puncle  der  Linie  /=  0  in 
begrenzter  Distanz  sind,  y  —  h  in  eine  Potenzreihe  von  x  —  a, 
die  Gleichung  des  Zweiges  a  h  '  x  y  ^  zu  enlwickehi.  S.  die 
Briefe  an  Oldenl)urg  167()  Juni  l:}  und  Od.  2  5.  Opusc.  ed. 
Castillon  p.  39  und  p.  12.  Der  Winkel  xy  nnt  dem  einge- 
zeichneten Polygon  der  Function  (2)  wurde  ein  NEWTON'sches 
Parallelogramm  ein  ana  1\  tisches  Dreieck)  genannt.  Unter 
den  .Mathematikern  des  18ten  .lahrhuiiderls  haben  mehrere  sich 
bemüht ,  die  von  Newton  gegebenen  Regeln  zu  begrtlnden  und 
anzuwenden:  Taylor  Meth.  incrementorum  1715,1  pr.  9,  Stirling 
Lineae  3.  ordinis  1717  p.  10  und  Maclairin  Algebra  II,  10, 
De  Gla  Usages  de  l'analyse  de  Descartes  1740  p.  2ö,  besonders 
Gramer  Analyse  des  lignes  courbes  1750  c.  7.  Vergl.  Klügel 
math.  Wort.  2  p.  293,  3  p.  676.  Lindemanx-Clebsch  Vorlesungen 
über  Geometrie  p.  331. 

Die  ins  Unendliche  verlaufenden  Zweige  einer  Linie  sind 
in  hyperbolische  an  endlichfernen  Asymptoten  und  in  para- 
bolische, welche  die  unendlichferne  Gerade  berühren,  von 
Newton  Enumeratio  II,  5  unterschieden,  und  ihre  Gleichungen 
durch  das  Polygon  der  Function  bestimmt  worden.  Newton 
Opusc.  p.  50.  Gramer  c.  8.  Wenn  a  positiv  ganz,  a;"//-»-  1  =  0 
bei  grossen  x.  so  besteht  der  hyperbolische  Zweig  aus  2  Theilen, 
entsprechend  den  positiven  und  den  negativen  rr,  die  bei  un- 
geradem a  durch  die  Asymptote  ?/  ==  0  getrennt  sind,  und  die 
bei  geradem  «  einerseits  der  Asymplote  ?/  =  0  liegen. 

Die  Benutzung  von  Polygonseiten  an  dem  Polygon  der 
Function,  sowie  der  oben  gezeigte  Gebrauch  von  Parallelen  der 
Polygonseiten  konnte  auch  durch  algebraische  Abwägung  der 
Glieder  der  Function  (1)  ersetzt  werden.  Newton  Opusc.  p.  367. 
Lagr^^nge  Mem,  de  Berlin  1776  p.  238.  Laoroix  Traite  I  p.  102. 
Serret  Alg.  super.  I  n^  268.  Man  verzichtet  dabei  auf  die  An- 
schaulichkeit und  Einfachheit  des  Verfahrens. 

Baltzer,  aual.  Geom.  20 
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0.  Wenn  die  Linie  f  =  0  einen  Zweig  oder  melir  Zweige 
l)esitzt.  die  in  dem  Punel  a  b  anfangen,  so  kann  für  jeden 
solchen  Zweig  y  —  b  durch  eine  Potenzreihe  von  x  —  a 
oder  von  einer  Wurzel  der  x — a  eindeutig  ausgedrückt 
werden,  so  lange  x  —  a  eine  bestimmte  Grenze  nicht  übersteigt. 
Newton  a.  a.  0.  Z.  B.  die  Linie  y^  —  x'^  -^  xy  -{-  y  —  2  =  0 
hat  den  Punct  0   L     Man  ordnet  nach  Formen  der  x,  y  —  1 

Ü  =  4(t/-l)  +  3(?y-l)2  +  {y-\? 
+  X  +  x{y  —  \)  —  x^ 

und  findet  (§.  38,  2)  die  Tangente  y  —  I  +  |  a-  =  0  als  erste 
Näherung  an  den  von  dem  Punct  0  I  ausgehenden  Zweig  der 
Linie,  brauchbar  bei  kleinen  x. 

Wenn  aber  x  y  nicht  auf  der  Tangente,  sondern  auf  dem 
Zweig  liegt,  so  ist  y  —  1  -j-  \x  =  p  verschwindend  höherer  als 
erster  Ordnung,  und  durch  die  Substitution  y  —  1  =  —  \x  -i-  p 
erhält  man  die  Gleichung,  welche  p  an  x  bindet : 

0   =  A{—\x  +  p)  +  3(— Jx  +1})^  +  {  —  -Ix+pY 
+  x  +  x{ — \x+p)   —  x'^ 

Es  bleiben  nur  die  Verschwindenden  2ter  Ordnung 

4_p  +  f^x^  —  |a;2 

und  Versehwindende  höherer  Ordnungen.     Also  erhält  man 

0  =  4i>  -  A^"'-      y-\  +  \x-  i,x-i  =  u 

als  zweite  Näherung  an  den  von  dem  Punct  0  1  ausgehenden 
Zweig,  brauchbar  bei  kleinen  x'^. 

Durch  die  Substitution  y  —  I  =  —  \x  -^-  -^iX'^  -{-  q  findet 
man  ferner 

0  =  4(— ix  +  i^x"^  +  (^^  +  3(— ja;  +  .  .)i  +  {—\x  +  .  .y 
+  X  +  x{ —  \x  +  ..)  —  x^ 

Es  bleiben  nur  übrig  die  Verschwindenden  3ter  Ordnung 

^xx^       x^         a;2 

4»  —  D —  —  +  X x^ 

^  4  64        64  64 

und  Verschwindende  höherer  Ordnungen.     Also  erhält  man 
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«  =  4./  -  J|lcr3,       y-\+ix-  ,\x^  -  ^^^x^  =  0 

;ils    drille  .Niiheriini;  an   iloii  Zwciii,    l»r;mchl)ar  hei  kleinen  x^. 

U.  s.  w. 

10.  Man  entwickelt  deuinach  für  diesen  Zweit:  y  —  I  in  eine 
Reihe  steigender  Potenzen  von  x.     Dureh  die  Suhslitulion 

y  =  ]  +  Ax  +  Bx-  +  . . 

in  /  würde  man  die  Idenliläl 

^  =  —  2  —  x'^  +  (,\  +  x){\  +  Äx  +  .  .)  +  (\  -\-  Ax  +  .  .y 

erhallen.  Indem  man  die  (loefficieiilen  der  x,  x'-,  .  .  null  setzt, 
hat  man  die  im  Allgemeinen  hinreichenden  Gleichungen  für 
A,  B,  ...     Vergl.  Maclairin  Algebra  §.  109Ö'. 

Da  die  W'erthe  ?/',  y",  .  .,  welche  die  successiven  Fluxionen 
der  7/  in  dem  Punct  x  y  haben,  durch  die  successiven  Differen- 
tialgleichungen der  /  =  0  bestimmt  werden ,  so  können  die 
Coefficienten  ^,  /j,  .  .  der  Potenzreihe  nach  dem  TAYLORschen 
Satz  ausgedrückt  werden  durch  die  Werthe ,  welche  jene 
Fluxionen  in  dem  Punct  0   I   haben. 

11.  Wenn  aber  die  Linie  /  =  0  in  dejii  Punct  a  b  von 
der  Geraden  x  =  n  berührt  w  ird ,  so  ist  /  bei  x  =  a  durch 
eine  Potenz  der  y  —  b  theilbar.  Dann  wird  y  —  6  durch  eine 
Potenzreihe  nicht  von  x  —  o,  sondern  von  einer  "Wurzel  der 
X  —  a  dargestellt,  und  hiermit  der  Zweig  der  Linie  in  der  Nahe 
des  Punctes  a  b  bestimmt.     Z.  B. 

f  ^=  yo  —  52/2  +  (4a^2  +  -yy  +  24x  —  S 

Die  Linie  f  =  0  wird  von  der  Geraden  a:  =  0  in  dem  Punct  0  I 
2punctig  berührt.     Nach  Formen  der  x.  y  —  I   geordnet  ist 

+  24x  +  ix^  +  4x'2{y  —  1) 

und  bei  x  =  0  durch  [y —  I)-  theilbar.  Die  erste  Näherung 
an  /  =  0  in  der  Nähe  des  Punctes  0  1   ist   ((>) 

20* 
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Durch  die  Subslilulion  y  —  I  =  "V^ISa:  -j- yj  erhall  man  (9)  die 
zweite  Naherune 

ijj  —  12iP  =  0,       2/  —  1  =  Y^^  +  3  a: 

u.  s.  \v.  Also  ist  in  diesem  Fall  y  —  1  eine  Potenzreihe  von 
yx  für  den  Zweig  der  Linie,  welcher  den  Punet  0;i  enthält; 
die  positiven  y x  geben  den  einen  Theil,  die  negativen  Yx 
geben  den  andern  Theil  des  Zweiges.  U.  s.  w.  Dagegen  ist  x 
eine  Potenzreihe  von  ?/  —  1 ,  niindich  yV  (//  — 1 )  -  —  ^i  iV'^  1 )  '^  -•-  •  •  • 

13.  Wenn  der  Punct  ab  ein  mehrlacher  Puncl  der  singn- 
lären  Linie  ./'  =  0  ist,  so  gehn  durch  ihn  verschiedene  Zweige, 
deren  erste  Naherungen  nach  (6)  gefunden  werden.  Aus  den 
ersten  Naherungen  werden  dann  die  folgenden  Näherungen  in 
der  angezeigten  Weise  abgeleitet. 

In  einem  A' fachen  Punct  sind  die  ersten  k  —  1  Differential- 
gleichungen der  /"  =  0  nicht  vorhanden,  sondern  ?/'  wird  erst 
durch  die  A:te  Differentialgleichung  A- deutig  bestinunt.  Jedem 
y'  entsprechen  eindeutig  y",  y'" ,  .  .  vermöge  der  folgenden 
Differentialgleichungen.  Also  können  die  Gleichungen  der  ein- 
zelnen Zweige  nach  dem  TAVLOR'schen  Salz  ])erechnet  werden. 

Für  den  vorher  (11)  betrachteten  Fall  geben  die  Differen- 
tialgleichungen in  dem  Puncl  0  1  unendliche  Fluxionen  3/',  y",  . . 
Also  ist  y  —  1  durch  eine  Polenzreihe  von  x  nicht  darslelli)ar. 
Dagegen  findet  man  für  y  —  1  nach  der  Substitution  x  =  2'^ 
eine  Polenzreihe  von  z  =  y^a?,  wie  oben. 

13.  Zur  nähern  Bestimmung  der  hyperbolischen  und  der 
parabolischen  Zweige  einer  Linie  werden  nach  dem  angezeigten 
Verfahren  bei  grossen  x  Potenzreihen  von  1  :  x  formirt.  Newton 
Opusc.  p.  50.     Gramer  a.  a.  0.     Z.  B. 

f  =  y"^  —  x-^  +  xy  —  y 

Die  Linie  f  =  0  hat  einen  hyperbolischen  Zweig,  der  nach  dem 
unendlichfernen  Punct  der  Geraden  y  —  tx  =  0,  £•'  =  1  ver- 
läuft. Wenn  der  Punct  x  y  (unendlicher  Goordinaten)  auf  dem 
Zweig  liegt,   so   ist  y   nicht  ex,    sondern   t.x  -\-  p,    wo   p    ein 
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Unendliches  niederer  ;ils  erslor  OrdiuiiiL:.     Nach  der  Substitution 
y  =  ex  -\-  p  wird 

ausiredrücki   durch  die  rnendliehen  iWv  Ordnunsi 

if^x^p  +  fX'^ 

und    ilurch    rnendliche   niederer  Ordnungen.     Also   erliiilt    man 
stall  /  =  0   die  erste  Näherung 

3f^+l=(),         y   =    fx  — 

für  die  Asyni])tote  des  Zweiges. 

Nach  der  Substitution  y  =  sx  -h  p  -h  q,   in  der  g  ein  l'n- 
endliches  niederer  als  Oler  Ordnung,  \\ird 

f  =  {fx+2>  +  q)'^  —  x'  +  \fx+i)  +  (i){x  —  1) 

ausgedrückt   durch  die  Unendlichen   Her  Ordnung 

^s^x-q  +  'dfxjß  +  xp  —  ex     d.  i.     '^Ae'-x'-q  —  ex 

und   durch  UnendUchc    niederer   Ordnungen.     Also    erhall    man 
stall  /'  =  0   die  zweite  Näherung 

1  1 

^exq  —  1=0.       1/  =  ex  — h  - — 

^  '  äe        Zex 

für  den  Zweig  an  der  Asymptote  y  =  ex  —  —. 

Nach  der   weitern   Substitution  y   =  tx  -{-  p  -\-  q  -\-  r.  in 
der  1-  ein  Unendliches  niederer  als   ( — lUer  Ordnung,  wird 

/■  =   {ex  +2>  +  q  +  r)^  —  x'^  +  {ex  +  2)  +  q  +  r)(.r  —  1) 

ausgedrückt  durch  die  Unendlichen  Oler  Oi-dnung 

Se'-x-r  +  ßexpq  +  7/''  -\-  xq  —  p     d.  i.     'Ae-x'-r  +  />'■ 

und   ilurch   Unendliche  niederer  Ordnungen.     Also   erhält    man 
stall  /■  =  0  die  dritte  Näherung 

öe^x^r —  —r  =  0,       y  ^  fx  —  7—   -\-      —    +    s — 

27  '       -^  3f         3fx         me^x^ 

für  den  hyperbolischen  Zweig.     U.  s.  w. 
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Man  entwickelt  demnach  y  :  x  bei  grossen  x  in  eine  Potenz- 
i'eihe  von   1  -.x.     Durch  die  Substitution 

1  u 

erhält  man  statt  /  =  0  die  Gleichung 

^    +    |(|-l)    -    ^   =    0      d.i.      M3   +  M(<-i2)_l    =0 

welcher  i  =  0,  u  =  t  genügt.  Daher  ist  u  —  t  eine  Potenz- 
reihe von  t.     U.  s,  w'. 

14.  Beispiele.  I.  y"^  —  '^y-\-x  =  0  enthält  die  Puncte  0  0 
und  0  -jAS.  In  der  Nähe  dieser  Puncte  findet  man  y  als  Potenz- 
reihe von  t  =  4.x-,  und  y  —  "jA3  als  Potenzreihe  von  x 

y  =  t  +  IP+  if^  +... 

y  =  y-s-ix-^x'^-.. 

ftlr  die  entsprechenden  Zweige,  Bei  grossen  x  ist  y'^ -\- x  =  0 
die  erste  Näherung  an  den  parabolischen  Zweig  der  Linie.  Durch 
die  Substitution 

K  1  u 

y^  =  7  ?/  =  y 

erhält  man  die  Gleichung  der  Linie 

«3  3  u  1 

-3 ^  +  -  =  0     d.  i.     «3  —  Swr-i  +  1    =  U 

welcher  ^  =  0,  u  =  —  1  gentigt.  Daher  ist  u  +  1  eine  Potenz- 
reihe von   /  =  1  :  -yx  und  zwar  w  =  —   1  —  t'^  -i-  .  . 

u        —  1        ,  ^  I 

7=-^ t+..,    y  =  -  y  x  -  ^      +  . . 

für  den  parabolischen  Zweig  der  Linie. 

IL  my'^  —  x'^y  —  mx^  =  0  wird  j/"^  —  x^y  —  x"^  =  0,  nach- 
dem y.m,  X  :  in    durch  y.  x  ersetzt  worden.     Die  Linie  hat  im 
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Xiillpunct   (iie    :{  Zweige,    deren    Näherung   ?/■' -    -i"'  =  0;    zur 
niiliern   Beslnnmung  entwickelt   man  y  als  i'otenzreilie  von  x 

y  ^=  X  -\-  \x'-  —  h',  x^  +  . . 

Bei  grossen  x  ist  — x'''y  — x'-^  =  0.  also  ^  ■+-  1  =  <l  die 
Asymptote  eines  ii\  perholischen  Zweiges.  Din'cli  die  Sui)sliliJlioM 
x''  =    I   :  /  erliäil    man   die  Gleiehung 

iß  —  iL^   =  (I     ,1.  j.     yH  —  y  —  \    =0 

welcher  <  =  0,   ?/  =  —  1   genügt.    Dahei"  ist  y  -4-  1   eine  Potenz- 
reihe von  t  =  x~^ 

y  =  —  \  —  t  —  'dti  —  \-2f'^  —  .  . 

lili-  diesen  hyperbolischen  Zweig. 

Bei  grossen  y  ist  y'^  —  x'-^y  =  0,  also  y-  —  x'^  =  0  die 
erste  Nähei'ung  eines  parabolischen  Zweiges.  Durch  die  Sub- 
stitution 

2         1  « 

x^  =  j  y  =  - 

erhält  man  die  Gleichung 

p-  -  ^,  -  Ti,  =  0     «1-  '•     u'-n-t  =  0 

welcher  t=  i).  u  =   \   genügt.     Daher  ist  u  —  I    eine  Potenz- 
reihe von   t  =  X     -' 

n    =    1  +  1  /  —  2  <2  +  1  /3  +  .  , 

für  den  parabolischen  Zweig. 

III,  Die  Linie  y^  —  2y-x  ■+■  yx-  —  ö'^  =  0  hat  die  hyper- 
bolischen Zweige 


X  —  y 

"     y 


V' 


an  der  Asymptote  x  —  3/  =  0.  und  bei  grossen  x  den  hyper- 
bolischen Zweig  xy'^  —  a''  =  0  an  der  Asymptote  2/-=^  0.  Znr 
nähern  Bestin)muna  der  letztern  dient  die  Substitution 
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Die  Unendlichen  höchster  Ordnung  von 

sind  x^p  —  %x-^  -5-.     Also  erhält  man  die  Näheruns; 

^  x^  x^  - 

^  x^  -^  x^~  X-' 

Nach  der  Substitution  .*■  =  a  :  t,  y  =  au  hat  man  die  Gleichung 

tl{\  —tH)i   —^2    =    0 

welcher  <  =  0 ,  u  ^  0  genügt ,  zur  Entwickelung  der  71  als 
Potenzreihe  von  t,  mithin  der  y  :  a  als  Potenzreihe  von  a:x. 

§.  40.    Die  gemeiiischaftliclien  Puiicte  yoii  Linien. 

1.  Wenn  /,  g  Functionen  von  x.  y  der  Grade  ?»,  n  sind, 
und  nach  Potenzen  von  ij  geordnet 

/■  =  «u  +  «i:j/  +  . .  +  «,„//"      ^  =  öo  +  &i//  +  . .  +  fc„y/" 

wobei  rt,),  fl,,  ..  Functionen  von  x  der  Grade  ?«,  m  —  ''7  --j 
und  //„,  /;, ,  .  .  Functionen  von  x  der  Grade  /<,  ?*  —  1,  .  .,  oder 
niederer  Grade  bedeuten ,  so  ist  /'  =  0  eine  Linie  mter  Ord- 
nung, (/  =  0  eine  Linie  7iter  Ordnung.  Ein  gemeinschaftlicher 
Punct  X  y  beider  Linien  wird  durch  das  System  (/=  0,  </  =  0) 
bestimmt. 

Bei  X  =  x^  habe  die  Gleichung/  =  0  Tür  */  die  Wurzeln 
jy, ,  ^., ,  ..,  i/„, .  Wenn  nun  bei  a-  =  a-,  ,  y  =  j/,  zugleich 
g  =  0,  so  sind  f[x^^  y]  und  g[x^.  y)  beide  theilbar  durch 
y — y^J  und  der  Punct  a;,  y,  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct 
der  Linien  /'=  0,  ^9  =  0.  Die  Wurzeln  y^,  y.^-,  •  •  sind  von  0 
verschieden,  wenn  <i(^  und  b^^  nicht  beide  durch  x  —  x^  theil- 
bar sind. 

3.  Während  in  den  Puncten  x  y^,  ...  ic  ?/,„  die  Function 
/null  ist,  hat  daselbst  g  die  conjugirten  Werlhe  g[x,y^),  .., 
ffi^^Hm)-     Die  Norm  von  g  d.  i.  das  Product  dieser  conjugirten 


40.    Dif!  licmeiiiSLliaftlicliL'n  I'uiicte  vuu  Liiia'ii. 


:^l:i 


Werlhe  ist  eine  Lianze  Funcüon  von  x,  die  durch  Mulliplication 


mit  i„'"   den  Werlh 


X  = 


«ü       «1  «2 

ö|)  «1  «2 

N        &1  ^^2  . 

&0  ^1  b> 


LM'hält.  die  Detei'minante    n  +  ?«)U'n  Grades  von  n  Zeilen  a  und 

1 


lu  Zeilen  b.    Die  Functionen  /',  yj\  .  .,  y         f,  ff,  yg, 


sind  lineare  Formen  der  y^,  yK  y-,  ...  y^  +  ^"      1  ;  ihre  Deter- 
minante ist 


X  =  Mf+Ncf 

wo  M.  iY  gegebene  Functionen  von  y  sind  der  Grade  n  —  I. 
m  —   I.     Determ.  §.  11,  4  ff . 

Wenn  nun  J^  nicht  nuUist.  so  ist  keiner  der  conjugirten 
Werthe  g[x,y^),  ..  null,  keiner  unter  den  Puneten  a- y, ,  .. 
der  Linie  f  =  0  ein  Punct  der  Linie  ^  =  0.  Wenn  X  null 
ist,  so  ist  von  den  conjugirten  Werthen  wenigstens  einer  null, 
von  den  Puneten  a;  «/, ,  .  .  der  /  =  0  liegt  w  enigstens  einer 
auf  <7  =  0 :  die  Functionen  /,  g  haben  bei  einem  der  Gleichung 
Ä  =  0  genügenden  x  einen  von  y  alihängigen  gemeinschaft- 
lichen Divisor  h. 

Wenn  ^unbedingt  null  ist,  so  haben  f.  g  bei  allen  x  einen 
von  y  abhängigen  gemeinschaftlichen  Divisor  /<.  Die  Linien /'^^  0 
und  ^  =  0  sind  reducibel:  sie  haben  die  Linie  h  =  0  geraein, 
sowie  die  Puncte   [f  :  h  =  0,  g  :  h  =  0). 

3.  Wenn  die  Determinante  Ä  des  linearen  Systems /'^O, 
yf  =  0,  .  .  für  y^',  y^,  y-,  .  .  null  ist,  und  Oq,  b^  nicht  beide 
null  sind,  wie  vorausgesetzt  wird,  so  ist  y  von  0  verschieden. 
Die  Adjunclen  einer  Zeile  des  linearen  Systems  werden  durch 
Yq,  y^,  y2,  ..  bezeichnet.  Wenn  nun  ^y  nicht  null,  so  hat  das 
lineare  Svstem  die  Lösuns 


i  ■■  y  ■■  !/■' 


=   Yo  ••  Yi  ■■  Y-i 
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Also  sind  y^,  j^,,  ..  nicht  null;  die  Adjuncten  yf,,  y^.  .  .  bilden 
eine  geometrische  Progression ,  deren  Verhältniss  die  gemein- 
schaftliche Wurzel  y  der  Gleichungen  f  =  0,  r/  =  0  ist.  Der 
grösste    gemeinschaftliehe   Divisor    der  /,   g    ist    ersten    Grades 

/'o  y     /'i  • 

Wenn  alle  Subdeterminanten  [n  +  m —  l)ten  Grades  null 
sind,  und  eine  Subdeterminante  (n  ■+■  m  —  2)ten  Grades  nicht 
null  ist,  so  lässt  man  von  2  bestimmten  Gleichungen  des  Systems 
eine  weg,  und  vereint  in  den  übrigen  n  ■+■  m  —  1  Gleichungen 
die  Glieder,  welche  y^  und  y^  enthalten,  zu  je  einem  Glied. 
Die  Determinante  dieses  Systems  ist  null:  von  den  Adjunclen 
der  ersten  Zeile  d,  d.^,  ^3,  •  ■  sind  d^,  (^3-  ..  lineare  Functionen 
von  1/ .  und  d  unabhängig  von  y.  Wenn  ö  nicht  null,  so  hat 
das  System  die  Lösung 

1  :  y^  :  y^  :  .  .   =   6  :  62  '•  ^i  '•  '  • 

Also  sind  d,,  (J3.  ••  nicht  null.  Die  Wurzeln  y^.  ?/.,  der  Glei- 
chung dy-  —  d.y  =  0  sind  die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der 
f  =0,^  =  0.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  /,  y 
ist  zweiten  Grades  dy"^  —  d^.  Bei  y  =  y^  bilden  (Jj,  (5;{,  •  • 
eine  geometrische  Progression,  deren  Verhältniss  ?/,  ist.  ebenso 
bei  y  =  y.y.     U.  s.  w. 

4.  Wenn  X  nicht  unbedingt  null,  und  dX  =  X'dx,  so 
ist  X'  compouirt  aus  den  Adjunclen  aller  (n  -h  ??j)2  Elemente 
(Delerm.  §.  3,  15).  Wenn  nun  x^  eine  einfache  Wurzel  der 
Gleichung  X  =  0,  so  ist  X'  bei  x  =  x^  nicht  null.  Also  sind 
die  Subdeterminanten  [n  +  m  —  l)ten  Grades  nicht  alle  null, 
d.  h.  y  und  g  haben  bei  x  =  x^  einen  Divisor  h  gemein,  der 
eine  lineare  Function  von  y  ist.  Die  Wurzel  y^  der  Gleichung 
//  =  0  ist  die  Ordinale  eines  Punctes,  welchen  die  Linien 
/■  =  0  und  ^  =  0  gemein  haben.  Die  einfache  Wurzel  x^  der 
^'  ^  0  bestimmt  einen  gemeinschaftlichen  Puncl  a;,  «/,  der 
beiden  Linien. 

Wenn  dX'  =  X"dx,  so  ist  X"  componirl  aus  den  Adjunc- 
len aller  Elemente  und  aller  Sul)delerminanten  2ten  Grades. 
^\  enn  nun  a:,  eine  zweifache  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0. 
so    ist   bei   x  =  a^   auch    X' =  0.    aber   X"  nicht    null.     Also 
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sind  die  Sid)deterniin;inlen  [n -\- in  —  Ijlen  und  [n  +  ru  —  2)ten 
Grades  nicht  alle  null,  d.  h.  ./'  und  g  haben  bei  x  =  Xy  einen 
Divisor  /*  gemein,  der  eine  lineare  oder  eine  quadralisehe 
Function  von  ?/  ist.  Wenn  /<  =  0  ersten  Grades  mit  der  Wur- 
zel y, ,  so  hal)en  die  Linien  2  vereinte  Puncle  a;,  |y,  gemein, 
einen  2puncligen  Contact  an  einer  Tangente,  die  von  der  Ge- 
raden X  ==  x^  verschieden  ist.  Wenn  //  r^  0  zweiten  Grades 
mit  den  Wurzeln  ?/, ,  y^i  so  haben  die  Linien  die  Functe  x,  y^, 
^'{1^2  gt;niein,  insbesondere  bei  7/2  =  ^|  den  2[)unctigen  Con- 
tact an  der  Tangente  x  =  x^.    Dabei  ist  (8)   zu  beachten. 

Wenn  a.-,  eine  dreifache  Wurzel  der  Gleichung  Ä  =  0 
ist,  so  hal)en  /  und  g  bei  x  =  x^  einen  Divisor  h  gemein,  der 
eine  Function  von  7/  des  Grades  I  oder  2  oder  3  ist.  Wenn 
h  =  0  ersten  Grades  mit  der  Wurzel  y^ ,  so  hal)en  die  Linien 
3  Puncte  ajjy,  gemein,  und  berühren  sich  daselbst  3punctig. 
Wenn  h  =  0  zweiten  Grades  mit  den  Wurzeln  y, ,  »/.j,  so  haben 
die  Linien  2  Puncle;  a, ;  y,  und  den  Punct  x,  y.,  gemein,  oder 
den  Punct  x^\y^  und  2  Puncte  x^\7/2^  B*^i  2/2  ^^  Vi  h<d)en  die 
Linien  in  dem  Punct  a;,  jy,  einen  Schnitt  und  einen  2piincligen 
Contact.  Wenn  h  =  0  dritten  Grades  mit  den  Wurzeln  3/,, 
.V2  5  ^3  >  so  haben  die  Linien  die  Puncte  x^  ^j ,  a;,  y.^,  ajjl^j 
gemein.  Bei  y^  =3/2  haben  die  Linien  in  dem  Punct  x,  jy.^ 
einen  2punctigen  Contact  an  der  Tangente  x  =  x^  ,  bei 
3^3  =  ^2  "^^  Vi  li"l'*^"  sie  in  x^\y^  einen  3punctigen  Contact  an 
der  Tangente  x  =  a, .    U.  s.  w. 

5.  Die  Function  X  von  x  ist  mnXew  Grades,  für  besondre 
/,  g  niedern  Grades.  Üeterm.  a.  a.  0.  Eine  Linie  ?/iter  Ordnung 
und  eine  Linie  nter  Ordnung,  welche  eine  Linie  niederer  Ord- 
nung nicht  gemein  haben,  haben  demnach  mn  Puncte  gemein, 
real  oder  nicht,  getrennt  oder  nicht.  Wenn  X  nur  [mn  —  A')ten 
Grades  ist ,  so  haben  (abgesehn  von  Fällen ,  die  sogleich  be- 
trachtet werden  sollen)  l'  gemeinschaftliche  Puncte  der  Linien 
unendliche  Abscissen. 

Wenn  die  beiden  Linien  mehr  als  mn  gemeinschaftliche 
Puncte  haben,  so  hat  die  Gleichung  A' =  0   mel\r  als  mn  Wur- 
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zeln.     Also  ist  X  unbedingt  null,   die  beiden  Linien  haben  eine 
Linie  niederer  Ordnung  gemein. 

Die  Gerade  ABC  enthält  den  Puncl  a-  3/  des  Polygons 
(/=  0,  ^  =  0)  unter  der  Bedingung  ^a?  -t-  ß?/  -l-  C  =  0.  Durch 
Elimination  der  x.  y  aus  dem  System  der  3  Gleichungen  findet 
man  nach  Hesse  die  Gleichung  (/5  =  0  für  A.  B^  C,  d,  i.  die 
Gleichung  der  Puncte   (/=  0,  g  =  0).    Vergl.  §.  37,  4. 

C.  Wenn  /,  g  Functionen'  von  y-  sind,  so  hat  X  den  Grad 
^nin .     Denn   in   diesem  Fall   sind    a^,    «3 ,  .  . ,    ij,  63,  ..   null 


m  =  %{.i  ^    n 
Grades 


=  2lv,  und   X   ist    die  Determinante    (v  +  ^tjten 


a2     Ö4 

«0     *2     f'4 


^2         &4  . 

h        ^2        ^4 


.Man  niultiplicire  die  Zeilen  mit 

also  X  mit  a-^.   und  dividire  darnach  die  Colonnen  durch 

X  ,   X  >    .  •  .   ar-,    1 

also  Xx'^^  durch  x^.    Nun  ist 

folglich  ist  X  :  a-2'"*'  eine  Determinante  von  Elementen ,  deren 
Grade  0  nicht  übersteigen,  d.  h.  X  hat  den  Grad  ^mn.  Aber 
die  Linien  und  ihre  gemeinschaftlichen  Puncte  liegen  symmetrisch 
zu  der  Geraden  ?/  ^=  0 ,  jeder  Abscisse  entsprechen  2  conträr- 
gleiche  Ordinaten;  die  Gleichung  für  y  ersten  Grades  existirt 
überhaupt  nicht.  Z.  B.  x'^ -^  y'^  =  I  und  y'^  =  \  —  x  geben 
x[x  —  1)  =0:  die  gemeinschaftlichen  Puncte  der  beiden  Linien 
sind  0  I.  0  —I   und  2  Puncte  1  0. 
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Wenn  /,  g  Functionen  von  »y '  sind,  so  hat  .Y  den  (\v;\{\ 
\mn.     U.  s,  w. 

7.  Wenn  a\b  ein  einfaclier  l'unct  A  auf  jeder  der  bei- 
den Linien  y"  =  0  und  ^  =  0  ist,  wenn  x\y  auf  dem  Zweig 
B'AB  der  /  =  0  liegt,  x  z  auf  dem  Zweig  C'AC  der  ^  =  0, 
und  weim  die  Tangenten  der  Zweige  in  A  von  x  =  a  verschie- 
den sind,  so  hat  man   (§.  39,  9 — II) 

y — ^0  =  A^{x  —  a)  +  A2{x  —  a)2  +  .  . 
z  —  h  =  Bi{x  -  a)  +  B2{x  —  aY  ■¥  .. 

folglich 

z  —  ji  =  [Bi  —  yl,)(x  —  a)  +  [B-,  —  A2){x  —  a)'^  +  .  . 

In  einem  gemeinschaftlichen  Punct  der  Iteiden  Zweige  ist 
z  —  7  =  0.  Diese  Gleichung  für  x  hat  die  Wurzel  a,  ^^enn 
/>'j  —  Ay  nicht  null;  sie  hat  2  Wurzeln  a,  w'enn  B^  —  ^4,  =  0, 
B^  —  A2  nicht  null;  sie  hat  3  Wurzeln  a,  wenn  5,  —  A^  =  0, 
i?2  —  ^2  '-^'-  ^1  ^i  —  -^3  nicht  null,  u.  s.  w.  Wenn  die  Gleichung 
k  Wurzeln  «  hat,  so  haben  die  beiden  Zweige  A;  Puncle  A  ge- 
mein, d.  h.  die  Zweige  berühren  sich  daselbst  Ä;piinctig. 

Wenn  Z?,  — A^  nicht  null,  so  ist  bei  verschwindenden  x  —  a 

z-y  =   {B,-A,){x~a) 

also  wechselt  mit  x — a  zugleich  z  —  y  das  Zeichen,  d.  h.  der 
Zweig  B'AB  schneidet  den  Zweig  C' AG  in  A^  indem  er  von 
dem  einen  Ufer  des  Zweiges  C'AC  auf  das  andre  übergeht. 

Wenn  B^  —  A^  =  0,  B.^  —  A^  nicht  null,  so  ist  bei  ver- 
schwindenden X  —  a 

z  —  ,»/  =   (^2  —  A2){x  —  a)- 

also  wechselt  mit  x  —  a  nicht  zugleich  z — y  das  Zeichen,  d.  h. 
der  Zweig  B'AB  berührt  den  Zweig  C'AC  in  A  2punctig,  ohne 
das  eine  Ufer  dieses  Zweiges  zu  verlassen. 

Wenn  B^ — Aj  =  0,  B.2  —  ^o  =  0,  ^3  —  A^  nicht  null,  so 
ist  bei  verschwindenden  x  —  a 

z-y  =   {B,-A,)ix-ay 
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Also  berührt  der  Z^veis  B'AB  den  Zweig  C'AC  in  A  3punctis, 
indem  er  ihn  zugleich  schneidet.     Li.  s.  w. 

Demnach  findet  bei  ungeradpunctiger  Berührung 
eine  Durchschneidung  stall,  bei  geradpunctiger  Be- 
rührung nicht.  Eine  Linie  wird  von  einer  osculirenden  Ge- 
raden (Inflexionslangenle) ,  von  einem  osculirenden  Kreis  (Krüm- 
mungskreis)  zugleich  berührt  und  geschnitten. 

Diese  Bemerkungen  sind  von  Newton  ,  sowie  von  Leibniz 
und  Jac.  Bernoulli  gemacht  worden.  Yergl.  Planim.  §.  13,  10. 
Der  Ausdruck  »Ärpunctiger  Contact«  stammt  von  Plvcker  1831 
Entw.  2  p.  142,  und  wird  von  Steiner,  Hesse  u.  A.  gebraucht. 
Lagrange  Mem.  de  Berlin  1779  p.  138  hatte  den  fcpunctigen  Con- 
tact einen  Contact  [k  —  1)ter  Ordnung  genannt.  Die  Contacle 
der  Linien  sind  von  Cauchy  1826  Applic.  Lecon  9  und  von 
MöBiLs  baryc.  Calcul  p.  87  ff.,  neuerlich  von  Hermite  1873  Cours 
p.  104  untersucht  worden. 

8.  In  einem  gemeinschaftlichen  Punct  der  Linien  /  =  0 
und  g  =  0 ,  welcher  ein  ^facher  Punct  der  Linie  /  =  0  und 
ein  Zfacher  Punct  der  Linie  </  =  0  ist ,  sind  kl  oder  mehr 
Puncte  des  Polygons  (./'  =  0,  (/  =  0)  vereint.  Denn  von  den 
k  durch  den  gemeinschaftlichen  Punct  gehenden  Zweigen  der 
/  =  0  enthält  jeder  daselbst  l  Puncte  der  ^  =  0,  oder  mehr, 
wenn  er  daselbst  von  einem  Zweig  der  g  =  0  berührt  wird. 

In  der  That  ist  die  Abscisse  des  gemeinschaftlichen  Punct  es 
eine  Ä:7fache  oder  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  für  diese 
Abscisse.  Der  gemeinschaftliche  Punct  sei  durch  Translation 
der  coordinirten  Geraden  zum  NuUpuncl  gemacht,  und  u^,  v^ 
seien  Formen  «ten  Grades  der  neuen  Coordinaten  a;,  7  eines 
gemeinschaftlichen  Punctes  der  Linien.    Dann  ist  (§.  38,  7) 

f  =^  u^  +  «A  +  i  +  •  •  5'  =  «^i  +  ^j  +  i  +  •  • 

=  Ä^  +  Ä^y  +  .  .  =  Bq  +  B^y  +  .  . 

wo  die  Glieder  von  A(^  die  kle  und  höhere  Potenzen  von  x  ent- 
halten, u.  s.  w.     Daher  sind   theilbar  A^   durch  x^,  A^  durch 
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x'^       ,  ••,  ^^'o  durch  a;,  /)',  durch  x-^     ^>  •••    Wenn  man  nun  in 
der  üelorniinanle    {n-\-m\\cn  (iradcs 


A^y  Al 

Bq     Bi 


unter  den  Zeilen  A  die  ersten  l  —  I  der  l\eilie  nach  mit  x''     ^ , 
X,  und  unter  den  Zeilen  B  die  ersten  k —  I  der  Reihe 


J— 2 


^k—i 


nach  mit  oi^~\  •^'^~"7  ••?  ^'  multiplicirt,    so   erhält  man  x^'JT, 

q  =  I2)  "+"  (o)'     ^<'f'l'    der   Multiplication    ist   die   erste  Co- 

lonne  theilbar  durch  x^'^^~'^,  die  zweite  durch  x^'"*"^"^,  ... 
Also  ist  x^Ä  theilbar  durch  x  mit  dem  Exponenten 

et')=(t)--a) 

folglich  .Y  theilbar  durch  x^^ . 

9.  Wenn  bei  unendlichen  x  unter  den  oben  (2  betrach- 
teten conjugirten  Werthen  g[x,  t/J,  ^'(a;,  3/2),  .  .  einer  nicht  un- 
endlich nter  Ordnung  wird,  sondern  (n  —  a)ter  Ordnung,  und 
wenn  ein  andrer  (n  —  /?)ter  Ordnung  wird,  so  vermindert  sich 
der  Grad  von  JC  um  a -h  ß ,  d.  h.  von  den  mn  gemeinschaft- 
lichen Puncten  der  Linien  /  =  0  ,  g  =  0  liegen  «  auf  dem 
einen  Zweig  der  /  =  0,  />  auf  dem  andern  Zweig  derselben, 
und  auf  der  unendlichfernen  Geraden.    Z.  B. 

/"  =  x-^-y^  +  i 

Die   Linie  /  =  0    hat    bei    unendlichen    x    die    hyperbolischen 
Zweige  (§.  39,  13) 


3^ 
2x 


2x        8x^ 
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Die  Enlwickelung  ist  in  jedem  Fall  soN^eil  foiizusetzcn,  dass 
die  Ordnung  der  g{x,  y,).  g{x,  y.^]  erkennbar  wird.  Auf  dem 
ersten  Zweig  an  der  Asymptote  y  —  x  =  0  ist  g[x^  ?/,) 
=  2a:  +  ..,  unendlich  nicht  iler  sondern  Her  Ordnung:  also 
liegen  auf  diesem  Zweig  3  gemeinschaftliche  Puncte  der  beiden 
Linien.    Auf  dem  zweiten  Zweig  an  der  Asymptote  y  -\-  x  =  0 

ist  g[x,  y^]  =  ~ H  .  . ,  unendlich  nicht  Iter  sondern  ( —  1)ter 

Ordnung:  also  liegen  auf  diesem  Zweig  5  gemeinschaftliehe 
Puncte  der  beiden  Linien.  Die  beiden  Linien  haben  8  unend- 
lichferne gemeinschaftliche  Puncte  auf  2  hyperbolischen  Zweigen 
an  gemeinschaftlichen  Asymptoten,  3  auf  dem  einen,  5  auf  dem 
andern.  Sie  haben  keinen  endlichfernen  gemeinschaftlichen 
Punct;  in  der  That  ist  X  constant. 

Der  angezeigte  Weg  wurde  von  Mindinü  1841  eingeschlagen, 
um  den  Grad  der  Gleichung  A' =  0  zu  bestinnnen.  Grelle  J.  22 
p.  178.  Vergl.  Band  26  p.  366  und  27  p.  379.  Serret  Alg. 
sup.  1  p.  632. 

10.    Die  Linien  /  =  0,  ^f  =  0,  wenn 

/•  =   (a;6  +  1 )  y  —  a  [iß  +\)x^ 
g  =   [.,ß  +  \)x  —  a{X'  +  \)y'^ 

haben  49  Puncte  gemein.  Zu  denselben  gehört  der  Punct  0  0, 
ein  einfacher  Schnittpunct,  weil  er  ein  einfacher  Punct  sowohl 
der  /  =  0  an  der  Tangente  i/  =  0,  als  auch  der  r/  =  0  an 
der  Tangente  a-  :^  0  ist.     In  der  That  hat  man  in  seiner  >.'ähe 

y  —  ax^  =   0,         X  —  ay^   =   Ü 

folglich  x{\  —  a'^x^)  =  0,  so  dass  0  eine  einfache  Wurzel  der 
Gleichung  für  die  Abscissen  ist. 

Bei  endlichen  x,  y  macht  man  in  /  :  x'^y  und  in  g  :  xy'^ 
die  Substitution 

1  _._  1 

X  -i —  =  «/  y  -\ —  =  V 

X  y 

und  findet  aus  dem  System  der  Gleichungen  9  Paare  u  \  v,  und 
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ZU  jedem  derselben  I  P;i;ire  x  y^  also  :}6  gemeinschaftliche 
Puncle  der  beiden  Linien  in  endlicher  Ferne. 

Bei  unendlichen  -x  iial  /'  =  0   den  ZwcIl: 

—  ax^  +  x^i/  =   0,         y  =   ax~^ 

Auf  diesem  Zweii:  ist  (/  ^  x- H-  .  . .  unendlich  nicht  Tier  sondern 
Iter  Ordnuiiiz:  also  liegen  auf  demselben  6  unendlichferne  ge- 
meinschaftliehc  Puncte  der  l)eiden  Linien.  Bei  unendlichen  y  hat 
/=  0  die  Naherungen  a;''^/  —  ax'^i/~  =  0  und — ax^'y^  -h  y  =  0, 
also  3  Z%veige  x  =  [ay]^  und  3  Zweige  x  =  [ay]  ^.  Auf 
jedem  der  erstem  3  Zweige  ist  g  unendlich  der  Ordnung  6^, 
also  liegen  auf  denselben  |  •  3  gemeinschaftliche  Puncle  der 
Linien;  auf  jedem  der  andern  3  Zweige  ist  g  unendlich  der 
Ordnung  5|  ,  also  liegen  auf  denselben  ^  •  3  gemeinschaftliche 
Puncle  der  Linien.  Demnach  haben  die  beiden  Linien  je  (3  un- 
endlichferne gemeinschaftliche  Puncle  auf  den  Zweigen  an  den 
Asymptoten  y  =  0-  x  =  0.    In  der  Thal  ist    I  -I-  36  -+-  I  2  =  i9. 

11.  Wie^ielmal  ein  gemeinschaftlicher  Puncl  der  i)eidcn 
Linien  zu  zählen  ist,  der  auf  jeder  von  beiden  ein  mehr- 
facher Punct  ist,  erkennt  man  durch  Zählung  der  Puncte, 
welche  die  einzelnen  den  Punct  enthaltenden  Zweige  der  einen 
Linie  mit  den  Zweigen  der  andern  gemein  haben  (8).  Z.  B.  die 
Linie  y'^  =  x^  hat  in  dem  Punct  0  0  die  i  Zweige  x  ■=  yi  au 
der  Tangente  a;  ^  0 ,  von  welchen  i  ausser  dem  Punct  0  0 
reale  Puncte  nicht  enthalten.  Die  Linie  y^  =  x^  hat  in  dem 
Punct  0  0  die  3  Zweige  x  =  y^  an  derselben  Tangente.  Der 
gemeinschaftliche  Punct  x\y  des  ersten  Zweiges  der  ersten  Linie 
und  des  ersten  Zweiges  der  andern  Linie  genügt  der  Gleichung 

Daher  haben  diese  Zweige,  wie  Cauchy  und  .Möbils  T'i  sich  aus- 
drucken, \  Puncte  0  0  gemein.  Aber  jeder  Zweig  der  ersten 
Linie  ist  gegenüber  jedem  Zweig  der  andern  Linie  in  demselben 
Fall.  Also  haben  die  beiden  Linien  -J  ■  i  -3  =  Lo  =  4  •  3  4-  3 
Puncte  OjO  gemein,  und  berühren  sich  dasell)st  (1 -l- 3)punctig. 

Baltzer,  anal.  Geom.  21 
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wahrend  jede  von  l)eiden  mit  der  Tangente  x  =  0  einen 
(I  +  Ijpunctigen  Conlact  hat. 

In  der  Thal  folgt  ans  dem  System  ( j/^  =  a:^,  ii^  =  x-^]  die 
(Tieiehung  a;"'  —  a-^''  =  0.  Dieselbe  giebt  als  gemeinschaftliche 
Puncte  der  beiden  Linien  15  Pnncte  0  0  und  den  Piinct  1  I. 
Die  übrigen  20 — 16  gemeinschaftlichen  Puncte  liegen  vereint 
auf  der  unendlichfernen  Geraden  in  unbestirambfirer  Richtung. 
Diese  Zählung  wird  dadurch  bestätigt,  dass  bei  uneudlichen  x 
die  Linie  y'  =  x^  die  5  parabolischen  Zweige  ij  =  x^  hat. 
Auf  jedem  dieser  Zweige  ist  y^ — x^  unendlich  der  Ordnung 
^  statt  4,  d.  h.  ein  Zweig  enthält  f.  und  die  Linie  enthält 
^  .  5  unendlichferne  Puncte  der  aiulern  Linie. 

l'Z.     Wenn  z.  B. 

f  =  (x*  —  i/'){x'-  —  //-)  —  ax-y- 
9  =   {x^+  !i-){x+  y)  —  hxy 

SO  hal>en  die  Linien  /  =  0  und  ^  =  0  6.3  Puncte  gemein. 
Die  Linie  /'  =  0  hat  i  Zweige  des  Punctes  0  0 

Ä  und  A'[yyu  =  x-)  an  iler  Tantienti-  y   =   o 
B  und  B\x'\n  =  //2)  an  der  Tangento  ic  =   0 

Die  Linie  <j  =  (l   hat  2  Zweige  des  Punctes  ö  0 

A"[by  =  x'')  an  der  Tangente  y   =   () 
B"(bx  =  y-)   an  der  Tangente  a;   =   (i 

Für  den  gemeinschaltliclien  Punct  x  y  der  Zweige  A  und  A" 
hat  mau  0  =  x^[b  —  Y <■'.•,  d.  h.  die  Zw^eige  A  und  ^"  haben 
2  Puncte  0  0  gemein  (mehr  bei  b  =Yo.)-  Ebenso  die  Zweige 
A'  und  A'\  B  und  B" .  B'  und  B" .  Für  den  gemeinschaftlichen 
Punct  der  Zweige  B  und  A"  hat  man  0  =  y[ab  — y'^),  d.  h. 
die  Zweige  haben  einen  Punct  0  0  gemein,  in  welchem  sie  sich 
schneiden;  ebenso  die  Zweige  B'  und  A'\  A  undZ?",  A'  wnAB". 
Daher  haben  die  beiden  Linien  4.2+4  Puncte  0  0  gemein ; 
sie  haben  daselbst  einen  (1  +  2)punctigen  Contacl  an  der  Tan- 
gente ?/  =  0  und  einen  ebensolchen  an  der  Tangente  a;  =  0. 
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Dieses  l'j'uclmiss  oi'liiill  diircli  die  l»cli';iclil  iiiil:  der  Ucsiil- 
tanlo  A'  seiiio  Beslaligunu.  Die  Linie  g  =  (I  ii.il  im  Piiiicl  0  0 
die  Zweige  bi/  =  x-  und  hx  =  if-.  Für  verschwindende  :/■  hat 
didier  /y  die  3  conjiiiiirlen  Wei-Uu'  x-  :  b,  V bx.    Bei  dem  ersten 

WCiih   ist  y  =  11  —  ,,  l^'^'^'  "•"  •  •   versehwindend  (itei'  OiMhinni:; 

ftei  jedem  der  ltei(U'ii  juideni  Werihe  ist  /=  (6-'  —  b)  x'-^ -{-  ., 
verschwindend  3  ler  Üi'rhiiing.  Also  ist  X  verschwindend 
,t)  -4-  "i  ■+-  3  ler  Oi'dnunii,  Iheilhar  dnrch  x^-,  d.  ii.  0  eine  lifaciie 
W'ur/el  der  (IhMchnng  X  =  0. 

Wenn  x.  i/  nielil  null  sind,  so  kann  man  in  dem  Svslein 
die  (ihMchving  7' =  0   ersetzen  durch 

bf—axi/;/   =   0     d.i.     b{x  +  ij){x  —  ij)-       a  x  n   =   0 

Durch  die  Snhslilntion  x -\- ij  =  w,  xy  =  v  erhiilt  man  das 
System 

bu{a'-  —  4r)        av   =  0,   («-—   2v)ii — bt^.  =    (J 

l'iir  I  i'aar  u  r .  in  Beli'aehl  dass  ;/  nii'hl  null,  unti  entsju'e- 
chend  2  l'aare  x  y.  Also  liai)en  die  beiden  Linien  ausser  dem 
gemeinschartiiciien  PuncI  0  0  noch  :^  endlicld'erne  gemeinsehaft- 
iiclie  Puncte. 

Die  Linie  ;/  =  0   hat  bei   unendlichen   .'•  die  Zweige 

y  =  }.x  +  /( ,        ?.  =   i ,   —  i ,  —  1 

Nun  ist  x^  —  2/^  auf  den  8  Zweigen  unendlich  3ler  Ordnung, 
^~  —  !/'  ^'>if  den  beiden  ersten  unendlich  2ler  Ordninig,  auf 
dem  dritten  Iter  Ordnung.  Daher  ist  f  auf  den  beiden  ersten 
Zweigen  unendlich  oter  Ordnung,  auf  dem  dritten  unendlich 
iter  Ordnung,  so  dass  auf  den  l)eiden  ersten  Zweigen  je  ein 
gemeinschaftlicher  Punct  der  beiden  Linien,  auf  dem  drillen  2 
solche  liegen. 

Das  Polygon  {f=0,  (7  =  0;  umfasst  denuuich  \'2  Puncle 
0  0.  2  endlichferne  Puncte,  die  unendlichfernen  Kreispuncte, 
und  2mal  den  unendlichfernen  Punct  der  Geraden  x -+■  ?/  =  0. 
In  der  Thal  isl   12  -h  2  -+-  i  =  6  .  3. 
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§.  41,    Relation  yoii  Puiicten  einer  Linie. 

1,  Eine  Function  von  in  Gliedern  wird  durch  die  Werthe. 
welche  sie  in  m  gegebenen  Punclen  hat.  bestimmt;  bei  beson- 
derer  Läse  der   m    Puncte  l)leil)t   sie  unbestimmt.     Wenn  z.  B. 


f  ^=  a  +  bx  +  C1J ,    f- 


so  ist 


f      \     X      y 

fi       1        ^3        ?/3 


0,     (123)/^  =  — 


hXi  +  cy^ 


0  \  X  y 

fi  1  J^i  ^1 

/2  1  ^2  Vi 

fs  1  -^3  2/3 


Bei  (123)  =0  wird/  durch  die  Puncte  1,  2,  3  nicht  bestimmt. 

Eine  Function  nten  Grades  der  x,  y   [nach  Formen  der  x.  y 
geordnet)   hat 


,  +  ,^.. +  („+,)=  ('•+-^) 


Glieder,  welche  im  Allgemeinen  niciil  null  sind  Allg.  Arithm. 
§.  25,  6.  Algebra  §.  2,  9).  Man  schliesst  wie  §.  36,  \.  dass  zur 
Bestimmung  einer  allgemeinen  Linie  nler  Ordiuum 


(":')-i-5«(H-K3) 


Puncte  der  Linie  erforderlich.  al)er  nicht  unbedingt 
hinreichend  sind.  Unter  I -i- n' Puncten  der  Linie  be- 
steht eine  bestimmte  Relation,  weil  die  aus  den  Coor- 
dinaten  der  Puncte  zu  bildende  Determinante  ebensovielten  Gra- 
des null  ist.    Für  n  =  I,  2,  3,  4,  5  ist  n' =  2,  5,  9,  14.  20. 

Bei  besondern  Lagen  der  n'  Puncte  ist  die  zu  bildende 
Determinante  ein  Product  oder  unbedingt  null :  die  Linie  nter 
Ordnung  der  n'  Puncte  ist  dann  reducibel  oder  unbestimmt. 
Die  Linie  nter  Ordnung,  welche  n' —  1  gegebene  Puncte  ent- 
hält, ist  Ifach  unbestimmt,  bei  besondrer  Lage  der  Puncte  mehr- 
fach unbestimmt.    U.  s.  w. 
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2,  Wenn  die  Linie  /iter  Ordnung  /  =  0  ;ius  n  Geraden 
hcstoht.   und  /(O,  0)   =  1,  so  ist  bei  allen  x,  y 

f  =   (aix  +  ß^i/  +  \){a2X  +  ß,,/  +  l)  .  .  {a^x+ß,^y+\) 

Daher  müssen  nach  der  Enlw  iekelnnji  des  Produeles  n' ganze 
Functionen  der  (^)efficienlen  «,  ß  ebensoviel  Goeffieienten  der 
/  gleich  sein.  Nun  werden  die  2n  CoefHcienten  «.  ß  durch  2?t 
von  einander  unabhängige  Gleichungen  dieses  Systems  beslimml. 
Also  bleiben 

'"'-'•"  i'i) 

(ileiciiungeii  l'ilr  die  Goefhcicnleii  der  /  iil»i'ig.  Wenn  die 
Goeflicienlen  der  /  diesen  (ileichungen  nicht  genügen,  so  besteht 
die  TJnie  ?iter  Ordnung  nicht  aus  n  Geraden.  Bei  7i  =  2,  3,  4,  .  . 
ist  die  Anzahl  dei"  übrigen  Bedingungsgleichungen  1,  3,  6,  ... 

3.  Wenn  der  Punct  a  b  ein  Äl'acher  Punct  der  Linie  ?/ter 
Ordnung  /' =  0  ist  §.  38,  6),  so  sind  in  der  nach  Formen  dci- 
X  —  «,  7/  —  h  geordneten  / 


l  +1  +  ..  +  k 


=  cr) 


Goeffieienten  null  .  so  dass  /  durch  ein  Polynoniiuni  von 
I  '  I  —  I  .j  I  Gliedern  ausgedrückt  wird.  Zur  Best  immung 
einer  singuliiren  Linie  ?/ter  Ordnung  mit  einem  gege- 
benen ^fachen  Punct  sind  ausser  diesem  Punct  ?i' — I  .^  I 
Puncte  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt  hinreichend. 

Insbesondere  [k  ==  n  —  1)  sind  zur  Bestimmung  einer  Linie 
«ler  Ordnung  mit  einem  gegebenen  (n — I) fachen  Punct  noch 
^n[n  +  3)  —  y"("  —  ')  =^  2n  gegebene  Puncte  erforderlich. 
Newton  Enumeralio  VI.  .Maclaurin  Geom.  organica  p.  137.  Zur 
Bestimmung  einer  Linie  3ter  Ordnung  sind.  7  Puncte  der  Linie 
erforderlich,  wenn  einer  derselben  ein  Doppelpunct  der  Linie 
sein  soll.  In  der  That,  wenn  zwei  irreducible  Linien  3ter  Ord- 
nung 6  Puncte  und  einen  Doppelpunct  gemein  haben,  so  haben 
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sie  i  .  2 -h  6  geiiieinschiiniiche  Pniu'lo  §.  40.  8;.  und  conginiiren 
(lesslijilb. 

4.  Wenn  k  <C  n.  und  ^\elUl  von  den  n'  Puncten  inehr  als 
nk  auf  einer  Linie  Äter  Ordnung  liegen,  so  hat  die  Linie  n\er 
Ordnung  der  n'  Punete  niil  der  Linie  Arter  Ordnung  mehr  als 
nk  Punele.  mithin  eine  Linie  niederer  Ordnung  gemein  (§.  10,5). 
Also  ist  sie  reduciltel.  Z,  ß.  die  Linie  3ter  Ordnung  der  9 
Punete,  von  welchen  mehr  als  3  auf  einer  Geraden  liegen,  oder 
mehr  als  6  auf  einem  Kegelschnitt,  ^.st  reducibel.  Die  Linie 
iter  Ordnung  der  14  Punete.  von  welchen  mehr  als  4  auf  einer 
Geraden  liegen,  oder  mehr  als  8  auf  einem  Kegelschnitt,  oder 
mehr  als   12  auf  einer  Linie  Ster  Ordnung,  ist  reducibel. 

Aber  auch  dann  ist  die  Linie  nter  Ordnung  der  n'  Punete 
nicht   irreducibel.  \\  enn  von  den  ?j'  Punclen  mehr  als 

2^  =  «^•-(  7^ 

auf  einer  Linie  /.ter  Ordnung  liegen.     Es  ist  nämlich 

=  l{n  —  k){n  —  k  +  li)  +  lk{2n  ~  k  +  S) 

},k{-2n  —  k+'6)   =   »lÄ;  —  » (^-' —  3Ä-+ 2  —  2) 

=   7ik  —  ^,{k-]){k-2)  +  1 

alsd  nach  der  angenommenen   Bezeichnung 

n'  =  {)i  —  Ä')'+  ^>  +  1 

Wenn  nun  von  den  n'  Puncten  mehr  als  p  auf  der  Linie  A-ter 
Ordnung  u  =  0  liegen,  so  liegen  die  übrigen,  deren  Anzahl 
(n  ■ — ■  k)'  nicht  ül>ersteigt,  aid'  einer  Linie  (?< — -Ajter  Ordnung 
r  =  0,  mithin  liegen  alle  «'  aid'  der  Linie  nter  Ordiumg 
UV  =  0. 

Z.  B.  die  Linie  4ter  Oi'diuing  der  Li  Punete,  von  welchen 
mehr  als   M   auf  einer  Linie  3ter  Ordnung  liegen,   ist  reducibel. 


5.  Eine  allgemeine  Linie  nter  Ordnung  wird  durch  n' —  1 
ihi-er  Punele  nicht  bestimmt  (li.  \\ Cnn  it  =  0  und  r  =  0 
Linien  nU'v  Ordnung  der  ?i' —  1    Punele  sind,   so  ist  n-j-Är  =  0 
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bei  allen  /.  eine  Linie  /tief  Urilnniiit  derselben  Fnnele.  l'nd 
da  U-+-  av  =  0   und  n  ■+■  ßr  =  0  solche  [jnien  sind,  so  isl  auch 

'(  +  ur  +  /n{i(+ßv)    =    (I 

bei   allen  //   t'ine   Linie  Jder  Oi'dnnnt;   der  // ' —  I    l'nncle. 

Es  giel>t  also  eine  Serie  vf)n  Linien  n\ev  Ordnnnji  der 
)i' — I  Funele  (§.  19,3.  die  ein  bilsehel  Taiseeau  von  Linien 
?(ter  Ordrning  genannt  wird.  Dnrcli  einen  PnneL  den  die  l)ei- 
den  Linien  //  =  0  nnd  r  =  0  niclil  gemein  haben,  geht  eine 
beslinimle  Linie  // -t- /  r  =  0  der  Serie.  Denn  diese  Linie  ent- 
hält den  Puncl.  in  welchem  n.  r  die  Werlhe  U{.  r^  haben,  unter 
der  Bedingung  "■ -i-  /.r-  =  0;  dabei  hat  A  einen  bestimmten 
Werlh.   wenn   nicht   Uj.   Cj  beide   null   sind. 

0.  Die  Linien  dei"  Serie  haben  abei'  nicht  nui"  d'w  gegebe- 
nen n' —  I  Functe  gemein,  sondern  alle  ti-  Funde  :u  =  0.  v  =  0). 
die  sogenannte  Basis  des  Hilschels.     Nun   ist 

n~  —  !.n{n  +  'd)  +  \   ==    •  (/i  —  1)(«  —  2) 

Also  sind  unter  den  n-  gemeinschaftlichen  Puneten  von  i  all- 
gemeinen Linien  ;tter  Ordnung  n' —  I  unabhängig  von  ein- 
ander, inid  (      .,     1  derselben  du  rch  dii'  übrigen  bestimmt. 

Maclalrin  Geom.  organ.  1720  p.  137.  I'.i  i.er  Mem.  de  Berlin 
1748  p.  219. 

Die  Relationen  unter  den  gemeinschaftlichen  Functen  von 
2  Linien  sind  weiter  untersucht  worden  von  Gergo.nne  1820 
Ann.  de  Math.  17  p.  214,  besonders  von  Jacobi  und  Plicker 
1836  Crelle  J.  lö  p.  285  und  10  p.  47,  FlCoker  algebr.  Curven 
1839.  Die  Büschel  wurden  eingeführt  durch  Steiner  syst.  Entw. 
1832.  Grelle  J.  47  p.  I  (1848.  Linien  ?jter  Ordnung  bezeichnet 
mau  durch  Ä"^,  B",  .  .  nach  FlCcker  seit  1839)  und  Steiner 
(seit  1848). 

Die  Linie  lüev  Ordiuing  solcher  n'  Functe,  die  zu  den 
gemeinschaftlichen  Functen  von  zwei  Linien  /Uer  Ordnung 
üehöreu  ,    isl   unbestimmt.      Zwei    Linien    3ter    Orcbumu    haben 
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9  Puncte  gemein,  deren  einer  durch  die  übrigen  bestimm l  ist. 
Zwei  Linien  iter  Ordnung  haben  16  Puncte  gemein,  deren  3 
durch  die  übrigen  bestimmt  sind.    U.  s.  w. 

Diese  Anzahlen  verändern  sich,  wenn  die  Linien  nter  Ord- 
nung specielle  werden,  die  durch  weniger  als  n'  Puncte  be- 
stimmt sind. 

7.  Wenn  ^/  =  0 .  r  =  0 ,  it-  =  0  Linien  nter  Ordnung 
derselben  n' — 2  Puncte  sind  dergestalt,  dass  die  Linie  ;r  =  0 
mit  keiner  Linie  der  Serie  n -\-  '/.v  =  0  congruirt ,  so  ist 
u  +  Iv  +  f.ito  =  0  bei  allen  /,  ju,  eine  Linie  nter  Ordnung  der- 
selben n' — 2  Puncte.  Es  giebt  also  eine  Doppelserie  von 
Linien  nter  Ordnung  der  n' — 2  Puncte.  Durch  einen 
Puncl.  in  welchem  v ,  r,  iv  die  Werthe  Wj-,  w^,  tv^  haben,  die 
nicht  alle  null  sind,  geht  eine  Serie  von  Linien  der  Doppelserie 


=  0 


Durch  diesen  Punct  und  zugleich  durch  einen  Punct .  in 
welchem  w,  ??,  w  die  Werthe  7jj,,  r^..  7rj^  haben,  die  ehenfjills 
nicht  alle  null  sind,  geht  eine  Linie  der  Doppelserie 


).V     +   fllV 

=   0 

u   +  ?.v 

Xv-  +  /iW- 

=   ü 

«i  +  ^-^ 

n   +  ).v   +  ßw    =  0 

:  u 

V 

w 

U-  +  XV^  +  fJLV-^    =    0 

«t 

*',• 

'^i 

=  0 

u^+Xv^+  fiw^  =   0 

^h. 

^u 

"-): 

Diese  Doppelserie  von  Linien  ist  ein  Netz  (reseau)  genannt  wor- 
den. Steixer  Grelle  J.  47  p.  5.  Ghemoxa  Curve  piane  art.  15. 
Smith  London  math.  Society  n°  14  p.  90.  Als  «Netz  von  4  Puncten 
einer  Ebene«  hatte  Möbius  die  Doppelserie  der  Puncte  bezeichnet, 
welche  aus  den  4  Puncten  durch  fortgesetzte  Collineation  (Zie- 
hung von  Verbindungslinien)  gewonnen  werden.  Baryc.  Calcul 
II  c.  G. 

8.  Wenn  von  den  gemeinschaftlichen  Puncten  zweier 
Linien  nter  Ordnung  nk  auf  einer  Linie  Ater  Ordnung  liegen 
(k<Cin),  so  liegen  die  Übrigen  auf  einer  Linie  (?;  —  Ä;)ter  Ordnung. 
Die  Linie  A;ter  Ordnung  der  nk  gemeinschaftlichen  Puncte  sei 
w  =  0,  die  Linie  (n  —  k)\er  Ordnung  andrer  (n  —  k]'  gemein- 
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schallliehei"  Puncle  sei  y  =  0,  so  dass  uv  =  0  eine  Linie  nter 
ürdiiung  ist,  welche  nk-i-[n — k)'  gemeinschaflliche  Funcle 
enthüll.  Diese  Anzahl  betriigl  n' —  I  oder  mehr  (4;.  Also  ent- 
hält die  Linie  nter  Ordnung  uv  =  0  alle  gemeinschaftlichen 
Puncto  (6),  und  diejenigen  gemeinschaftlichen  Puncte,  welche 
nicht  auf  u  =  0  liegen,  liegen  auf  v  =  0.    Gergo.nne  (6). 

Z,  B.  Wenn  von  den  gemeinschaftlichen  Puncten  zweier 
Linien  3ter  Ordnung  3  auf  einer  Geraden  liegen,  so  liegen  die 
übrigen  auf  einem  Kegelschnitt.  Und  wenn  von  denselben 
Puncten  2mal  3  auf  je  einer  (ieraden  liegen ,  so  liegen  die 
übrigen  auf  einer  Geraden. 

Bei  einem  i«Seit  iPolygranun)  l)ilden  die  Seiten  1,  3,  ö,  ,  . 
eine  Linie  nter  Ordnung,  die  Seiten  2,  i,  6,  .  .  desgleichen. 
Wenn  die  Ecken  des  2nSeits  12,  23,  34,  .  .  d.  i.  in  gemein- 
schaftliche Puncte  der  beiden  Linien  nter  Ordnung  auf  einer 
Linie  2ter  Ordnung  liegen  [k  =  2),  so  liegen  die  übrigen  ge- 
meinschaftlichen Puncte  auf  einer  Linie  [n  —  2)ter  Ordnung. 
Wenn  insbesondere  [n  =  3)  die  Puncte  12,  23,  34,  45,  o6,  (vi 
auf  einer  Linie  2ter  Ordnung  liegen,  so  liegen  die  Puncte  Li, 
25,  36  auf  einer  Geraden   (einer  Pascalschen  Geraden  §.  36,  13). 

9.  Unter  den  gemeinschaftlichen  Puncten  einer  Linie  nter 
Ordnung  /=  0  und  einer  Linie  Ä;ter  Ordnung  u  =  Q  [i<C.k<i7i) 
sind 

2)  =  tik  —  ^^    ~    j 

von    einander   unabhiingig,    und   {    T    )    derselben    durch    die 

übrigen  bestimmt,     Pflücker  und  Jacobi  (6). 

Wenn  nämlich  p  Puncte  der  f=  0  auf  der  Linie  ^ter 
Ordnung  h  =  0  liegen,  und  wenn  durch  (n  —  Ä;)' andre  Puncte 
der  /  =  0  die  Linie  (n  —  k){er  Ordnung  v  =0  gelegt  wird, 
so  haben  die  Linien  ?iter  Ordnung  /  =  0  und  uv  =  0 

p  +  {n  —k)':=  n'—  1     (4) 

gemeinschaftliehe  Punele,     Dieselben   Linien   haben    noch  andre 

(     .,     j   bestimmte    Puncte    gemein    ^6],    unter   welchen    sich 
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die  übrigen  geineinschafüichen  Puncle  der  /"  =::  0  und  n  =  0 
befinden.  Z.  B.  Unter  den  2't  gemeinschaftlichen  Puncten  einer 
Linie  6ter  Ordnung  und  einer  Linie  4ter  Ordnung  sind  3  durch 
die  übrigen  bestimmt ;  weniger .  wenn  unter  den  übrigen  ein 
mehrfacher  Punct  der  singulären  f  =  0  sich  l)efindet. 

10.  Wenn  bei  positiven  n  —  k.  n  —  l  und  k  +  l  —  n  —  2 
die  Linie  /tler  Ordnung  /  =  0  von  den  gemeinschaftlichen 
Puncten  der  Linien  kler  Ordnung  u  =  0  und  Hev  Ordnung 
V  =  t)   die  ]»estimmte  Anzalil 


=  kl  —  ( 


k  +  l  —  n 
2 


enthält,  so  enthält  sie  auch  die  übrigen.  Cayli:y  1843  Gam- 
l)ridge  math.  .1,  3  p.  2\\.  Dieser  Satz  beruht  auf  einer  Relation, 
welche  ans  der  oben   lii   üezeiüten 


n'  =   {n~k)'+  nk  —  i      .^      i 


dadurch  entspringt,  dass  man  k  durch  k -i- I  —  n  ersetzt.    Man 
erhält 

n    =    [n —  k  +  n  —  l)  +  n{k  +  l  —  n)  —  \  .,  1  +  ^ 

n    =   {n  —k)  +  {n  —  J)+kl-y  .^  1+1 

«'  =   {n  —  k)'+  {n-'l)'+  5+1 

für  positive  n  —  k.   ?i  —  /.  /; -+- /  —  ji  —  2.      Dabei  ist 

nl  —  q  ~   {n  —  k)' =   nl  +  {n -~  l)' — «'+  l    =    1       „1 

nk  ~  q  ~  {n  —  l)'  =   II k  +  {n  —  k)'—  n'+  \  =    l  | 

Aussei'  den  q  Puncten  der  Grupi)e  (w  =  ü,  r  =  0),  welche 
nach  der  Voraussetzung  auf  der  Linie  /  =  0  liegen,  giebt  es 
(n  —  k)'  andre  Puncte  der  Gruppe  (/ =  0,  ?;  =  0),  weil 
nl  —  q  —  (n  —  k)'  nicht  negativ  ist,  und  [n  —  l]'  andre  Puncte 
der  Gruppe  (/  =  0,  zi  =  0),  weil  7ik  —  q  —  [n  —  /)'  nicht 
negativ  ist.    Durch  jene  Puncte  geht  die  Linie   ,n  —  k)ler  Ord- 
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nuiii^  u' =^  0,  diiicli  diese  tjehl  die  Linie  {n  —  l)W^v  Ordimiiii 
v'  =  0.  Nun  enliiallen  die  heiden  Linien  nWv  ürdnunti 
uu'  =  0  und  ryr'  =  0  dieselben  Puncle  der  /=  0,  deren  Anzahl 

q  +  [n  —  k)'  +  {n  —  l)'  =   n' —  1 

Also  ist  y' =  0  eine  Linie  der  Serie  u\('-\-  Xvv'  =  0,  und  ent- 
hüll alle  Puncte  der  (lru|)|)e  [uu  ^=  0,  vv'  ■-=^  0),  insbesondere 
alle   Pnnete   (m  =  ü,   v  =  ()). 

Der  Beweis  wird  hinlälHiJ:,  wenn  die  n' — I  l'iiiiete  solche 
Laize  haben,  dass  eine  die  ii' —  1  Puncle  enthallende  Linie  ?iler 
Ürdnunu;  niehi'raeh   unbestimmt   ist.     Vergl.  [\)    und   (0) . 


§.  43.    Linien  von  verschiedener  Singularität. 

1.  Eine  irredueible  Linie  nter  Ordnung  kann  einen  (/i  — 1)- 
fachen  l^unet  haben  (§.  38,  6).  Wenn  sie  einen  [n  —  A;) fachen 
Puuct  A  hat,  so  kann  sie  keinen  andern  (A  +  1) fachen  Pvmct 
B  haben.  Wäre  B  ein  (A; -j- 1)facher  Punct  der  Linie,  so  hiitte 
die  Gerade  AB  mit  der  Linie  ?iter  Ordnung  [n  —  k)  -\-  (Ä-+-  1) 
Puncle  gemein,  und  wäre  ein  Theil  der  Linie.  Z.  B.  Eine  Linie 
öter  Ordnung  mit  einem  ^fachen  Punct  kann  keinen  andern 
Stachen  Punct  haben. 

Wenn   eine   irredueible   Linie   ?iter  Ordnung  \~    )  2fache 

Puncle  ylj,  ^2?  •  •  li^'^  ^0  kann  sie  keinen  andern  ^fachen  Punct 
B  haben.  Maclalr[\  Geom.  organica  p.  137.  Dieser  Satz  be- 
ruht auf  der  Belation 

(«,  -  1)'  =■  l,{n  -  !)(«-  2  +  4)   =   i"~^\  +  \  +  -In  —  ;{ 

Wäre  B  ein  2facher  Punct  der  Linie  ??ter  Ordnung,  so  hätten 
die  Linie  [n  —  1)ter  Ordnung  der  Puncle  ^| ,  ^.,,.  .,  B  uiul 
andrer  2n  —  3  Puncte  der  Linie  nter  Ordnung,  deren  Gesanmit- 
zahl   \n  —  Li'  ist,   und  die  Linie  ?iter  Ordnung 


er) 


2  +  2»  —  3   =   (»—  \)n  +  1 


gemeinschaflliche  Puncte   (§.  iO,  H  .   also   eine   gemeinschaftliche 
Linie.  ^ 
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Demnach  hat  eine  irreducible  Linie 

3ter  Ordnung  niclit  mehr  als       1     Doppelpunct 

4  »  »              »           »       »         3     Doppelpuncte 

5  »  »              »           »        »         6               » 


n  » 


"Cr') 


Wenn  eine  Linie  nter  Ordnung  einen  (n  —  2)  fachen  Punct 
hat,  so  hat  sie  keinen  Sfachen  Punct.    Da  in  dem  [n  —  2)fachen 

Punct    1      «     )    Doppelpuncte     unterschieden    werden     können 

(§.  38,  6),  so  kann  die  Linie  nlev  Ordnung  ausser  dem  [n  —  2)- 
fachen  Punct  nicht  mehr  als 

("7')-("70  =  "- 

Doppelpuncte  haben.     Fiedlkk-Sai.mün  Plancurven  p.  34. 

3.  Jede  reducible  Linie  besitzt  mehrfache  Puncte  und 
gehört  desshalb  nicht  zu  den  ordinären  Linien  ihrer  Ordnung 
(§.  38,  8).  Wenn  m  =  0,  7?  =  0  irreducible  Linien  m\ei\  ?iter 
Ordnung  sind,  so  ist  m-  =^  0  eine  reducible  Linie  {ni  +  n){ev 
Ordnung,  von  welcher  die  ?/in  Puncte  (w  =  0,  y  =  0)  nicht 
einlache  Puncte  sind.  Denn  die  Gerade  eines  solchen  Punctes 
A  hat  mit  u  =  0  und  mit  r  =  0  je  einen  Punct  A  oder  mehr 
Puncte  Aj  also  mit  ur  =  0  2  Puncte  A  oder  mehr  gemein. 
Vergl.  §.  38,  L  In  der  Thal  existirt  für  jeden  Punct  der  Gruppe 
[u  =  0,  V  =  0  die  erste  Differentialgleichung  der  uv  =  ü 
nicht,  weil  daselbst  die  Fluxionen 


ö 

hu             Ö  V 

b 

Ö  U                Ö  V 

s —  UV    = 

öx          öx 

.        UV 

dy 

=    V  . h  u  . 

dij           dl/ 

ox 

l)eide  null  sind.     Vergl.  §.  38,  9. 

Die  grösste  Menge  von  Doppelpuncten,  welche  eine  irre- 
ducible Linie  (???  +  n)ter  Ordnung  besitzen  kann,  ist  im  All- 
gemeinen grösser  als  jnn.     Denn 

{m  —  ]+H){m  —  2  +  n)   =   (»»  —  l)(m  —  2}  +  n{2tn  +  )i  —  S) 
=  (m^  \){m  —  2)  +  2 tun  +  n-  —  'du  +  2  —  2 
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folglich 

(  2  )-'""    -    i      2      j-^l      2     )-^ 

Kille  rediicil>lc  Linie  A^'ler  Ordiuinir  bestellt  niiiideslens  ;iiis 
2   Linien,  höehslens  aus  k  Geraden,  und  hat  mindestens  k  —  I 

l)ci])|)('lpun('te,  höchstens  (  .^  )•    Dit'  reducible  Linie  3ter  Ordnung 

hat  2,  3  Doppelpuncle,  die  incducihle  l\anii  deren  I  hal)en. 
Die  reducible  Linie  iter  Ordnung  hat  -i,  4,  5.  G  l)op])elpuncle, 
die  irreducible  kann  deren  3  haben.  Die  rediicible  Linie  öter 
Ordnung  hat  4,  6,  7,  8,  9,  10  üoppeljiuncte,  die  irreducible  kann 
deren  6  haben.     U.  s.  w. 

3.  im  die  algebraisclien  Planlinien  zu  classificiren,  hat 
Newton  dieselben  zunächst  nach  der  Anzahl  dei-  l'uncte.  welche 
sie  mit  einer  Geraden  geraein  haben,  in  Ordnungen  vertheilt, 
und  die  reduciblen  Linien  ausgeschieden.  Vergl.  §.  20,  T.  Die 
Eintheilung  der  irreduciblen  Linien  einer  Ordnung  nach  ihren 
realen  unendlichfernen  Puncten  und  dahin  sich  erstrecken- 
den Zweigen  genügte  zwar  bei  der  zweiten  Ordnung,  führte 
aber  bereits  bei  der  dritten  Ordnung  zu  einer  unübersichtlichen 
Menge  besondrer  Linien.  Newton  Enumeratio  III,  Euler  In- 
trod.  II  c.  9— II  .  Gramer  c.  9.  Plicker  System  l83o  (3.  Ab- 
schnitt),  Liouv.  .1.  I  p.  229.  Algebr.  Curven  1839. 

Lehrreich  war  Newtons  Bemerkung  Enuui.  V.  dass  alle 
Linien  3ter  Ordnung  coUinear  sind  mit  der  speciellen  (parabo- 
lischen)  Linie  3ter  Ordnung 

y-   =   ax  +  bx-  +  cx  +  d  =   a{x  —  a){x  —  ß){x  —  y) 

welche  5  Gestallen  haben  kann:  3  versehn  mit  einem  Doppel- 
punct  (Spitze,  Knoten,  conjugirter  Punct),  2  ohne  Doppelpunct 
(mit  abgesonderter  Ovale  und  ohne  eine  solche).  Vergl.  Chasles 
Apercu  hist.  Note  20.  Möbius  Grundformen  der  Linien  3ter  Ord- 
nung 1849.  Salmox  Plane  curves  1832  c.  III.  Demgemäss  sind 
von  Salmox  a.  a.  O.  die  Linien  3ler  Ordnung  zunächst  in  Linien 
der  3ten,  4ten .  (jten  Classe  (§.28,2)  vertheilt  worden,  nach 
dem  Doppelpunct.  den  sie  haben  oder  nicht  haben. 
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4.  Die  iiTediU'ihlen  LiniiMi  einer  Ordnung  sind  e^t^^cdel■ 
sinüulai'o  mit  niehrriichcn  Punclon  oder  ordinäre  ohne  mehr- 
fache Puncle.  Die  Singulars  leii  Linien  einer  Ordnung  sind 
diejenigen,  welche  soviel  und  solche  mehrfache  Puncle  ])esilzen, 
dass  von  ihren  andern  Punclen  keiner  ein  mehrfacher  sein  kann. 
Die    singulärsten    Linien    nler   Ordnung    sind    also   die,    welche 

einen    [n —  Lfachen   Punct  haben    oder  |  "  .^    '  |  Dop|)clpuncte. 

die  zum  Theil  oder  ganz  gesondert  liegen    V. 

Weniger  singulär  ist  eine  Linie  ;Mer  Ordnung  mit  1  |  —  p 

Doppelpuncten  oder  mit  soviel  und  solrlien  mehrfachen  Punclen, 
dass  untei'  ihren  andern  Punclen  niclil  mein'  als  p  unlerscheid- 
i)are  Doj>pelpuncle  zulassig  sind.  Die  irreducihlen  Linien  2ler 
Ordnung  halben  keinen  Doppelpuncl :  die  3lei-  Ordnung  haben 
einen  oder  keinen  Doppelpuncl :  unter  den  Linien  4ler  Ord- 
nung sind  in  Betracht  zvi  zielm  die  singulärsten  mit  3  Doppel- 
puncten. weniger  singulare  mil  i.  I  Doppelpuncten.  und  die 
ordinären  ohne  einen  Doppelpuncl.     U.  s.  w. 

Verstärkt  wird  in  allen  Fällen  die  Singularität  einer  Linie, 
wenn  die  Coefficienten  ilu'er  (Tleichung  so  verändert  werden, 
dass  durch  einen  Punct  der  Linie  mehr  Zweige  derselben  gehn, 
und  dass  daselbst  zwei  Zweige  einen  2punctigen  Contact  oder 
eine  Osculation  erhalten. 

5.  Alle  Linien,  welche  p  Doppelpuncte  \Neniger  haben  als 
die  singulärsten  ihrer  Ordnungen,  sind  fiii'  die  Zwecke  der 
Analysis  als  »Linien  pten  Geschlechts^  (mit  der  deficiency  p) 
zusammengefasst  worden  von  Clebsch  l8Gi  Grelle  J.  63  p.  192, 
6i  p.  43  u.  98,  und  Gaylev  London  math.  Soc.  1865  Oct.  Zum 
Ölen  Geschlecht  gehören  nach  dieser  Zählung  die  Linien  2ter 
Ordnung  und  alle  singulärsten  Linien;  zum  Iten  Geschlecht  die 
ordinären  Linien  3ter  Ordnung,  die  singulären  4ter  Ordnung  mil 
2  Doppelpuncten,  5ter  Ordnung  mit  5  Doppelpuncten,  u.  s.  w.; 
zum  2teu  Geschlecht  die  Linien  4ter  Ordnung  mit  1  Doppel- 
puncl, öter  Ordnung  mit  4  Doppelpuncten.  u.  s.  w. 

Für  dieselben  Zwecke  hatte  Riemann  »algebraische  Glei- 
chungen  einer   Glasse«    Grelle  .1.  54  p.   133    '1857)    und  Weier- 
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sTRAss  (loM  ))R;inü  (nner  (Gleichung«  in  doii  Vorlesniii^cii  Ulior 
(lio  Al)elsclien  Functionon  (lefinirl.  Die  Abziililiiiii:  des  Ge- 
schlechts einer  l/mie  nach  den  I)o[)|)eipiinclen  derselben  giel)l 
;d)er  niclil  ohne  Weiteres  den  Hanii  iln'er  (Jleichunü.  Kine  Linie 
'( ter  Ordnnniz  niil  I  Doppelpuncl  ist  nicdern  ;ds  2ten  Kanties, 
wenn  in  dem  Doppelpunct  die  Zweige  sich  oscnliren.  Z.  B. 
die  Linie 

y2  ^   ax*  +  hx'^  +  ex-  +  dx  -\-  e 

hat  einen  nnendliehfernen  üoppelpunct  mit  eiiiei'  Tangente  (der 
nnendlichl'ernen  (leraden),  von  der  die  Linie  3punclig  herüiirl 
wird;  denn  die  Parallelen  der  a^  =  0  enthalten  je  i  unendlich- 
h'rne  Piincte  der  Linie,  nur  tlie  x-  =  x  enlhiill  deren  \.  In 
der  Thal  ist  diese  Linie  nicht  2ten  sondern   llen  lianges. 

0.  Die  singnlärsten  Linien  nter  Ordnung,  die  ele- 
nientai'sten  ihrer  Ordnung,  Uten  Ranges  und  (Geschlechts,  ))üni- 
cnrsalen^'  hei  C.vvlky  a.  a.  O.,  sind  durch  mehrere  Ligenschaflen 
ausgezeichnet.  Zu  ihrer  Bestimmung  sind  weniger  als  n  gege- 
bene Puncte  erforderlieh.  Wenn  /=  0  die  Gleichung  einer 
allgemeinen  Linie  /«ter  Ordnung  ist  mit  der  Diliereulialglei- 
chung  f^dx  +  f  dy  =  0  ,  so  muss  ein  mehrfacher  Punct  der 
Linie  ein  Punct  der  Gruppe  [f^  =^  0  ,  /  =  0)  sein,  der  der 
(ileichung  f  =  0  genügt  (§.  38.  9),  d.  h.  die  Coefficienten  der 
f  müssen  durch  eine  bestinnnte  Gleichung  verbunden  sein.    Also 

hat  die  Gleichung  einer  Linie  «ter  Ordi\ung  mit  (  '  .,  )  geson- 
derten Doppelpnncten  nicht  mehr  als 

n  -[''-')   =   3n-l 

disponible  Coefticienten.     VergL  §.  41,  3. 

7.  Die  homogenen  Coordinalen  eines  Punctes  einer  singu- 
Uirsten  Linie  «ter  Ordnung  sind  Functionen  ?iten  Grades 
eines  Parameters  (einer  freien  Variablen),  d.  h.  die  Gleichung 
/=  0  für  den  Punct  x\i/  einer  singnlärsten  Linie  nter  Ord- 
nung kann  ersel/i   werden  diu'ch  das  System 

[   :  X  :  1/  ==   F  :  Q  :  E 
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SO  dass  P,  Q,  R  beslimnile  Fiineüonen  n\en  Grades  der  Un- 
beslimmlen  A  sind.  Clebsch  1865  Grelle  J.  64  p.  44.  Vergl. 
GuASLES  Gomples  rendus  1866  l.  62  p.  584  und  Hermite  Gours 
d'Anal.    1873  p.  250. 

1.    Zur  Bestimmung   einer  Linie   Ller   Ordnung  werden  fc' 

Puncle   der  /  =  0   ausgewählt ,    verschieden  von   den   I  "  .^     | 

Doppelpuncten  der  f  =  0.  Diese  Linie  Ä:ter  Ordnung  enthält 
zugleich  die  Doppelpuncte  der  /'  =  0   und  nur  diese,  w  eiiii 


^■'-("7') 


nh 


Dieser  für  A:  quadratischen  Gleichung  genügen  A'  =  n  —  1 ,  n  —  2. 
Dabei  ist 

11.  Wenn  nun  u  =  0.  ü  =  0  Linien  [n — l)ter  Ordnung 
sind,  welche  die  Doppelpuncte  und  2n  —  3  andre  Punete  der 
/'=  0  enthalten,  so  ist  u  -f-  Zw  =  0  von  derselben  Art.  Daher 
enthält  die  Gruppe   [u  ■+■?.€  =  0,  /"  =  0)   nach  §.  40,  8 


K"i') 


{•n  —  l)n  —  1 


bekannte  Punete  und  einen  von  l  abhängigen  Puncl. 

Oder  wenn  u  ^  0.  ^'  =  0  Linien  [n  —  2)ler  Ordnung 
sind,  welche  die  Doppelpuncte  und  n  —  3  andre  Puncle  der 
/=  0  enthalten,  so  ist  u  +  ?.v  =  0  von  derselben  Art.  Daher 
enthält  die  Gruppe   [u  +  Iv  =  0,  f  =^  Q) 

'2(^~^^  +  n  —  b  =  {n—2)n  —  l 

l)ekannte  Punete  und  einen  von  Z  abhängigen  Puncl. 

III.  In  beiden  Fällen  ist  die  von  y  unabhängige  Resultante 
Ä  der  Functionen  u  +  Xi-  und./  (§.  40,  2)  eine  Function  ??ten 
Gi'ades   von  l ,    und    die  Wurzeln  der  Gleichung  ^  =  0  für  x 
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sind  bis  jiiif  eine,  die  von  Auhhangl.  Also  findet  ni;in,  indem  in:in 
JT  durch  eine  bekannte  Function  von  x  dividirt,  J'x — Ci  =  0, 
so  dass  F,  Q  gegei)ene  Functionen  nten  Grades  der  /  sind. 
EI)enso  findet  man  J''i/  —  Q'  =  0  ^  so  dass  P',  Q'  gegebene 
Functionen  nten  (irades  der  Z  sind. 

Hiernach  entspricht  jedem  A  ein  Puncl  x  y.  Al)er  zur  Con- 
gruenz  des  Systems  [Px  =  Q,  P'\j^=  Q')  mit  der  Gleichung 
./■  =  0  ist  es  nothwendig,  dass  n  Functe  der  Linie  auf  der 
(ieraden  A  -\-  Bx  ■+•  6'?y  =  0  liegen,   dass  also  die  (Jleichung 

^1  +  ^1+  c|,  =  0 

fiir  /.  (icii  (irad  n  lial,  fnlgiicli  P  :  P'  von  /  unabhängig  ist. 
Dahei"  genügt  der  (iieiciumg  /'  =  0  das  System 

\  :  X  :  y  =   P  :  Q  :  B 

wenn  P^    Q.  R  i)estimmte  l'unclionen  7it(m  Gj"ades  von  /.  sind. 

IV.  Man  kann  auch  A  -\-  Bx  +  Cy  =  0  als  Gleichung  des 
]*unctes  x\y  betrachten,  und  aus  dem  System 

H  +  ?.f   =   {) ,       /■  =   0,       A  +  Bx  +  Cy  =   Q 

durch  Elimination  von  x  und  y  die  Gleichung  <f  =  0  für  A,  ß,  C 
componiren  (§.37,  4) ,  d.  i.  die  Gleichung  der  Puncte  [u  +  A  r  =  0, 
/  =  0)  ,  deren  einer  von  k  abhängt,  während  die  übrigen  be- 
kannt sind.  Aus  «p  =  0  findet  man  dann  diych  Division  die 
Gleichung  des  von  A  abhängigen  Punctes 

AP+  BQ  +  CB  =  0 
für  welchen 

1  :  X  :  y  =   P  :  Q  :  B 

ist,  wo  P,  Q.  R  bestinnute  Functionen  nten  Grades  von  A  sind. 
CLEBscii-tjöRDAN  jVbelschc  Functionen  p.  67. 

8.  Wenn  fj^  eine  Form  ^ten  Grades  der  x.  y  ist,  so  ist 
fn  +  /«—  1  =  0  '^i"^  Linie  nter  Ordnung  mit  dem  {n  —  I)  fachen 
Punct  OjO,    und   es    genügt,    y  =  tx  zu   setzen,    um  x  und  y 

Baltzeij,  anal.  Geom,  22 
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dui'cli  .'  r;i  l  io  Hill  auszudrücken.  Durch  die  Suhslitulion //  =  <x 
wiril  /}^  Iheilhar  durch  j.^ :  der  Quntienl  7';u  ist  der  Werlh. 
welchen/];,  i)ei  x  =  \.  y  =  t  hat,  eine  Function  fcten  Grades 
der  t.    Man  erhält  a"  7'„  4-  J^^^T,^_^  =  0,  also  das  System 

Z,  B  ic-'  +  fi'^  —  iaxy  =  0  kann  ersetzt  werden  durch 
3af  '6at- 


Wenn  man  einen  Puncl  einer  Linie  2ter  Ordnung  zum  Null- 
puncl  ninmit,  so  erhalt  man  die  Gleichung  der  Linie  A  +f\  =  0. 
also  x2\^  +  Tj  =  0;   u.  s.  w. 

Wenn  dagegen  ,/„-!- /■„_2  =  0.  also  a-7'„-H  7'„_2  =  0; 
so  werden  x  und  y  durch  t  irrational  ausgedrückt.  Eben- 
so bei 


fn  +  fn-u+fn-2a-    '^  X^-T^^  +  X^T^ 


n  —  (< 


Diese  einfachsten  Falle,  in  denen  einer  Gleichung  ,/' =  ü  ent- 
sprechend die  Variablen  x  und  y  als  rationale  oder  irrationale 
Functionen  einer  Unbestimmten  t  dargestellt  werden,  sind  von 
EüLER  Introd.  1  c.  :3  erledigt  worden. 

0.  Wenn  die  homogenen  Coordinaten  P,  Q,  R  des  Punctes 
X  y  Functionen  7iten  Grades  des  Parameters  A  sind  und  dem- 
nach 

1  :  X  :  y  =   P  :  Q  :  B 

so  entsprechen  allen  A  alle  Puncte  x  y  einer  »barycen Irischen 
Linie  /iter  Ordnung«.     Möbus  baryc.  Calc.  i^.  66  1V. 

1.  Die  Gerade 

A  +  Bx  +  Cy  =   ii 

hat  mit  der  barycentrischen  Linie  ?/ler  Ordnung  den  Punct 

AF  +  BQ  +  CR   =   0 
gemein,  der  durch  diese  (Ueichung  l'ür  L  vom  ?iten  Grad  ndeutig 
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iK'sliiiiiiil    wird.     Aul'   dvv    iim-iMlIichfernen    (icrjulcii    lioLreii   die 
I'iiiiclo  J'  =  {). 

II.  Der  einen»  Parameter  Ä  enlsprechende  Punel  der  ltai-\- 
centrisclien  Linie  kann  durch  I,  in  ealeonsl  r  u  ei  ion  iiefunden 
\verden,    Bar.  Cale.  §.  Tl. 

III.  Nach  der  Suhstitulion 


X  = 


1  +  yt 


verhallen  sieh  P  :  Q  :  R  wie  Funelionen  (h'SseU)en  Grades 
von  /.  Die  (]oeffieicnlen  dieser  Funelionen  sind  von  a,  /:?,  / 
abhängig;  also  können  3  derselben  bei  beslimniten  «,  /?,  y  n\dl 
wei'den.  Die  Proporlion  der  Funelionen  von  t  enlluilt  deninaeh 
slall  in  -\-  l  nur  3?i  —  1  disponible  (^oeffieienten,  so  dass  zur 
Bestimmung  einer  baryeentrisehen  Linie  7iter  Ordnung  3n  —  1 
Puncle  erforderlieh  sind.     Bar.  Cale.  §.  69.    Vergl.  ol)en   (ü). 

IV.  Eine  Linie  /(ter  Ordnung  /  =  0  mit  n'  disponiblen 
Goelfieienten  ist  nicht  unbedingt  baryeentrisch.  Wenn  sie  es 
ist,  so  ist  die  Gleichung  /=  0  congruent  mit  der  Gleichung 
^  =  0,  nten  Grades  für  x,  r/,  welche  aus  dem  System  [Px  =  Q. 
Py  =  R)  durch  Elimination  von  t  erhalten  w  ird.  Die  Coeffi- 
eienten  der  g  sind  rationale  Functionen  der  3  n  —  I  Coefficien- 
ten,  welche  in  P.  Q,  R  zur  Verfügung  stehn.  Also  haben  n' 
Functionen  von  3« —  I  Inliestimmlen  gegebene  Werthe,  Nach 
Bestimmung  der  3«  —  I  Unbestimmten  durch  ebensoviel  Glei- 
chunsen  bleibt  ein  L'el>erschuss  von 


3n  +  1 


("!') 


Gleichungen  für  die  Coefficienten  der  f.  Wenn  die  Coefficienten 
der  f  diesen  (ileichungen  nicht  genügen,  so  ist  die  Linie /=0 
nicht  baryeentrisch.     Bar.  Cale.  §.  138. 

Deuniacli  sind  die  singulärsten  Linien  ihrer  Ordnung  ^Oten 
Ranges  oder  Geschlechts,  l'nicursalen)  barycenlrische  Linien 
dersellien  Ordnung. 

22* 
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10.  Neben  der  Liiiejilconslriiclion  der  l>;ii-yeenli-isclR'n 
Linien  (9,  11)  sind  liekaunt  die  Construclion  eines  Kegel- 
schnittes durch  2  Büschel  von  Geraden  bei  Newton  Princ.  1 
lemma  21  ,  sowie  die  Constrnctiouen  von  singulären  Linien 
höherer  Ordnungen- auf  demselben  Wege  Enumeratio  VI,  welche 
Maclairix  Geom.  org.  1720  \\eiter  ausgeführt  hat.  Besondre 
Fälle  behandeln  ein  Fragment  v«  .i  Eiler  (Grelle  .1.  231,  ein  Auf- 
satz von  A.  Jacobi  1840  Grelle  J.  31  p.  108. 

Gonstructionen  von  Linien  durch  2  Büschel  von  Gurven 
werden  er\\ähnt  von  Steiner  1848  (Grelle  J.  47  p.  2,,  näher  ])e- 
trachtet  von  Grassma.nn  1851  Grelle  .1.  i2  p.  193.  Specielle  Aus- 
führungen verdankt  man  Ghasles  Gomptes  rendus  1853  t.  37, 
1855,  1857,  Rapport  sur  les  progres  de  la  geom.  1870  p.  223  ff. 
Vergl.  Cremona  1862  Gurve  ])iane  4(i  ff.  Scurotkr  1872  Math. 
Ann.  5  p.  51.  0  p.  85. 

Die  Erzeugung  algebraischer  Linien  durch  Bewegung  von 
Geraden  ist  Gegenstand  mehrerer  Abhandlungen  von  Grassmann 
seit    184(3  Grelle  L  31    p.  IM.  3r.   p.  177,  42  p.  187. 

11.  Aus -dem  System  Q^=Fx,  R  =  Py]  wird  die  Glei- 
chung der  barycentrischen  Linie  durch  F^limination  des  Para- 
meters gefunden.    Wenn 

P  =  a^,  +  ff  1  f  +  .  .  ,       (?   =   h,,  +  Z/i  <  +  .  .  ,       R  =   c„  +  c^t  +     . 

?ilen  Grades  sind,  so  hat  man 

6,1  —  ttf^x  +  [hy  —  Uxx)t  +  {1)2  —  a)x)t''  +  .  .   =  0 
c,i  —  rt,j2/  +  K'-'\  — f'i!/^^  +  [^2  —  '-^■•.y)^'-  +  .  .  =  " 

oder  abgekürzt 

B,,  +  Byt  +  . .  =  0 ,      Co  +  Cj f  +  . .  =  0 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  n\en  Grades  für  /  kann  man 
durch  Bildung  einer  Determinante  2«ten  Grades  die  gesuchte 
Gleichung  erhalten.  Einfacher  l)ildet  man  nach  Bezolt  n  Glei- 
chungen in  —  1)ten  Grades 


P,j     By  +  B.,t  +  .  . 
C'u     Ci  +  Co  ^  +  .  . 


=    0, 


B^,  +  Byf    Bo  +  BJ  +  .  .      _ 

Cy  +  Cit    C^  +  C^t  +  .  .  ,   ~     '  ' 


g.  42.    l.iiiiiMi  von  vcrscliiedener  Siiigularital. 

oder  entwickoll 

01  +  02  ^    +  oa  f^   +  . .  =  0 

02  +  u8  j  /  +  Ol  r^  +  . .  =  0 

+  1 2       +  1 3 
OH  4-  04  I  <  +  05  U2  +  .  .   =   0 

+  13  I     +14 
+  23  1 

II.  s.  \v.    Ziifolue  dieses  Svsleins  von  Gleicliiinüen  ist 


3i1 


01  02       03 

02  03  +  12  04  +  13       .* 

03  04  +  13  Of)  +  14  +  23  . 


=  0 


Diese  Determinante  rtten  (irados  ist  synunetrisoh;   ihre  Elemente 
sind   lineare  iMinctionen  der  a-,  ?/,  weil 


Ol 


B, 

B, 

_      ^" 

—  a,i  a: 

h  - 

a, 

X 

i  C'„ 

C{ 

Co 

—  «h2/ 

C|  - 

-rt 

y 

«D 

—  «0 

a. 

—  «1 

1 

«ü 

«i 

1 

h 

—  «0 

X 

öl 

—  a^x 

a;      = 

K 

Ih 

X 

Ci^ 

—  ön 

y 

Ci 

—  «1  ?/ 

y 

C(i 

C\ 

y 

1*3.  l'vine  l>aryeentrische  Linie  hiiherer  als  2ter  Ordnung 
hat  iinl)edingt  mehrfache  Puncte,  Wenn  der  dem  Parameter  t 
entsprechende  Punct  P  Q^H  and  der  dem  Parameter  to  ent- 
sprechende Punct  P'  ü'|ß' zusammenfallen,  so  ist  der  Punct 
PQ  R  ein  Dopjjelpunct  der  barycent  rischen  Linie.  Zur 
Bestimmung  desselben  dient  das  System 

P' :  Q'  :  R'  ^   P  :  Q  :  B 

für  t,  (j,  von  denen  t  nicht  0.  o  nicht  1.  Die  Anzahl  |-(n  —  1)  (n  —  2) 
der  Lösungen  t  q  wurde  von  Clebsch  1865  Grelle  J.  fii  p.  48 
bestiuunt.  Vergl,  Heumite  Cours  d'analyse  1873  p.  2i9.  Die 
residtirende  Gleichung  für  t  ist  von  Haase  1870  >[alli.  Ann.  2 
p.  523  gegeben  worden.  Yergl.  Lindemann-Clebsch  Yorles. 
p.   889. 
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l.     Die  Gleichungen 

P    P' 

'  Q    Q' 

werden  ersetzt  durch 

I  P"    P 

I  Q"    Q 


wo 


=   0 


Q" 


P    P' 

R    R' 


P"     P 
R"    R 


=   0 


R"  = 


R-R' 


Nun  ist  P  —  P'  =  o^<(|  —  ü)  +  a.^t'^il  —  ?^)  -f-  .  . ,   folglich 

P"  =   ttit  +  a.2t^  +  .  .  +  [a-^t^  +  a-J'^  +  . .) Q  +  .  . 
=   P-P.  +  {P—P,)q  +  {P—P,)^2  +  .. 


wo  P  =  Oq,   P^  =  ciq  +  a^t,   P.^ 


n^t  -t-  «2  ^"5   u.  s.  w. 


Demnach  hat  man  die  erste  Gleichung  [n — l)len  Grades  für  q 


P—P^,    +    {P—P,)Q+{P-P.^)f-    +    ..        p 


=  0 


oder  entwickelt 

I  ^    Po 

I  Q    <?o 


P   P, 


p  P, 


e^  +  .. 


abgekürzt 

£„  +  J5ip  +  Po?-  +  .  .   =   ^ 

und  die  zweite  Gleichung  nach  Vertauschung  von   U  mit  It 
C„  +  C'i  p  +  Co  ()2  +  _  =  0 

11.     Aus  den  beiden  Gleichungen  [n  —  1)ten  Grades  bildet 
man  n\  ie  oben  (11)  n  —  1  Gleichungen   (n  —  2)ten  Grades  für  q 

01  4-  02  ()  +  03  p2  +..  =  () 

02  +  03  I  p  +  04  I  (»2  +  .  .  =  0 
-4-  12  ;   +  13  I 

03  +  04  p  +  05  ^2  +  _  =  0 


13 


+  14! 
+  23 


§.  4-2.     IJuicii  v<in  veischiedenei'  Siiiüulaiitäl. 
IM.      Diihei   ist 


3i3 


Ol   = 


B,    B,     _  I  P^o  -  P,Q     PQx  -  i\Q 


FF„  —  F,,P     l'P^  —  P^F     F 


;  n    ^.     ^^ 


I  PB,,—  P,,B      l'Ri-    P,B      B  \  I  7?„     i?,      7?  I 

1111(1   iil)Ofliiiii|)l   ik  =  /-»//^i^  l)ei  Ä- ^  /,   wo 

I    Pi       P,:       P    I  j    Pi       Pk-Pr       P-Pk    I 

^,7.-  =  '  Qi    Q,:    Q     =    Qi    Qu  -Q,    Q-  Qu  \ 

'  B.     B,.     b\         \  B;    B,.  —B-     B  —  Bj. 

Nun  ist  Pj  vom  /teil  (irad,  Pj,  —  P^  vom  ^teii  Grad  und  theil- 
bar  diircli  /'"'''.  /' — Pj^  vom  /den  Grad  und  tlieilhar  durch 
Z^'*'^:  also  Dil.   vom   (/ 4- i- +  «jteii    Grad    und    tlieilhar    durch 


'  +  ^'-  +  -.   und 
D 


In.     =      -. 


Pi     (Pu-Pi)  ■■''^'     iP-Pu' 


.-,-Tra  =  j  ^i   (Qu-Qi>  ■■  t'-"'    iQ-Qu) 

I  ji.     iB,-B.)  :  P*'     (7?-i?,) 


vom    [n  —  2]ten  Grad  hei  allen  /.  /.'. 

IV.     Vermöize  der  (ileichuuiien 
1)1    =   P/),,,   =   Pd,,iP,       0-2   =   Pdn'>t\  .  . 
bleibt  das  Syslein 


ik   =    Pr/,-,. /'■+'■ +  - 


0 


do2  +  (li?,    fQ  +  (Im  \t-Q-  +  .  .   =   Ü 


f^3 


u.  s.  w.    Zufolge  dieses  Systems  von  n  —  l  (ileieluiUiien  'n  —  2)len 
Grades  für  to  ist 
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dn-i     ^u3  +  (^12     <h\  +  dyi 


=   0 


Die  Elemente  dieser  Delerminanle  («  —  l)len  Grades  sind  Func- 
tionen [n  —  2l)len  Grades  von  t,  also  ist  die  gefundene  Glei- 
chung für  t  vom  [n  —  ■\][n  —  2)ten  Grad.  Jeder  Wurzel  t  ent- 
spricht ein  Werth  f{>,  einer  Ä; fachen  Wurzel  t  entpricht  tQ 
höchstens  tdeutig,  so  dass  man  [n  —  l)(n  —  2)  Lösungen  t  tQ 
des  Systems  erhält. 

V.  Wenn  t  to  eine  Lösung  des  Systems  (I)  ist,  so  ist  tg  t 
auch  eine  Lösung  desselben,  weil  durch  Vertauschung  von  P 
mit  P',  u.  s.  w.  das  System  nicht  verändert  wird.  Beide  Lö- 
sungen bestimmen  denselben  Dop])elpuncl :  die  barycentrische 
Linie  hat  \[n  —  \){n  —  2)   Doppelpuncte, 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  [n  —  1)  [n  —  2)ten  Grades  sind 
demnach  so  gepaart,  dass  durch  die  W'urzel  t  eine  andre  Wurzel 
tQ  bestimmt  wird,  dass  durch  ^[n  —  \)[n  —  2)  Wurzeln  die 
übrigen  bestimmt  werden. 

Um  die  Gleichung  \{n  —  \){n  —  2)ten  Grades  zur  Bestim- 
mung der  Doppelpuncte  zu  erhalten,  kann  man 


0 


setzen.  Hier  ist  F+  P' eine  Function  von  w,  v'^^  und  P  —  P' 
theilbar  durch  r,  der  Quotient  eine  Function  von  li,  v'^.  Durch 
Elimination  von  v~  findet  man  die  reducirte  Gleichung  für  u. 
Jeder  Wurzel  u  entspricht  v'^^  so  dass  t  =  u  +  r. 


§.  43.    Die  Linie  und  die  Geraden  eines  Piinctes. 

1.  Wenn  die  Puncle  A^  ß  nicht  auf  der  Linie  ?iter  Ord- 
nung /'  =  0  liegen,  wenn  je  n  Puncte  der  /  =  0  auf  den  par- 
allelen Geraden  AP,  BQ  liegen,  P^,  ,.,  P„  auf' ^P,  u.  s.  w., 
wenn  die  Function  /  in  A  den  Werth  f[A)  hat,  und  das  Product 


t    =    U  +  V 

tQ     =     «  —  V 

p  +  1'' 

Q  +  Q' 

p—  p' 

P+    P'       P—  P' 

R+  E'    p  —  R' 

§.  4.3.     Die  Linie  und  die  (ieraderi  i-iiirs   l'iiiictes.  ;{ 15 

der  n    Strecken   AP^  .  AP.2  ...    durch    [AP]    bezeichnet    wird, 
so  ist 

(AP)  :  (BQ)   =  f{A):  fiB) 

Man   neimie    für   den   Puiicl   P  die  Ahscisse  x  auf  der  Geraden 
AB^   die  Ordinale  y  parallel  n)it  AP:    dann  ist 

f  =   Cx''  +  .  .  +  />*/'■  +  .  .  +  E  =   (> 

E  =  /-(o^o)  =  r(^) 

JJei  x  =  0  hat  man  /J/y"  -f-  .  .  4-  /^'  =  U,   folglich 

<-i)-(^p)-|  =  %^) 

Bei    X  =  AB  hal  man    />/'-+-  •  •  +  ^'  =  0;    '^^'  =  /(^ß,  0) 
=  f[B)\   folglich 

(-1)"(£^)  =  §'  =  M 

mithin    [AP]  :  (Sa)   =  /(^)   :  f[B).      Wenn    auch    ^i?,    BS 
parallel  sind,  so  ist 

(AP)  :  {BQ)  =  A^)  :  f{B)   =   C^^)  :  (^*') 

Diese  Sätze  sind  von  Newton  Enuni.  II,  i  gegeben  worden 
in  Anschluss  an  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte, welche  sich  bei  Apollomus  finden.  Vergl.  §.  .35,  13. 
Wenn  eine  der  Strecken  AP  unendlich  ist,  so  ist  auch  eine  der 
Strecken  B<X  unendlich  mit  dem  Verhältniss   I. 

3.  Aus  dem  NE\vro.\-'schen  Satz  entspringt  der  Satz  von 
Car.xot  ,  nach  welchem  die  Seiten  eines  Polygons  von 
einer  Linie  nter  Ordnung  in  je  n  Punclen  so  getheilt 
werden,  dass  das  Pro  du  et  aller  Schnitt  Verhältnisse 
I    ist.    Vergl,  §.  35,  14. 

Wenn  die  Seiten  AB^  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC  von  der 
l/mie  /■  =  0  in  je  n  Puncten  P^  Q,  R  getheilt  worden  sind, 
und   die  (ierade  Bli' mh  AC  parallel  ist,  so  hat  man   (1) 

{AP)  _    {AJi)  {BQ)  _  {BR') 

{BP)         {BB')  {CQ)  {CR) 


346  Cap.  VII.     Die  Linien  ntev  Ordnung, 

folglich  durch  Mulli])Hc;i(ion 

{AP){BQ)    _    {AR)  (^I\(^\(^\   _    , 

(BP)  (CQ)  (CR)      "•  '•      KßPRCQjyAR)   "    ' 

Wenn  lerner  CD,   DA  von   /  =  0    in  je  n  Puncten  S,    T 
getheilt  werden,  so  ist 

\CR  )\DS)\AT) 
lolglieh  durch  Multiplicalion 

AP\/  BQ\/-  CS\{  DT 


{bpJvcq  )\ds)\at)  ~ 


u.  s.  w.  Umgekehrt  schliesst  man :  Wenn  von  je  n  Puncten 
P,  Q,  E  der  Seiten  AB,  BC,  CA  oder  von  je  n  Puncten  P, 
a,  'S,  T  der  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA.  welche  den  aufge- 
stellten Gleichungen  genügen,  alle  bis  auf  einen  auf  einer  Linie 
«ter  Ordnung  liegen ,  so  liegt  auch  der  letzte  Punct  auf  der- 
sell)en  Linie. 

3.  Das  Product  der  Schnitiverhältnisse  i^i)  ist  projectiv 
(§.13,  3  und  10),  und  hat  nach  dem  Carnotschen  Satz  den 
Werth  1,  wenn  die  Polygonseilen  von  einer  Linie  nter  Ordnung 
geschnitten  werden.  Für  n  =  1  enthüll  der  Garnolsche  Salz 
den  Menelaischen  Satz  (Trigon.  §.  7,  6),  nach  welchem  die  Seiten 
AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC  von  einer  Geraden  in  P,  Q,  E 
So  geschnitten  werden,  dass 

AP  BQ  CR   _ 
BP  CQÄli  ~ 


Wenn  dagegen 


AJ^  BQ^  CR^   _   _ 
BP  CQ   AR'   ~ 


CR  CR ' 
so  ist  -j^  :  -j-n'  =  —  I  ,  tl-  li-  E,  E'  sind  mil  C,  A  in  Har- 
monie, die  Geraden  CP,  AQ,  i?i?' haben  einen  Punct  gemein, 
die  Dreiecke  CAB  und  PQE'  sind  perspeclivisch  (Trigon.  §.  7,  o). 
Weitere  Anwendungen  sind  von  Plücker  System  I83ö  p.  43 
gemacht  worden.     Verd.  Salmon  Plane  curves  49.     Wenn  eine 
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l.inie  :Uer  Ordnung:  die  Asyiii|)loleii  yli^,  BC^  CA  h;il,  so  sind 
von  den  Schnidpuuclen  1\  Q,  Ji  Je  2   nncndliclifern,  lolglicli 

AF  BQ  CR    __ 
BP  CQ   AR  ~ 

d.  li.  die  Seilen  des  Äsyraplotendreiecks  werden  von  der  Linie 
3ler  Ordnnnii  in  3  endlield'ei'nen  Punelen  gesehnitlen,  die  iiuf 
einer  (ieraden  liej.'en.  Wenn  AB^  BC,  CA  niil  Asymptoten 
einei'  Linie  ;Uer  üi'dnnng  parallel  sind,  so  ist  von  den  Schnitl- 
puncten   P.  U,  R.   je  einer   nnendlichlern.    t'olglieh 

AP1.AB2    BQi  .  BQj   CRi  .  CR.,   _ 
BP,  .  BPo   CQ,  .  r7<?2   AR,  TÄRo   " 

d.  Ii.  /'j ,  P2  5  ^^\i  ^■^21  -^1 !  -^2  li^'n^'^  f^pf  einem  Kegelsehnitt. 
Und  wenn  die  Parallelen  der  Asymptoten  von  der  Linie  in  I^  U,  B 
herilhil   werden,   so  ist 

AI^BQCR^r 
BP  CQ  AR         ^ 

d.  li.  die  Conlacte  P,  Q,,  R  liegen  entweder  anf  einer  (ieraden. 
oder  so,  dass  die  Geraden  CP,  AQ^  BR  einen  Puncl  gemein 
haben.  Die  erste  Möglichkeil  war  von  Plvckku  in  Abrede  ge- 
stellt worden. 

Ueberhanpl  werden  AB.  RC,  CA  von  einei-  Linie  3ter 
Ordnung  in  1\  Q,  R  berührt  nnd  in  P',  Q',  R'  so  geschnit- 
ten,   dass 

APKAP'  BQ^.BQ'    CR'-  .  CR'  _ 

bWTbY'  CQ^.CQ'  AR^.AR'  ~ 

W Cnn  nnn  entweder  P,  U,  R  auf  einer  (ieraden  liegen,  oder 
C'P,  AQ,  BR  einen  Punct  gemein  haben,  so  liegen  P',  Q'.  R' 
anf  einer  Geraden   (§.  38,  3). 

\\\nin  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  /  ==  0  in  den 
Puncten  P,   Q,  R  npunctig  berührt  werden,  so  ist 

AP_BQ  CR^    _    '\ 

BP  CQ  AR    ~  >  ^ 

Bei  realen  Gontaclen  und  bei  ungeradem  n  ist  das  Product  I. 
d.  h.  die  Contacle  P,  <.l,  R  liegen  auf  einer  Gei'aden,  z.  B.  die 
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Puncte  mit  osculirenclen  Tangenten  einer  IJnie  3ter  Ordnung 
(§.  38,  31.  Bei  n  =  2  können  die  3  Puncle  P,  Q,  E  nicht 
auf  einer  Geraden  liegen,  also  ist  das  Producl  nicht  I,  sondern 
—  1  (§.  35,  12)  d.  h.  die  Dreiecke  PQR  und  CAB  sind  per- 
spectivisch.  Bei  geradem  n  über  2  ist  das  Product  entweder 
1   oder  —  1 . 

Wenn  von  einer  Linie  itei-  Ordnung  die  Seite  AB  in  den 
Puncten  F,  P'.  die  Seite  BC  in  Q,  Ü'.  die  Seite  CA  in  i?,  P' 
lierilhrt  wird,  so  ist 

AF.AF'  BQ  ,BQ'  CR  .CR'    _      r 
BP.BP'  'CQ~.~CQ'  AR  .AR'  ~  ^  ^ 

d.  h.  der  Kegelschnitt  PP'(XQ!R  enthalt  entweder  den  Puncl 
R'  oder  den  Punct  R" .  der  so  liegt,  dass  CA  in  R'  und  R" 
harmonisch  getheilt  wird. 

4.  Wenn  x.^  ij,  f  die  homogenen  Coordinalen  des  Punctes 
Q,  und  .Tq  ,  ijq.  f(^  die  des  Punctes  P  sind,  so  sind  x-i-lx^, 
y+'/.y^^.  t+'/.fQ  die  Coordinaten  des  Punctes  R.  in  welchem 
die  Strecke  QP  nach  dem  Verhällniss  — 'At^  :  t  gelheilt  wird 
(§.30,3).  Der  Punct  R  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct  der 
Geraden  PO,  und  einer  gegebenen  Linie  ?iter  Ordnung,  wenn 
f[R)i  eine  gegebene  ternäre  Form  »ten  Gi"ades.  in  R  null  ist, 
d.  h.  unter  der  Bedingung 

fix  +1  X(, ,  ij  +  Ayi, ,  /  +  ;. f„ )    =   0 

Man  kann  f{R]  in  eine  Potenzreihe  von  Ä  entwickeln,  und 
erhält 

wo  nach  dem  Taylorschen  Salz 

i>.  =  f{Q)  =  nx,!i,t) 

u.  s.  w.     Die  Parenthese  mit  den  Exponenten   1.  2,  ..  bedeutet 


§.  4.'{.     Dir   l.iiiic   Mild   (lii-   (icindiMi   ciiii-s   l'miclcs.  ;}i<) 

die  Snmiiic  ilrv  ÖpcMNilioncn,  wolclic  iin  dci'  Form  /  atisüefillirl 
wcrdon  sollen,  i^^s  wcn'don  dcniiiacli  p^.  p.^,  ..  aus  den  Dille- 
renlialen  d/\  d'^f,  ..  ahizcleilel ,  indem  man  dx,  dy  ^  dt  diifcli 
die  homoiienen  (Koordinaten  dos  IMincles  P  ersetzt ,  also  die 
Fiuxionen  der  /  mit  diesen  Coordinaten  eomponirt;  sie  sind 
Formen  des  Punetes  Q{x  y\t)  der  (Irade  n —  I.  ?<  —  -;••; 
und  /usileich  Formen  des  Punctes  P[ocq  ^o  'o)  ^1^''"  <''"i'<le  1 ,  2, . . . 


5.    E!)enso  kann  man 
in  (Miie  Polenzreihe  von   1  :   ?. 


1         q>     1 

entwickeln,   wo  </„  =  f[P)   == /(xq,  ?/o,  ^o),   und 

0/  bf  bf ^ 

■        bx,,  bij,/       bt,, 

u.  s.  w .  liier  sind  q^,  q2-,  .  .'  Formen  des  Punctes  F  der  Grade 
n  —  I  ,  n  —  2,  .  .,  und  zugleich  Formen  des  Punctes  Q,  der 
Grade   1,  2,  ...     Also  ist  auch 

f{R)  =  q,x^  +  ry,;."-i  +  ^  r-~  +  . . 

Die  Vergleichung  heider  EnlNNickelungen  giebt 

J^n  J-\  —  \  Pn  —  m  'im 

.77    ^   'h'      7^, ^y    =   !/i. 


'      (n  — 1)!  li'  •  ■'      (^n  —  m.)\         m\ 

zur     leichteren     Berechnung     von     Pn—m    ^^^'"    ''"^''^    ^■''"     '^''^^ 
n  —  m  ^  in. 

Die  Gleichung  f{R)  =  0  ist  /den  Grades  für  /.  Ihre  Wur- 
zeln A,,  ^•2t--  bestimmen  el)ensoviel  conjugirle  Puncte  i?j , 
J?.2 ,  •  •,  in  welchen  die  Strecke  QP  von  der  Linie  /  =  0  nach 
den  Verhältnissen  — /'.,/(,  ;  t^  — l.j^  -.  t,  ..  getheilt  wird  (4). 
Wenn    nun   (m  ^  0,  I,  ..,  «  —  1)    die    Summe    der   Producte 
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von     je    n  —  m    unter    den    Schnill-Verhallnissen    Qi?,   :   PB^. 
dB.,  :    PR.j,  ..   durch  [ClR  :  FR)^^_,^  bezeichnet  wird,  so   ist 


m !       n  I 


6.  Die  Geraden  des  Punctes  P  schneiden  die  Linie  /  =  ü 
in  je  n  conjugirten  Puncten  i?j,  R.^^  .  .  .  Auf  jeder  Geraden 
wird  entsprechend  den  Puncten  R  der  Punct  Q  durch  die  Glei- 
chung   \QR  :  PR]^i ,„   =    0    bestimmt    als   ihr    harmonisches 

(Zentrum  (n  —  ???)ten  Grades  für  den  Punct  P  (§.  8):  dann  liegt 
Q  auf  der  Linie  (n  —  7/i)teu  (ürades  p,,^  =  0  5),  welche  die 
v//te  Polare  der  gegebenen  Linie  ./' =  0  für  den  Punct 
P  genannt  wird.  In  Betracht  kommen  n  —  1  successive  Po- 
laren einer  Linie  nter  Ordnung  für  einen  gegebenen  Punct. 

Die  erste  Polare  der  Linie  /'  =  0  für  den  Punct  P  ist  die 
Linie    [n —  L  ter  Ordnung 

Die  zweite  Polare 

ist  eine  Linie   [n  —  ^  ter  Ordnung,   und  zugleich  die  erste  Po- 
lare der  ersten  Polare  der  /=  0  für  denselben  Punct  P.   U.  s.  w . 
Die   (n — 2)te  Polare   (die  vorletzte) 


(0  \n— 2 

^-^a;o+  •   J        f{x,!i,  0   =  0 


ist   ein   Kegelschnitt    .Polar-Kegelschnitt ,    conische   Polare);    die 
[n  —  l)te  Polare   (die  letzte) 


(^^. ;„  +  ..)"      A.^,//,0  = 


ist   eine  Gerade   (Polar-Gerade,  gerade  Polare). 

Bei  n  ^  2  giebt  es  nur  eine  Polare  des  Kegelschnittes  für 
den  Punct  P,  die  erste  ist  zugleich  die  letzte,  die  Polare  des 
Punctes  P  an   dem  Kegelschnitt    (§.  34).     Bei   n  =  3    giebt   es 


S.  43.     iJic    IJiiir   1111(1   dir   (jiMiiilcn   i-iiics  i'niictes.  :{5  | 

2  I*()l;ii-OM  drv  Linie  iMcr  OfdiiiinLi  lur  den  l'iiiicl  F,  die  erste 
isl  die  vorletzte,  ein  Kegelsehnill  .  und  die  zweite  l'oiiii-c  ist 
die  letzte,   eine  (ierade.     l:.  s.  w. 

7.  Wenn  Q  aul"  der  [n  —  l)ten,  (n  —  2)tcn,  .  .  Polare  der 
/  =  0  für  den  Punct  F  liegt,  so  liegt  P  aul'  der  Iten,  2tcn,  .  . 
Polare  der  /  =  0  lür  den  Pnnel  'l.  In  der  'J'hat  congruiren 
die  Cdeiehnngen 

mi....- Gfa.="(^--> 

sowie  die  (Ueieluingeii 

Daher   lindet    man   auch  als  hizte  Polai'e  diiUJiiie  I  ler  Ordnung 

als   vorletzte  Polare  die   Linie  iter  Ordnung 

(^a;  +  .  .y/X^u,  2/ü,  ^ü)   =    ^.     u.  s.  Ns^ 

Wenn  Q,  Q'  aiü"  der  letzten  Polare  der  /  =  0  für  den 
Punct  P  liegen,  so  liegt  P  anf  den  ersten  Polaren  der  /'  =  0 
für  die  Puncte  Q.  Q'.  Aber  der  Punct  P  ist  durch  die  Puncle 
Q,  Li'  d.  h.  durch  die  Gerade  QQ'  nicht  eindeutig  sondern 
(n  —  li'^deutig  bestinnnt,  in  Betracht,  dass  die  beiden  ersten 
Polaren  Linien  (n  —  Ijter  Ordnung  sind. 

8.  Wenn  der  Punct  P  nicht  auf  der  Linie  /  =  0  liegt, 
und  wenn  auf  einer  Geraden  des  P  die  Puncte  R  nicht  alle 
gesondert  liegen,  sondern  B.^  mit  B.^  vereint  ist,  so  ist  [QR  :  PRjn 
durch  (Qi?i  :  PR^)'^  theilbar,  und  alle  Glieder  von  [QM  :  PR)n  —  ]. 
sind  durch  Q/?,  :  PR^  theilbar.  Also  wird  der  Gleichung 
(Qi?  :  PR)n^]  =  0  für  Q  durch  QR^  =  0  genügt;  d.  h. 
der  Punct  R^  der  Linie  /==  Ü,  in  welcjieni  diese  Linie 
von  einer  Geraden  des  Punctes  P  berührt  wird,  oder 
welcher  kein  einfacher  Punct  dei'  /'  =  0  ist,  liegt  auf 
der    ersten  Polare    tlei-    /==  0   für  den  Punct  P.      Ebenso 
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liegt  der  TiiiKi,  in  welchem  die  ersle  Polare  von  einer  Geraden 
des  F  berührt  wird ,  oder  der  kein  einfacher  Puncl  dieser  Po- 
lare ist,  auf  der  zweiten  Polare  der  /  =  0  für  den  Puncl  P. 
U.  s.  w. 

Und  wenn  auf  der  Geraden  3  Puncte  R  in  i?j  vereint  sind, 
so  sind  auf  derselben  2  Puncte  Q  in  E^  vereint,  d.  h.  wenn 
/•  =  0  von  einer  Geraden  des  P  Spunctig  berührt  wird,  so 
wird  die  erste  Polare  der  /  =  0  von  derselben  Geraden  in 
demselben  Punct  2punctii);  berührt,    U.  s.  w. 

9.  Die  Puncte  R  der  Geraden  PQ  sind  aber  nur  dann 
nicht  alle  gesondert  und  die  Wurzeln  A^ ,  Aj  ,  .  .  nicht  alle  von 
einander  verschieden,  wenn  eine  bestimmte  Form  L  der  ^jq,  p, ,  . . 
null  ist,  nämlich  die  Discriminante  derjenigen  Function  von  X, 
welche  durch  f{R)  bezeichnet  wurde  (4).  Die  Gleichung  L  =  0 
bestimmt  also  bei  gegebenem  P  den  Punct  Q  dergestalt,  dass 
auf  der  Geraden  PQ  n  Puncte  der  /■  =  0  liegen,  die  nicht 
alle  gesondert  sind,  dass  also  die  Gerade  PQ  von  der  Linie 
/  =  0  berührt  wird,  oder  einen  mehrfachen  Punct  der  /  =  0 
enthält.  Hiernach  besteht  die  Linie  L  =  0  aus  den  Geraden 
des  Punctes  P,  welche  Contacte  oder  mehrfache  Puncte  der 
Linie  f  =  0  enthalten.  Man  schliesst  hieraus,  dass  die  Discri- 
minante L  eine  binäre  Form  der  Differenzen  x  —  x^ ,  y  —  y^ 
ist.     Vergl.  §.  34,  2  und  3. 

10.  L  Wenn  Q  ein  harmonisches  Centrum  [n  —  ?H)ten 
Grades    der    Puncte   i?^,  ..^Rn  für    den  Punct   i?,   ist,    so  hat 

man   (§.  8,  3) 


V-ßii?2  '  *     /n~in  —  \ 


d.  h.  die  laie  Polare  der  Linie  /  =  0  für  einen  einfachen  Punct 
i2,  der  /  =  0  enthält  den  Punct  R^ ,  und  schneidet  jede  Ge- 
rade des  R^ ,  die  mit  /  =  0  die  Puncte  i?, ,  . . ,  i2„  gemein 
hat,  in  einem  harmonischen  Centrum  [n  —  m  —  1)ten  Grades 
der  Puncte  i?2,  ..,  Rn  für  den  Punct  R^.  Z.  B.  die  erste  Po- 
lare einer  Linie  3ter  Ordnung  für  einen  einfachen  Punct  der- 
selben enthält    den   Puncl  i?i,    und   schneidet  jede   Gerade   des 
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/?j ,  die  iiiil  (Icf  Linie  die  PuiicU'  i»', .  M.,^  E.^  semcin  hat,  in 
Q,  dem  hai'rnonischen  Cenlrum  ersten  Grades  der  i?.^,  Jl,^  für 
7?j,  so  da  SS    QB^n.2Ili)  =  —  1. 

Auf    der   Geraden    des   B^.    von    welclier    /  =  0   berührt 
wii'd.  ist  7^2   "'i^  -^i    vereint,  also  hat  man 


^"'im-i- 


=  0 

2 


d.  h.  die  wte  Polare  der  J'^0  für  /?,  enthält  2  Puncte  72,,  und 
hat  daselbst  mit  /  =  0  einen  2punctiacn  Contact.  Die  letzte 
Polare  der  /"  =  0  für  den  einfachen  Punet  7?,  der  /  =  0  ist 
die  (Jerade,  von  der  die  Linie  /  =  0  in  7?j  berührt  wird:  eine 
Asymptote  der  /  ==  0,  wenn  By  ein  unendlichferner  Puncl  der 
Linie  ist. 

II.  Wenn  der  Punet  P  auf  der  Linie  /'  =  0  liegt,  und 
ein  einfacher  l'unct  derselben  mit  einer  Ä.punctigen  Tangente 
ist,  so  ist  er  auch  ein  einfacher  Punet  mit  derselben  Ä;punctigen 
Tangente  auf  den  Polaren  der  /  =  0  für  den  Punet  P.  Die 
Linie  und  ihre  Polaren  haben  dann  in  P  einen  fcpunctigen  oder 
mehrpunctigen  Contact ,  die  letzte  Polare  ist  die  gemeinschaft- 
liche Tangente.  Man  beweist  dies  wie  oben,  oder  nachdem  die 
Fundamentallinien  so  gelegt  worden,  dass  P  die  Coordinaten 
0,  0,  ^0?  1^11^  cli^  Linie  /iter  Ordnung  in  P  die  fcpunetige  Tan- 
gente ^  =  0  hat.  Wenn  nun  q  eine  Form  (n  —  k]ien  Grades 
der  a',  y,  t^  und /:=  3/<"~~^  +  a;"'f/',  so  enthält  die  Linie /=0 
den  Punet  ü  0 ^q  mit  der  tpunctigen  Tangente  ?/  =  0.  Die 
erste  Polare  der  /  =  0  für  diesen  Puncl  ist 

${=   0     d.i.     [n-\)yt--'^  +  x'^^^    =   0 
Qt  ^  '•'  dt 

eine  Linie  (n —  1)ter  Ordnung,  welche  den  Punet  0;Oi^o  °^i* 
der  fcpunctigen  Tangente  y  =  0  enthält.  U.  s.  w.  Die 
[n  —  Ä;-|-I)te  Polare  y«^"~-  =  0  und  jede  folgende  Polare 
enthält  die  Gerade  i/  =  0. 

III.  Wenn  der  Punet  P  ein  /:facher  Punet  der  /  =  0  ist. 
ist  er  auch  ein   Afacher  Punet   mit   denselben  Tangenten  auf 

Baltzsr,  anal.  Geom.  23 
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den  successiven  Polaren  der  /  =  0  für  den  Piinct  P.  Denn 
mau  hat  in  diesem  Fall 

u.  s.  Nv.  Die  {71  —  Ä;)te  Polare  der  /  =  0  für  den  Punct  P  ist 
2/^  :^  0 ,  die  folgenden  Polaren  existiren  nieht:  die  (n  —  Ä;)le 
Polare  ist  die  letzte,  und  besteht  aus  den  Tangenten,  ^velche 
die  Linie  /  =  0  in  dem  Punct  P  hat. 

11.  Wenn  die  Linie  /  :^  0  singulär  ist ,  und  ihre  Polaren 
für  einen  ])eliebigen  Punct  P  forniirt  ^Yerden,  so  geht  die  erste 
Polare  durch  die  mehrfachen  Puucte  der  singulären  Linie  (8) . 

L  Es  sei  A  ein  2facher  Punct  der  /  =  0  mit  den  Tan- 
genten AB,  AC,  so  ist  A  ein  Ifacher  Punct  der  ersten  Polare 
mit  der  Tangente  AD  von  solcher  Lage,  dass  AD,  AP  mit  AB, 
A  C  in  Harmonie  sind.     Wenn 

f 
?<2   =  ff^^   =   {ctx +  hy){a'x  +  h'y) 

SO  hat  /  =^  0  den  Punct  ^(0  O'i)  mit  den  Tangenten  yli  =  0. 
Die  erste  Polare  der  /=  0  für  den  Punct  P\3Cq  y^^  t^^]   ist 

[((/a'+ha)x,j  +  {gb'  +  hb)>/f^]t'^~'''^  +  .  .  =  0 
und  hat  densell)en  Punct  A  mit  der  Tangente 

{a'x(,  +  b'ij^,)g  +  {ax„  +  bi/„)]t   =   0 

wahrend  die  Gerade  ( a 'a-Q  +  6 '«/q ) ^ —  [ax^  -{-hyi^)k  =  0  die 
Puucte  A,  P  enthält.  Mit  den  Geraden  */  =  0,  //  ^  0,  sind 
aber  die  Geraden 

{a'x^i  +  h'y^)(j  —  {ux,,  +  hy^;)h  =  0,     {a'x^,  +  b'y,,)y  +  {ax^^■¥by^^)h  =  0 

in  Harmonie  (§.  29,  81. 

Wenn  die  Tangente  AC  auf  die  Tangente  AB  fallt,  so  fällt 
die  Tangente  AD  der  ersten  Polare  auf  die  Tangente  AB  der 
Spitze  A. 
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II.  Ein  ACMchcr  i'niict  A  der  /=  0  ist  ein  {k  —  l)faclier 
Piiiicl  der  ersten  l*olare  ,  ein  [k  — 2)facher  l'iincl  der  zweilen 
Polare,   u.  s.  w.     Wenn 

SO  ist 

d,  h.  die  Linie /=  0  enthält  den  Punct /l  mit  den  Ä;  Tangenten 
^k  ^=  ö )  ^^^^  erste  Polare  derselben  enthält  den  Punct  A  mit 
den  Ä- —  1  Tangenten  vj^_^  =  0,  die  zweite  Polare  enthält  den 
Punct  A  mit  k  —  2  Tangenten,  \\.  s.  \v. 

Wenn  nun  unter  den  k  Tangenten,  welche  die  Linie  /=  0 
in  dem  Punct  A  hat,  c.  a\d"  die  (ierade  A  B  fallen,  so  fallen  unter  den 
k —  I  Tangenten,  welche  die  erste  Polare  in  A  hat,  a —  1  auf  die- 
selbe Gerade  AB.  Denn  es  sei  ?//,  =  g^J^  so  ist  l  j.  x^  +  -^  UoX'^k 
theilbar  durch  r/"     ^,   u.  s.  w. 

13.  Die  Linie  nter  Ordnung  /  =  ü  und  ihre  erste  Polare 
für  den  Punct  P  haben  als  Linien  nter  und  [n  —  Ijter  Ordnung 
nin  —  1)  Puncte  R  gemein,  welche  entweder  Contacte  der/=0 
mit  Geraden  des  Punctes  P,  oder  mehrfache  Puncte  der  /==  0 
sind  (8).  Wenn  die  Linie  /  =  0  mehrfache  Puncte  nicht  hat, 
so  hat  sie  n[n — 1)  Tangenten,  welche  den  Punct  P  enthalten: 
die  Tangenten  einer  ordinären  Linie  nter  Ordnung 
bilden  eine  Serie  7i[n — l]ter  Classe  (§.  28,  2),  die  ordi- 
näre Linie  nter  Ordnung  ist  n(n —  l)ter  Classe.  Eine  ordinäre 
Linie  3ter  Ordnung  ist  6ter  Classe,  eine  ordinäre  Linie  4ter 
Ordnung  ist   12ter  Classe,  u.  s.  w. 

Wenn  der  Punct  P  ein  Punct  der  Linie  f  =  0  mit  einer 
A-punctigen  Tangente  ist,  so  wird  die  Linie  /=  0  von  ihi'er 
ersten  Polare  für  diesen  Punct  daselbst  ^punctig  berührt  (10.  11), 
und  hat  mit  der  ersten  Polare  n{n — 1)  —  k  (oder  weniger)  andere 
Puncte  gemein.  Durch  einen  Punct  einer  oi"dinären  Linie  3ter 
Ordnung  gehn  4  oder  3  andere  Tangenten  der  Linie,  je  nach- 
dem die  Tangente  des  Punctes  eine  2punctige  oder  eine  oscu- 
lirende  ist. 

23* 
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13.  Wenn  A  ein  tfacher  Piinct  der  singulären  Linie  /'=  0 
ist,  so  ist  er  auf  der  für  einen  beliebigen  Piinct  P  formirten 
ersten  Polare  der  f  =  0  ein  [Je  —  1)faeher  Punct  (11.  III),  und 
enthält  eine  Mehrzahl  gemeinschaftlicher  Puncte  der  Linie  und 
ihrer  ersten  Polare  der  Art.  dass  die  Geraden  PA  nicht  zu  den 
Tangenten  der/=0  gehören.  Eine  singulare  Linie,  nler  Ord- 
nung ist  desshalb  niederer  Classe  als  eine  ordinäre  Linie  der- 
selben Ordnung. 

Wenn  die  Linie  /==  0  in  A  A- Tangenten  hat,  so  hat  ihre  erste 
Polare  daselbst  k —  1  Tangenten:  also  sind  ]c{k —  1)  gemeinschaft- 
liche Puncte  der  beiden  Linien  in  A  vereint.  Wenn  die  Linie 
ebendaselbst  «  Tangenten  J.ß  hat,  so  hat  die  erste  Polare  a  —  1 
Tangenten  ^i?;  also  sind  mit  den  bereits  gezählten  noch  a — I 
gemeinschaftliche  Pvmcte  der  beiden  Linien  in  A  vereint  (§.  40, 
8  ff.),  mehr  bei  osculirenden  Zweigen.  U,  s.  w.  Folglich  ver- 
mindert der  vorausgesetzte  Punct  A  der  singulären  Linie  /=  0 
ihre  Classe  um  mindestens  k{k — 1^  +  a —  1.  Ein  Doppel- 
punct  vermindert  die  Classe  um  mindestens  2,  eine 
Spitze  vermindert  die  Classe  um  mindestens  3.  Eine 
Linie  3ter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunct  ist  iter  Classe,  eine 
Linie  3ter  Ordnung  mit  einer  Spitze  ist  3ter  Classe. 

14,  Wenn  der  Punct  J° (»"(,' j/q '^o)  ''^^^  der  Linie /=0  liegt, 
so  ist  die  Tangente  der  Linie  in  P  die  letzle  Polare  der  Linie 
für  den  Pimct  P  (10.  I) 


G4o"^  ■"  öIj^  ■*"  öTo)^!"^"'  ^"'  '0  =  ^  '^^ '•  """^  ^  '"^ ■*■  ""*  = 


wo  Mq,  Vq,  Wq  die  W'erthe  der  ersten  Fluxionen  von  /nach  x\  ^,  t 
im  Punct  P  sind.    Zugleich  hat  man  u^Xq  ■+-  v^y^  +  Wq  t^  =  0. 
Demnach  ist  die  Gerade  Ax  +  By  +  Ct  =  0  die  Tangente 
der  /■  =  0  in  P.  wenn 


A  Mo          B 

C   ~    m         C 


gegebene  Formen  des  Punctes  P  sind.  Aus  diesem  System 
resultirt  eine  homogene  Gleichung  für  A,  B,  C,  d.  h.  für  die 
Serie  der  Geraden,   welche  die  Linie   f  =  0   berühren. 
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Diese  Serie  enlhiill  auch  die  (ieraden  der  Puncle,  welche  mehr- 
laclie  Puncte  der  ./ ==  0  sind.  Nach  Absonderung  der  Gleichun- 
gen solcher  Puncle  bleibt  eine  Gleichung  niedern  Grades:  der 
Grad  dieser  Gleichung  ist  die  Classe  der  Linie  /  =  0. 

Dieselbe  Gleiciiung  wird  bei  t  =  1  unmittelbar  dadurcii  er- 
halten, dass  man  die  Linie  /==  0  mit  der  (ieividen  ax  ■+■  hy  -\-  \ 
=  0  (lurclisclmeidet .  und  der  Gleichung  JT  =  0  für  die  Ab- 
scissen  x  der  gemeinscliaftlichon  Puncte  die  Bedingung  zusetzt, 
dass  diese  Abscissen  nicht  alle  von  einander  verschieden  sein 
sollen.  Dann  lial  man  ein  System. von  2  Gleichungen  lür  a?, 
aus  welchen  eine  Gleichung  für  «,  h  resultirt. 

15.  Die  letzte  {und  erste)  Polare  eines  Kegelschnittes  für 
einen  unendlichfernen  und  für  einen  endlichfernen  Puncl  P 
konunt  bei  den  Griechen  vor,  jene  als  Diameter  des  Kegel- 
schnittes, der  den  parallelen  (ieraden,  welche  den  Punct  F  ent- 
halten, conjugirt  ist  (§.  20,  9.  §.  3i.  1 1.  Akchimkdes  über  Gonoide 
und  Sphäroide  pr.  4.  Aror.LONus  (Konica  1,  def.  KJ);  diese  als 
(^horde  der  Puncte  des  Kegelschnittes,  deren  Tangenten  den  Puncl 
P  enthalten,    Conica  lll,  37. 

Die  letzte  Polare  einer  Linie  «ter  Ordnung  für  einen  unend- 
lichfernen Punct  F.  welcher  nicht  auf  der  Linie  liegt,  erscheint 
zuerst  bei  Newton  Enum.  11,  1  als  der  Diameter  der  Linie 
nler  Ordnung,  welcher  den  parallelen  Geraden  des  P  conjugirt 
ist.  Dieser  Diameter  schneidet  i\amlich  jede  Gerade  des  P.  welche 
mit  der  Linie  die  endlichfernen  Puncte  P^^  E^,  .  .  gemein  hat, 
in  ihrer  Mitte  Schwerpunct^  Q  so,  dass  ClR^  +  QR-i  +  .  .  =  0 
(§.  8).  Wenn  P  ein  unendlichferner  Punct  der  Linie  ist,  so  ist 
die  letzte  Polare  die  gerade  Asymptote  der  Linie,  welche  den 
Punct  P  enthält,  und  mit  den  Geraden  des  P  parallel. 

Newton  hat  seinem  Satz  folgenden  Zusatz  gegeben  Enum.  11, 2. 
Die  Linie  nter  Ordnung  sei  der  Art,  dass  sie  von  der  unendlich- 
fernen Geraden  in  n  gesonderlen  Puncten  geschnitten  wird,  dass 
sie  also  n  gerade  Asymptoten  verschiedener  Richtungen  hat: 
wenn  von  einer  Geraden  die  Linie  in  n  endlichfernen  Puncten 
Ä|,  i?2,  .  . ,  und  die  Asymptoten  in  aSj,  *S'.2,  .  .  geschnitten  werden, 
so  ist  7?,  S^  +  iJjÄ,  -I-  .  .  =  0.     Es  sei  /  =  m,j  -h  w„_i^  + 
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u^ 2^^  +  •  •)  U'id  i-'n   liabe  n  verschiedene  lineare  Divisoren: 

dann  hat  die  Linie /=0  in  n  verschiedenen  Richtungen  el)en- 
soviel  Asymptoten,  und  die  Linie  ??ter  Ordnung,  welche  aus  den 
Asymptoten  besteht,  hat  die  Gleichung  //  =  0,  wo  h  =  v,^^  + 
Ufi  —  l^  "•"  5'^^'  ^"^^  9  ^'"®  bestimmte  Form  [n  — -'ijten  Grades  der 
X,  y,  t  (§.  38,  13.  ir.  Die  letzte  Polare  der  /=  0  und  die  letzte 
Polare  der  /<  =  0  für  den  unendliehfernen  Puncl  P(xq  j/qO) 
der  schneidenden  Geraden  sind  beide  nur  von  den  Gliedern 
u^  und  Un  —  \^'  abhängig,  also  von  einander  nicht  verschieden. 
Daher  werden  von  der  Geraden  die  Linie  ./'=  0  in  i?j,  R^,  .  ., 
die  Asymptoten  in  S^  ,  aS'.2  ,  .  . ,  und  die  letzte  Polare  in  Q  so 
geschnitten,  dass  Qi?j  +  Q/?o  -}-..  =  0  und  QS^  -{-  QS^ 
+  ,  .  =  0 ,  folglich  /?!  S^  -H  R.,  ^S'o  +  .  .  =  0 ;  die  Gruppen 
i?j,  i?2 .  .  .  und  *§] ,  ^2 ,  .  .  haben  denselben  Schwerpunct. 
Insbesondere  sind  bei  der  Hyperbel  (?z  =  2)  R^R.^  nnd  S^S., 
concentrisch  (§.  35,  4),  wie  von  Apollonius  Con.  11,  8  ange- 
geben wird. 

Die  letzte  Polare  einer  Linie  «ter  Ordnung  für  einen  end- 
lichfernen Punct  P  ist  von  Gotes  gefunden  worden :  wenn  die 
Linie  mit  einer  Geraden  des  P  die  Puncte  7?^  ,  i?2 ,  .  .  gemein 
hat,  so  liegt  das  harmonische  Ceutrum  Q,  der  Puncte  R  für  den 
Punct  P  (§.  8,  2)  auf  einer  bestimmten  Geraden.  Maclaurin  hat 
diesen  Satz  bewiesen  und  veröffentlicht  mit  der  Anmerkung, 
dass  ihm  der  Satz  ohne  Beweis  durch  den  Herausgeber  R.  Sjiitii 
der  von  Cotes  nachgelassenen  Harmonia  inensiu'arum  bekannt 
geworden.    Tractatus  Einleitung  und  §§.  27,  28. 

16,  Zur  Bestimmung  der  Puncte  i?,  in  weichen  eine  Linie 
nter  Ordnung  von  Geraden  eines  gegebenen  Punctes  P  berührt 
wird,  hatte  Waring  1762  Mise,  analyt.  p.  100  eine  Gleichung 
nten  Grades  gebraucht.  Diese  Gleichung  gab  n^  Puncte  i?;  unter 
ihnen  sind  aber  n  der  Art,  dass  PR  nicht  zu  den  Tangenten 
der  Linie  gehört,  Monge  1795  Applic.  de  l'analyse  §.  3,  4  hat 
zuerst  zur  ausschliesslichen  Bestimmung  der  Puncte,  in  welchen 
eine  Fläche  nter  Ordnung  von  Geraden  des  Punctes  P  berührt 
wird,  die  Gleichung  [n  —  1)ten  Grades  angegeben,  welche  die 
erste  Polare  der  Fläche  für  den  Punct  P  ist.    Auf  diesem  Weg 
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erkannte  man,  dass  es  niclil  nielir  als  n[n — 1)  Tangenten  einer 
Linie  nler  ürdnunü  liiehl,  welche  den  Punct  F  enthalten.  Poncklet 
1818  Gergonne  Ann.  8  p.  i\:i.  Die  Linie  [n  —  1)ler  Ordnung, 
deren  Gleichung  die  Puncle  genügen,  in  welchen  die  Linie  nler 
Ordnung  von  Geraden  des  Punctes  F  l)erührt  wird,  wurde  von 
B()iuLi.n;R  1827  die  erste  Polare  der  Linie  für  den  Punct  P  ge- 
nannt; die  erste  Polare  der  ersten  Polare  wurde  \on  ihm  als 
die  zweite  Polare  delinirt.  u.  s.  w\  Die  geometrische  Delinition 
der  m\en  Polare  ((>)  ist  im  Anschluss  an  die  Definition  der  letzten 
Polare,  welche  Coits  zu  (irunde  gelegt  hatte,  vouGrassmaxn  1842 
aufgestellt  worden.  Die  LLntwickelung  von  f[B]  in  eine  Polenz- 
reihe  von  A  (4),  aus  deren  Coefficienlen  die  successiven  Polaren 
ohne  Weiteres  erhalten  w  erden ,  so  w  ie  die  Gleichung  (9)  der 
Geraden,  welche  einen  gegebenen  Punct  enthalten,  und  eine 
gegebene  Linie  berühren,  verdankt  man  .Ioaciumstii\l  1846. 
Vergl.  §.  8. 

Wenn  die  Classe  einer  Linie  ?jter  Ordnung  geringer  ist  als 
n[n  —  I),  so  hat  zuerst  Poncelet  1828  Grelle  .1.  4  p.  12—14  den 
Grund  der  Verminderung  darin  gefunden,  dass  die  Linie  einen 
mehrfachen  Punct  besitzt.  Aber  die  Verminderung  der  Classen- 
zahl  einer  Linie  ?jler  Ordnung  durch  einen  Ä;  fachen  Punct  der- 
selben ist  von  PoxcELET  noch  nicht  richtig  beurtheilt,  sondern 
erst  von  Plücker  1834  bestimmt  worden.  Grelle  J.  12  p.  107. 
System  1835  p.  245  ff.  Theorie  der  algebr.  Curven  1839  p.  208. 
Vergl.  Salmon  Plane  curves  73.  Diese  Verminderung  ist  in  der 
sogenannten  «ersten  Plückersehen  Regel«  (13)  ausgesprochen. 

17.  Die  obigen  Betrachtungen  (4  ff.)  behalten  ihre  Geltung, 
wenn  man  in  den  Voraussetzungen  die  Puncte  durch  Gerade,  die 
Linie  nter  Ordnung  durch  eine  Serie  von  Geraden  nter  Classe 
ersetzt.  Die  Gerade  u^  ■+-  au^  =  0  enthält  den  gemeinschaftlichen 
Punct  der  Geraden  «<j  =0.  ^^j  =  ö-  ^^^^^  theilt  den  Winkel  der- 
selben nach  dem  Sinusverhältniss  —  «Aj  :  A, ,  wo  Aj ,  Aj  durch 
die  Coordinaten  der  beiden  Geraden  bestimmt  sind  (§.  29,  8), 
Daher  enthält  die  Gerade  R{x  +  ^x^'y  -i-  At/q  t  ■+■  IIq)  den  ge- 
meinschaftlichen Punct  der  beiden  Geraden  Q{x\y\t)  und 
F[xq\i/q  ^q),    und   theilt    den  Winkel   QF  nach   dem   Sinusver- 
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hältniss  — //.  wo  y  von  den  Coordinaten  der  beiden  Geraden, 
aber  nicht  von  A  abhängt.  Die  Gerade  R  gehört  nun  zu  der 
Serie    von   Geraden   nter   Classe  /  =  0    unter   der   Bedingung 

/(/?)  =  0,  u.  s.  w.,  so  dass 

/  sinQB  \         _     „_,„  Pm  .  Pn 
\  sin  FE  )n-,n        ^  m\    '  n\ 

Die  Punete  der  Geraden  P  enthalten  je  n  conjugirte  Gerade 
Ü^,  .  . ,  B,i  der  Serie  f=  0.  Zu  den  Geraden  eines  Fundes  der 
P  wird  die  Gerade  U  hinzugefügt    entsprechend  der  Gleichung 

(sin  Q,i2  :  sin  Pi?),j „j  =  0,    durch   welche   die   Gerade  Q   als 

Harmonieale  [n  —  7?z)ten  Grades  der  Geraden  i?^,  ...  i?,j  für  die 
Gerade  P  definirt  wird :  dann  gehört  die  Gerade  Q  zu  der  Serie 
(n  —  wi)ter  Classe^,,;  =  0,  welche  die  ?«te  Polare  der  Serie  f=  0 
für  die  Gerade  P  genannt  wird.  ü.  s.  w.  Yergl.  §.  34,  4.  II  und 
§.  38,  15,  sowie  die  hierzu  gehörenden  Bemerkungen,  welche 
Grassmanx  Grelle  J.  25  p.  57  auf  andre  Grundlagen  gestellt  hat. 


Cap.  VTII. 
Puncte,  Strecken,  Polygone,  Tetraeder. 

Geometrie  des  liaunics  von  drei  Dimensionen. 


§,  44.    Coortliiiateii  eines  Puuctes  im  Kaum. 

1.  üui'ch  3  (Jenide  a:,  ?/,  r,  die  (unen  gemeinsc-hiirtlichon 
Nullpunct  0  und  gegebene  positive  Richtungen  haben,  al>er 
nicht  auf  einer  Ebene  liegen,  werden  3  Ebenen  yz^  zx^  xy  be- 
stiinml,  welche  dcu  Punct  0,  al)er  nicht  eine  Gerade  gemein 
haben,  und  den  Raiiin  in  8  Ecken  (Trieder)  theilen.  Ein  Punct 
r  des  Raumes  wird  auf  die  Geraden  x,  y^  z  nach  d,  E,  S 
projicirt  durch  Ebenen,  die  mit  den  Ebenen  des  Trieders  yz, 
zx.  xy  parallel  sind,  und  mit  denselben  ein  Parallelepiped  bil- 
den, von  welchem  0  und  P  Gegenpuncte  sind.  Die  Abscissen 
der  Projectionen  Q.,  ü,  ä,  die  Strecken  OQ,  =  a-,  OR  =  y. 
OS  =  z  sind  Coordinaten  des  Punctes  P[x\y\z),  durch 
welche  derselbe  in  Bezug  auf  das  gegebene  Trieder  xyz  ein- 
deutig bestimmt  wird. 

Wenn  P  durch  die  Parallele  der  z  auf  die  Ebene  xij  nach 
P'  projicirt  wird,  so  sind  0  0.  =  x.  QP'  =  OR  =  y  die 
Coordinaten  der  Projection  P',  und  OQ  =  oc ,  QP'  =  y, 
P'P  =  OS  =  z  die  Coordinaten  des  Punctes  P.  .Je  nach  den 
Zeichen  seiner  Coordinaten  liegt  der  Punct  a  y\z  in  einer  der 
8  Ecken.  Bei  gegebenem  x  liegt  der  Punct  auf  einer  Ebene, 
die  mit  der  Ebene  yz  parallel  ist,  u.  s.  w.    . 

3.  Allen  x^  y^  z  entsprechen  alle  Puncte  des  Raumes:  es 
giebt  eine  Tripelserie  von  Puncten  lies  Kaumes     §.  19,  I). 
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Wenn  u.  v.  w  gegebene  Functionen  des  Punctes  x  y  z  (der 
Varial)len  a;,  y,  z)  sind,  wenn  x^  y,  z  durch  die  Gleichung  w  =  0 
verbunden ,  also  zwei  derselben  frei  sind ,  so  giebt  es  eine 
Doppelserie  von  Puncten .  welche  der  Gleichung  genügen :  die 
Puncte  einer  Fläche,  deren  Gleichung  u  =  0  ist. 

Wenn  x,  y.  z  durch  das  System  fw  =  0,  ?;  =  0)  verbun- 
den, und  nur  eine  derselben  frei  ist,  so  giebt  es  eine  Serie  von 
Puncten,  welche  dem  System  genügen:  die  Puncte  einer  Linie, 
deren  Gleichungen  u  =  0,  v  =  0  sind.  Die  Linie  [u  =  0, 
V  =  0)  enthält  die  gemeinschaftlichen  Puncte  der  beiden  Flächen 
u  =  0  und  V  =  0,  und  liegt  auf  der  Fläche  ?<-+-/?'  =  0  l)ei 
allen  ?..  Dass  ein  Puncl  auf  einer  Fläche  liegt,  wird  durch 
eine  Gleichung  ausgedrückt ;  dass  er  auf  einer  Linie  liegt,  wird 
durch  2  Gleichungen  ausgedrückt. 

«J.  Wenn  x,  y,  z  von  1  oder  2  freien  Variablen  p,  q 
(Parametern,  unbestimmten  Constanten)  abhängen,  so  liegt  der 
Puncl  X  y  z  auf  einer  Linie  oder  auf  einer  Fläche.  Gauss  Dis- 
quisitiones  generales  1827  und  Mubus  baryc.  Calcul.  Jedem  p 
entspricht  ein  Punct  der  Linie,  eine  Linie  der  Fläche.  Wenn 
insbesondere  x  :  y  :  z  :  \  sich  verhalten  wie  ganze  Functionen 
von  I  oder  2  Parametern,  so  liegt  der  Punct  xyz  auf  einer 
barycentrischen  Linie  oder  Fläche  (§.  42).  Aber  nicht  bei 
jeder  Linie  oder  Fläche  können  die  Coordinaten  eines  Punctes 
durch    I   oder  2  Parameter  rational  ausgedrückt  werden. 

4-.  Wenn  x,  y^  z  durch  das  System  (w  =  0,  t»  =  0, 
^l•  =  Oj  verbunden  sind,  und  keine  derselben  frei  ist,  so  giel)t 
es  einen  durch  das  System  ein-  oder  mehrdeutig  bestinuulen 
Puncl,  eine  Gruppe  von  Puncten,  ein  Polygon.  Der  Puncl  [u  ^=^  0, 
t'  =  Ü,  zi;  =  0)  ist  ein  gemeinschafllicher  Punct  der  Flächen 
u  =  0,  V  =  0,  z<;  =  0,  ein  gemeinschaftlicher  Punct  der  Linie 
(u  =  0,  V  =  0)  und  der  Fläche  w  =  0,  ein  gemeinschafllicher 
der  beiden  Linien   [u  =  0,  r  =  0)   und   [n  =  0,   ic  =  0). 

Eine  Linie  und  eine  Fläche,  oder  3  Flächen  haben  einen 
gemeinschaftlichen  Punct  oder  eine  Gruppe  von  gemeinscha fi- 
lichen Puncten ,  entsprechend  den  Lösungen  des  Systems  der 
3  Gleichungen.    Wenn  es  sich  ereignet,  dass  die  3  Gleichungen 
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w  =  0,  V  =  0,  ?t;  =  0  iiii-lil  iiiiahhiingig  von  i-iiuiiidci"  sind, 
sondern  hei  allen  x,  ?/,  z 

).u  +  jiv  4-  VW   =    0 

izefuiulen  wii'd,  so  ist  die  Fliifhe  Au-^-fiv  =  0  coiinriieiit  niil 
der  Fläche  — viu  =  0  :  die  Linie  (w  =  0,  v  =^  0),  welche  (Ut 
Fläche  ku  -\-  ^v  =  0  angehört,  liegt  auf  der  Fläche  — j-jü  =  0, 
die  3  Flächen  liahen  eine  gemeinschaftliche  Linie. 

5.  Zwei  Linien  haben  nicht  unbedingt  einen  gemeinschaft- 
lichen Puncl.  Die  3  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen  Puncles 
sind  durch  4  Gleichungen  bestimmt,  und  der  gemeinschaftliche 
Funct  existirl  nur,  wenn  das  System  nicht  unmöglich  ist,  d.  h. 
wenn  eine  Lösung  des  Systems  von  3  jener  Gleichungen  der 
4ten  Gleichung  genügt,  wenn  also  die  Coeflicienten  der  Glei- 
chungen selbst  durch  eine  bestinuute  (jleichung  vei-lumden  sind. 

Die  Linien ,  w  eiche  zwei  Flächen  mit  einer  dritten  Fläche 
gemein  haben,  haben  einen  Punct  gemein.  Z.  B.  zwei  Linien 
einer  Eigene,  zwei  Kreise  einer  Kugel  haben  einen  Punct  (eine 
Gruppe  von  Puncten)   gemein. 


§.  45.    Coordinaten  einer  Strecke. 

1.  Eine  Strecke  wird  auf  eine  Gerade  projicirt  durch  par- 
allele Ebenen,  welche  die  Endpuncte  der  Strecke  projiciren. 
\\  enn  die  Puncte  E^ ,   R2    ^^^  Coordinaten 

OPo  =  X.,,     P2Q2  =  Vi  , 

haben,  und  wenn  man  Q|X  und 
E^M  mit  Pj^a,  und  i/iV  mit 
LQ2  parallel  und  gleich  macht, 
so  sind  Ey3I,  MN,  iN'i^j  coor- 
dinirte  Projeclionen  der  Strecke 
E^E.J,  auf  Parallelen  der  x,  y,  z 
durch  Ebenen ,  die  mit  den  Ebe- 
nen ?/z,  zx^  xy  parallel  sind. 
Die     Strecken    i?,  M ,     MN,     NE., 
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sind  die  Differenzen  der  Coordinaten  der  Piincle  7?,  und  ii'^, 
nämlicli 

J?i3/  =  PiP,  =  OP2  —  OP,  =  x-i  —  a-, 
MN  =  LQ^  =  PoQ^-PiQi  =  2/2-2/1 
iV^P2    =  Q^P.-fhRi  =  ^2-^1 

und  heissen  die  Coordinaten  der  Strecke  R^R,^  (§.  lä. 
Vergl.  meine  Abhandlung  Grelle  .1.  iO  |).  I  iö  .  Die  Strecke  ist 
die  geometrische  Sunune  ihrer  Coordinaten,  mithin  bei  gegebe- 
nem Anfang  Äj  durch  ihre  Coordinaten  eindeutig  bestimmt. 
Man  macht  R^M  =  x.^  —  x,  auf  der  Parallele  der  a?,  dann 
MN  =  j/2  —  Vi  auf  der  Parallele  der  y,  endlich  N R.^  =  ^2  — ~t 
auf  der  Parallele  der  z:  die  Chorde  R^R.j  ist  die  Strecke  der 
gegebenen  Coordinaten. 

3.  Wenn  zwei  Strecken  parallel  und  gleich  sind  in  einer 
Richtung  oder  in  conträren  Richtungen,  so  sind  die  Coordinaten 
der  einen  den  Coordinaten  der  andern  der  Reihe  nach  gleich 
oder  conlrär-gleich:  parallele  Strecken  haben  Coordinaten  der- 
selben Proportion  ^vermöge  der  ähnlichen  Vierecke  ^vie  RyMNR^ 
in  perspectivischer  Lage).  Und  wenn  zwei  Strecken  dieselbe 
Proportion  ihrer  Coordinaten  haben,  so  sind  sie  [)arallel;  die 
positiven  Richtungen  ihrer  Geraden  bleiben  unbestimmt ,  also 
auch  die  Zeichen  der  Strecken.  Wenn  die  Coordinaten  einer 
Strecke  sich  verhalten  wie  /'  :</:/«,  so  hat  die  Strecke  eine 
bestimmte  Richtung;  daher  sind  /,  g,  h  die  homogenen  Coor- 
dinaten einer  Richtung,  eines  unendlichfernen  Punctes, 
welchen  parallele  Gerade  gemein  haben,  deren  eine  die  Strecke 
f\g  h  enthalt.  §.  15,  3. 

Wenn  der  Punct  Ä,  die  Coordinaten  OP3  =  a?3,  P^Qj  =  y-?,- 
Ll.^R^  =  Zj   hat,  und  auf  der  Geraden  R^R.2  liegt,  so  ist 

PiP,  :  P2P3   =    R,E,  :  R.,B^ 

zwischen  den  parallelen  Ebenen  F^  Q^  R^  .  F^  Q.2  R^ ,  P3  Q3  R-^ . 
Wenn  nun  die  Strecke  R^^R^  in  R^  nach  dem  Verhältniss  l  ge- 
theilt  wird,  so  ist 

^3  —  ^1  ••  x-i  —  X2   =  y-i  —  ijv  '.  Vz  —  Vi  =   5-3  —  ^1  :  ;?3  —  02   =  A 
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d.  h.  der  l'uncl,   in  welclioiii  die  Strecke  R^E2  n^ich  dem  Vcr- 
liiiltiiiss  ).  i^clheill  wird,  hat  die  Coordinaten   (§.  16,  2) 

3.  Die  Strecke  R^Ii.^  wird  aucli  auf  Ebenen,  die  mit  den 
coordinirlen  Ebenen  \jz.  zx ^  xy  ])arallel  sind,  projicirt  (hircli 
Gorade,  die  mit  den  coordinirten  Geraden  x,  y,  z  ])arallel  sind. 
Die  erste  Projectiou  ist  parallel  und  gleich  mit  Afll2 ,  und  hat 
die  Coordinaten  0,  y.^  — 3/1,  2^2  —  ^1"'  ^^^  zweite  Projection  ist 
parallel  und  gleich  mit  /^^i/',  wenn  M3f'  parallel  und  gleich 
mit  NE.2,  und  hat  die  Coordinaten  x.2  —  x^,  0,  Z2  —  Zi  ;  die  dritte 
Projection  ist  ])arallel  und  gleich  mit  -ß,  iV,  und  hat  die  Coor- 
dinaten a'2  —  a-j,  »/2  —  j/i,  0.  Die  Strecke  RyR2  ^^^  ^^^  S^°" 
metrische  Summe  der  E^M  und  M E^-,  u.  s.  w. 

4.  Die  Strecke  E^E^  der  Geraden  6-  wird  auf  die  Gerade 
X  normal  projicirt  durch  die  Ebenen  P^Q,  A', ,  P2Q^2^ii  wenn 
diese  zu  der  Geraden  x  normal  gestellt  sind,  also  auch  durch 
die  zu  X  normalen  Geraden  P^-ß],  P^P'i-  ^^^  Normalp ro- 
jection  P1P2  ist  dann  die  Distanz  der  ])rojicirenden  Ebenen, 
und  gleich  E^M  =^  -^1-^2  cosa^s,  wie  §.  12.  Vergl.  Trigon.  §.  6,  i 
und  §.5,  1.  Ebenso  haben  die  Normalprojectionen  der  Strecke 
Ä,  i?2  3^^f  die  Geraden  ?/,  z  die  Werthe  E^E^cosys,  i?jii2C0S2s. 

Die  Strecke  E^E2  der  Geraden  s  und  cosxs  haben  be- 
stimmte Zeichen,  nachdem  die  positive  Richtung  der  Geraden 
festgesetzt  worden;  sie  haben  beide  die  cont raren  Zeichen  bei 
conträrer  positiver  Richtung  der  Geraden.  Und  wenn  das 
Zeichen  der  Strecke  gegeben  ist,  so  ist  die  positive  Richtung 
ihrer  Geraden  s  und  cosx-^-  unzweideutig  bestimmt.  Das  Pro- 
duct  Ä,i?2  cosxs  ist  unabhängig  von  der  Wahl  der  posi- 
tiven Richtung  für  die  Gerade  s. 

Wenn  die  Winkel  yz,  zx,  xy  recht  sind,  so  ist  das  Trieder 
xyz  orthogonal,  und  die  Strecke  Äjii2  ^^^^  in  Bezug  auf  dieses 
Trieder  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 

i?ii?2  cosa;s,       RiIi2C0>^i/s,      is^j  7^2  cosss 

Wenn  Ä^fi'2  auf  die  Geraden  y",  g,  h  des  Punctes  E^  normal 
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projicii't  wird  nach  E^F  =  IlyE.^cosfs,  E^Ci  =  E^E.^cosgSj 
E^H  =^  E^E.j  cos  hs,  so  ist  E^E,  ein  Diameler  der  Kugel 
E^FGH,  und  E^  der  gemeinschaftliche  Punct  der  Eigenen, 
welche  die  Geraden  /,  g.  h  in  F,  G,  H  normal  schneiden.  Durch 
die  3  Normalprojectionen  ist  die  Strecke  eindeutig  bestimmt, 
aber  nicht  die  positive  Richtung  ihrer  Geraden. 

5.  Wenn  das  Trieder  xyz  nicht  orthogonal  ist ,  sondern 
die  coordinirten  Ebenen  ?/z,  zx^  xy  in  0  die  Normalen  x\  y\  z' 
haben,  so  sind  die  Ebenen  PjQjÄj,  P^Q^^ii  "^v eiche  die  Strecke 
E^E.2  auf  die  Gerade  x  nach  P^Pi  projicireu,  parallel  mit  yz 
und  normal  zu  x' .  Ihre  Distanz  wird  durch  die  Normalpro- 
jeclion  sowohl  von  P,  P.,  als  auch  von  Pj  P2  '^^^^  *'  ausgedrückt. 
Daher  ist  (4) 

Pi  Po  cos X o; '  =  Pi  Ri  cos  sx' 

hei  beliebig  festgesetzter  ])Ositiver  Richtung  der  Geraden  x' . 
u.  s.  w.     Also  hat  die  Strecke  PjP.,   die  Coordinaten 

R^^B-jCo^sx'  EiR2  cossy'  E1R2  cossz' 

cosa:'a;'  cosijy'  coszz' 

Bei  dem  orthogonalen  Trieder  xyz  fallt  x'  auf  er,  u.  s.  w., 
und  man  erhält  die  obigen  Ausdrücke  rechtwinkeliger  Coordi- 
naten  1  i^i . 

6.  Die  Projection  einer  geschlossenen  Linie  auf  eine  Gerade 
durch  parallele  Ebenen  ist  null  (§.  12,  I).  Die  Projection 
einer  Strecke  auf  eine  Gerade  ist  die  Summe  der  Pro- 
jectionen  ihrer  Coordinaten.  W'enn  mau  die  Strecke  PjPj 
der  Geraden  s  und  ihre  Coordinaten  E^  M,  MÄ^,  ^^2  ^'^^^  *^^^ 
Gerade  *•  normal  projicirt,  so  erhalt  man   (i) 

PiPo   =  R^M cosxs  +  MNcosijs  +  NR.2  coszs 

Beim  oi-thogonalen  Trieder  xyz  hat  Pjp2  die  Coordinaten 

Pj  M  ^  PiPoCosors,     3IN  =  R^Ro  cosys ,     XRy   =  RiR>  voszs 

folghch  ist  durch  Multiplication  mit  E^E^ 

P1P22  =  R^iP  +  J/iY2  +  jsr^^ä 
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zur  Berechnung  der  Strecke  ans  ihren  i"echtNvinkelig(;n  Coordi- 
naler..   und 

l'ilr  den  Zusnmmenhang  der  Winkel,  welche  eine  Gerade  mit  3 
zu  einander  normalen  Geraden  hildel.  Wenn  die  Gerade  s  auf 
der  Ebene  xy  liegt,  so  ist  cosri'  =  0.  vos'^xs  =  sin^^y. 

7.  I.  Die  Dillerenz  MF-  —  n'^  heissl  die  Potenz,  welche 
die  Kugel,  deren  Centruni  ßf  und  deren  Hadius  n  isl, 
in  dem  Punct  P  hat  (§.21,3).  Insl)esondere  ist  MO-  —  n- 
=  —  9,p  die  Potenz  dieser  Kugel  in  dem  Nullj)unct   0. 

Bei  einem  orthogonalen  Trieder  xyz  habe  ]\f  die  Coordinaten 
/.  (j,  A,  und  P  die  Coordinaten  x,  y,  r,  also  Ilf P  die  Coordi- 
naten X  — /,  y  —  g,  z  —  //.  Dann  liegt  P  auf  der  Kugel  unter 
der  Bedingung 

(a;-/')2  + (y  — .9)2  +  (0  — 7()ä_n2  =  0     d.i. 

a;2  +  j/2  +  ^2  _  -Ifj.  _  Igy  _  2Ä2:  +  f^  +  i?2  +  /t2  _  „2    =    0 
OFi  —  2fx  —  2gy  —  -Ihz  —  2p   =   0 

Diese  Gleichung  für  P  isl  die  Gleichung  der  Kugel  bei  recht- 
winkeligen Coordinaten. 

Die  Kugel  OP'^  —  2/x  —  2</V  —  2/i'z  —  2p'  =  0  mit  dem 
Cenlrum  J\l'[f'  g'  h')  und  dem  Radius  n  ist  normal  zu  jener 
Kugel,  wenn  n-  +  n''-  ==  MM'-^  d.  i. 

i¥02  +  2i>  +  .V'02  +  2i/=    {f—fyi  +  (g-g')2+  [h  —  h'y^ 

ff'+  go'+iih'+p+  p'  =  0 

11.     Wenn  v  =  a  .  OP- -\- bx -\- ly  +  dz -{- e.  so  ist  i'  =  0 

die   (ileichung    der  Kugel,    welche    das   Centrum    -,--  Nr— '  s^ 
'^  ^     '  2a  !  2«      2a 

und    in    O    die    Potenz    — ,    in    x'y  z    die  Potenz   —  hat.      Der 

Quadrat-Radius  ist 

,,„1         ß  h- +  c- +  d-  —  4rte 

jl/02 =  , 

a  4a^ 

Die  Gleichung    der   Kugel   ist   durch    die   Proportion   der   Coef- 
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ficienleii  a,  i,  c,  d^  e  beslimml :  die  Kugel  hat  4  Coordi- 
nalen,  5  homogene  Coordinaten.  Wie  §.  28,  1  und  §.  33,  8, 
Alle  Kugeln  bilden  eine  Quadrupelserie.  Wenn  ^,  /,  rp  ^  to 
Formen  der  a,  ..,  e  sind,  so  genügt  der  Geichung  qp  =  0  eine 
Tripelserie  Kugeln,  linear,  quadratisch,  u.  s.w.,  dem  System 
(qp  =  0,  X  =  0)  eine  Doppelserie  Kugeln,  dem  System  [(p  =  0, 
X  ==  0,  j/'  =  0)  eine  Serie  Kugeln,  dem  System  [rp  =  0,  X  =  0, 
t/'  =  0,  (0  =  0)  eine  bestimmte  Kugel.  Vergl.  Reye  Geom.  der 
Kugeln   1879  p.  75. 

III.  Wenn  u  =  OP^-  —  %fx  —  %gy  —  ilhz  —  %p  in  dem 
Punct  Pii^i  yi  Zi)  den  Werth  ui  hat,  so  enthalt  die  Kugel 
u  =  i)  die  gegebenen  Puncte  P^  ,  P2  ?  -^ 3  ?  ^4  i^iitei"  den  Be- 
dingungen Mj  =  0,  «2=0,  «3=0,  1*4  =  0  d.  i. 


Aus  diesem  linearen  System  folgt  in  üblicher  Abkürzung 

{x  y  z  \)f   =  i{f'  y  z   1) 

{x  y  z  \)g  =  ^{x   r^-z    1) 

{x  y  z  \)h  =  l{x  y  rM) 

{x  y  z  1)2)  =  \{x  y  z  r-') 

für  das  Centrum  f\g   h  der  Kugel  der  i  Puncte  und  für  deren 
Potenz  im  NuUpunct.     Die  5  Gleichungen  geben 

\  r"^      X       y      z      \ 
ri2    xi     yx     z^     l 

I    ^42      374       2/4       C4      1 

für  5  Puncte  einer  Kugel.     Determ.  §.  17,  5.    Den  Sätzen  über 
Kreise  §.21,  7  ti".  entsprechen  ebensoviel  Sätze  über  Kugeln. 

8.  Wenn  bei  einem  beliebigen  Trieder  xyz  die  Strecke 
AB  der  Geraden  s  die  Coordinaten  X,  F,  Z  hat,  so  findet 
man  durch  Normalprojection  auf  die  Geraden  5,  x^  y,  z  das 
lineare  System   (6) 
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AB  =  XiiM^xs  +  Y  iiosys  +  Zco^zs 

ABcosxs  =  X  cosxx  +  Yco^xij  +  Zcoszx 

ABcosi/s  =  Xcosary  4-  Y  co^yif  4-  Zco^yz 

ABcoszs  =  Xcoszx  +  Fcosy^  +  Zcoszz 

wo  cosxvt  =  1,  cosxy  =  cosya:,  u.  s.  w..  iiiid  (lui'ch  (^uiiipo- 
silion   der  Zeilen  mit   AB,   X,  Y.   Z 

,1£2   =   X'i  +   1-'  +  Z^  +  2l'Zc()s//0  +  2ZA'r(.s~a;  +  2.Yrcosa;y 

Demnach  ist  das  Quadrat  der  Strecke  eine  positive  ([iiadra- 
tische  Form  ihrer  Coordinateii  mit  den  Goefficienten  eosxx, 
cosa^y,  .  .  . 

Aus  den  Coordinaten  dei-  Strecke  AB  findet  man  unzwei- 
deutig die  Normalprojectionen  der  Strecke  auf  x,  ?/,  z,  und  die 
Strecke  selbst;  aber  nicht  die  positive  Richtung  der  Geraden  s. 
auf  der  die  Strecke  liegt,  also  auch  nicht  die  Zeichen  der  Strecke 
und  der  cosa;*,  cosys,  coszs.  Wenn  man  die  Strecke  will- 
kürlich durch  eine  der  beiden  Quadratwurzeln  von  Ä-  +  .  . 
ausdrückt,  so  sind  die  positive  Hichtung  der  Geraden  s  und  die 
Zeichen  der  Cosinus  bestimmt.  Wenn  man  die  positive  Rich- 
tung der  Geraden  6-  w  illkürlich  festsetzt .  so  sind  die  Zeichen 
der  Strecke  und  der  Cosinus  bestimmt. 

Diese  Cosinus  sind  nicht  unabhängig  von  einander,  sondern 
vermöge  des  ()])igen  Systems  verbunden  durch  die  Gleichung 

I    1  COSXS      COSf/S      coszs    I 

cosxs     cosxx    cosx«     cos2;a; 
1  ^  =   0 

I  cosi/s      cosxi/     cosijy     co>>yz   \ 

I  coszs     coszx     cosyz     coszz   \ 

Diese  Gleichung  ist  **en  Grades  für  cos;*:  in  der  Thal  wird 
durch  die  Winkel  xs,  ys  die  Gerade  s  des  Punctes  0  zwei- 
deutig bestimmt. 

9.  Umgekehrt  werden  durch  die  Nornudprojectionen  der 
Strecke  auf  x,  y,  z  die  Coordinaten  der  Strecke  bestimmt; 
durch  die  Proportion  der  Normalprojectionen  wird  die  Pro- 
portion der  Coordinaten,  die  Richtung  der  Strecke  (2)  bestimmt. 
Die  3  letzten  Gleichungen  des  Systems  (8)   geben  nämlich 

Baltzer,  aual.  Geom.  24 
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Z 


AB 


(ccsxs,  2,  3)  (l,cosa;s,  3)  (1,  2,  cosa;s)  (1,2,3) 


WO 


coi,xx     cosxy     cos;^a; 
(1,  2,  3)   =      cosxif     cos  i/y      cosi/z 
I  coszx     cosyz      coszz  \ 

und  (cosa?s,  2,  3)  aus  (1,2,3)  formirt  wird,  indem  man  die 
erste  Colonne  durch  die  Colonne  cosxs,  cosys,  coszs  ersetzt. 
U.  s.  w.    Auch  hat  man  (5) 


X  :  Y :  Z :  AB 
Vergl.  unten  §.  46,  13. 


cossa; 
cosa;ic' 


cossy 
cos yy' 


'-,   ■•   1 


10.  Durch  Normalprojeclion  auf  die  Gerade  a'  findet  man 
statt  der  ersten  Gleichung  (8) 

AB  cos ss'  =   Xcosxs'+  Y dos ys' -^^  Z cos zs' 

und  vermöge  des  Systems  ist 

cosss'  cosxs'  cosys'  coszs' 

cosxs  cosa;»  cosxy  cos^^a; 

I  cosys  cosxy  cosyy  cosyz 

I  cos^^s  cossa;  cosyz  coszz 

zur   Berechnung  des  Winkels   ss'  aus  den  Winkeln  yz,  zx,  xy 
und  den  Winkeln,  welche  s  und  s'  mit  a?,  ?/,  z  bilden. 

Wenn  ferner  die  Strecke  A'B'  der  Geraden  n'  die  Coordi- 
naten  X\    Y\  Z'  hat,  so  findet  man 

AB .  A'B' cosss'  =  A'  .  ^'.ß'cüsa;s'+  Y.  A'B' cosys'  +  Z  .  A'B'coszs' 
=  A''(X'cosa'a;  +  Y'  cos  xy  +  Z'  cos  zx)  +  Y[X'cosxy  +..)  +  ^'(X'cos^a;  +..) 

wie    §.  17,   1,   eine  bilineare   Form    der  X,   y,  Z   und  der  X\ 
Y\  Z'  mit  den  Coefficienten  cosx-a',  cos?/a?,  .  .  . 

11.  Bei  recht\^  inkeligen  Coordinaten  erhält  man  das 
Product  von  zwei  Strecken  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  ihrer 
Geraden 

AB  .  A'B' cosss'  =  XX'+  Y Y' +  ZZ' 


g.  45.    (Idordiiuilon  einer  .Strecke 
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indmi    Miiiii    (lic    (iooi-din.itcii    der    Itcidon    Streckt'n    (•diiiponii-i. 
also  auch 

CO.SSS'  =     i-OSXS  COSXS   +  CO.SyS  (MSI/s   +   eo.s^-s  COSZS 

Die  Strecken  sind  normal  zu  einander,  wenn  eos6Ä'=  0. 

Wenn  die  Strecke  AB'  auf  der  Geraden  .'•■'  liegt,  so  hat  der 
l'unel  B'  von  der  (ieraden  s  die  Distanz  AB' s'nisa'.  Hierzu 
ist    (Delerm.  §.  G,  3) 


sin  2ss'  = 


I  cosss      1 


cos^xs  +  ..  cosxs  cosa;s' 

cosxs  cosxs'+  . .   cos2a;s'+.. 


cosxs     v,osi/s 
cosajs     rosijs 


cosa;s     cos^s 
cosaJ.s'    i-oss'S 


cosajs     cost/s    coszs  |2 
cosxs'  eosys'  cos^s'l 

I    COStfS       coszs    j2 

-  I  /  / 

I  cosj/s      eo.s^s 


12.  Wenn  die  Strecken  AB,  ylZ?' der  Geraden  s.  *' die 
rechtwinkeligen  Cöordinaten  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c  und  B  —  cc. 
1^  —  ß,  L  —  /  haben,  so  ist 

'l{x  —  a){S  —  a)   =   (s  —  a)' +  {x  —  a)'^  —  {x —  £)''  — [a  —  a)'- 

u.    s.    ^\..    folglich    durch    Addition    dei'    3     coordinirten    (ilei- 
chungen 

2AB  .  A'B'voi^ss'  =   AB'-^  +  BA'^  —  AA'^  —  BB'^ 

10     1  1  I 

=      1     AA'^     AB'i 
1     BA'^     BB'-^ 

wie  §.  17.  2.    Ebenso  findet  man 

AB  .  A'B'v.o<.ss'  =  FG-^  -  F'G''^ 

wo  r,    G  die  Mitten   der  Chorden   AA' ,   B B' ,  und  F' ,   G'  die 
-Mitten  der  AB' ,  BA'  sind. 


24" 
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§.  46.  Coordiiiaten  einer  Planflgur  und  das  Tetraeder. 

1,  In  jeder  Ebene  wird  ihr  positiver  Sinn  beliebig  fest- 
sj;esetzt  (§.  9  nnd  10).  Wenn  dann  ein  Betrachter  so  auf  die 
Ebene  gestellt  ist,  dass  ihm  die  Drehung,  durch  welche  posi- 
tive Winkel  der  Ebene  beschrieben  werden,  als  linksuni 
gehend  erscheint,  so  wird  die  Distanz  seines  Kopfes  von  der 
Ebene  als  positiv  angenommen,  und  demgemass  für  die  Nor- 
malen der  Ebene  die  positive  Richtung  festgesetzt.  In  gleicher 
Weise  wird  der  positive  Sinn  einer  Ebene,  die  zu  einer  gege- 
benen Geraden  normal  steht,  gemäss  der  positiven  Richtung 
der  Geraden  bestimmt.    Stereom.  §.  4,  7.    Trigon.  §.  6,  3  und  5. 

Eine  Kugel  von  beliebigem  Cenlrum  und  von  beliebigem 
Radius,  z.  B.  deren  Centrum  der  NuUpunct  O,  und  deren 
Radius  1,  wird  von  den  das  Gentrum  enthaltenden  Geraden, 
die  mit  gegebenen  Geraden  parallel  und  gleichgerichtet  sind, 
in  je  einem  entsprechenden  Punct  geschnitten,  dessen  Distanz 
vom  Centrum  positiv  ist.  Wenn  die  Geraden  auf  einer  Ebene 
von  gegebenem  positiven  Sinn  liegen ,  so  liegen  die  ihnen  auf 
der  Kugel  entsprechenden  Puncte  auf  einem  Hauptkreis  von 
gegebenem  positiven  Sinn.  Einer  Normale  der  Ebene  entspricht 
nach  dem  Vorstehenden  der  linke  Pol  des  Hauptkreises.  Der 
Winkel  von  zwei  Ebenen  ist  nun  von  dem  Winkel  ihrer  Nor- 
malen nicht  verschieden. 

Wenn  den  Geraden  x,  y,  z  des  Punctes  0  auf  einer  Kugel, 
deren  Centrum  0  ist,  die  Puncte  JT,  F,  Z  entsprechen,  wenn 
den  Normalen  x\  y\  z  der  Ebenen  yz,  zx^  xy  die  Puncto 
X\  Y',  Z'  entsprechen,  so  ist  X'  der  linke  Pol  des  Hauptkreises 
YZ,  u.  s.  w.  Die  sphärischen  Dreiecke  ÄYZ  und  ä'Y'Z'. 
die  Kugelschnilte  der  Ecken  xyz  und  x'y'z\  sind  supplemen- 
tär (polar). 

Die  Hülfskugel  ist  von  G.vuss  1827  eingeführt  worden. 
Disq.  generales  circa  superficies  curvas  (Werke  4  p.  219  und 
342). 

3.  Das  Volum  eines  Tetraeders,  dessen  Eckpuncte  A,  B, 
C,    D  sind,    wird   durch   Aß  CD   ausgedrückt.     Wenn   in  dem 
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Ausdruck  AB  CD  zwei  I'nncle  vertauscht  werden,  so  wechselt 
(la.s  Volum  nicht  den  Wertli,  sondern  das  Zeichen,  so  dass 

ABCD  +  BACD  =  U.    ABC I)  + ACBD  =  0 ,    ABCD  +  ABDC  ^  y) 

MoBus  l)aryc.  Calcul  §.  19  und  Statik  §.  03.  Denn  es  sind  con- 
triii-iileich  die  Dreiecke  ABC  und  BAC  einer  Ei)ene,  von  der 
die  Spitze  D  eine  bestimmte  Distanz  D'D  hat,  eine  Höhe  des 
Tetraeders;  ebenso  die  Dreiecke  ABC  und  AGB:  ebenso  die 
Dreiecke  BCD  und  BDC  einer  Ebene,  von  der  die  Spitze  A 
eine  bestimmte  Distanz  A'A  hat,  eine  Höhe  des  Tetraeders. 
Tetraeder  von  derselben  Höhe  verhalten  sicli  wie  ihre  Basen. 

l'm  das  Zeichen  des  Tetraeders  AB  CD  zu  bestimmen, 
hat  der  Beurtheiler  den  Ropf  in  den  ersten  Punct  A^  die  Füsse 
iiuf  die  Ebene  der  folgenden  Puncte  zu  stellen:  je  nachdem 
ihm  dann  die  Umdrehung  i5 CD  linksura  gehend  oder  rechtsum 
gehend  erscheint,  wird  dem  Tetraeder  das  eine  oder  das  andre 
Zeichen  ertheilt.  Wenn  der  Beurtheiler  den  Kopf  in  den  ersten 
Punct  A,  die  Füsse  in  den  zweiten  Punct  B  stellt,  so  erscheint 
ihm  die  Strecke  CD  der  folgenden  Puncte  in  dem  einen  Fall 
nach  links  gehend,  in  dem  andern  Fall  nach  rechts  gehend. 

3.  Durch  die  Strecken  OA,  OB,  OC  der  coordinirten  Ge- 
raden a?,  y,  z  werden  die  Dreiecke  OBC.  OCA,  OAB  der 
coordinirten  Ebenen  yz^  zx,  xy,  und  das  Tetraeder  OABC 
bestimmt.  Die  Distanzen  A'A^  B'B,  C'C  der  Puncte  A,  B,  C 
von  den  coordinirten  Ebenen,  Höhen  des  Tetraeders,  sind  die 
Normalprojeclionen  der  Strecken  OA,  OB,  OC  auf  die  Nor- 
malen x',  y' ,  z  der  F^benen  yz,  zx,  xy.    Nach  §.  12,  4  hat  man 

20BC  =  OB  .OCsinyz 

•20CA  =  OC.OA  sinzx.      20 AB  =  OA  .  OB  siiia-^ 

A'A  =  OA  cosxo;',      B'B  =  O'B  cosi/y',      C'C  =  OC  mizz' 


also 


\jOBCA  =  20BC.A'A  =  OA  .  OB  .  OC  ^\i\yz  co^xx' 
ßOCAB  =  -lOCA.B'B  =  0  A  .  OB  .  OC  smzx  co?,yij' 
60 ABC  =  20 AB  .  C'C   =  OA  .  OB  .  OC<,\nxy  coszz' 
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Nun  sind  OBCA,  OCAB,  OABC  gleich  und  eines  Zeichens 
nach  der  Voraussetzung  (2),  also  sind  sinijz  c.osxx',  sinzx  cosyy', 
s'mxy  coscz'  gleich  und  eines  Zeichens,  aber  nicht  ohne  die 
Voraussetzung  (1),  dass  die  positiven  Richtungen  der  Normalen 
gleichmässig  nach  den  positiven  Sinnen  der  coordinirten  Ebenen 
festgesetzt  worden  sind. 

Der  trigonometi'ische  Midliplicator,  welchen  man  dem  Pro- 
duct  der  Kanten  OA  .  OB  .  OC  zu  ertheilen  hat,  um  das  Vo- 
lum ^OABC  auszudrücken,  wird  nach  Stäupt  1842  der  Sinus 
der  Ecke  xyz  (des  Trieders  xyz  und  seines  Kugelschnittes, 
des  sphärischen  Dreiecks  ÄTZ)  genannt  und  durch  sin  xyz 
bezeichnet.  Die  Zahl  s'mxyz  liegt  zwischen  — 1  und  1,  und 
wechselt  das  Zeichen ,  wenn  2  der  3  Geraden  vertauscht  wer- 
den. Die  Sinus  von  Gegenecken  sind  conlrär-gleich.  Determ. 
§.  JD,  2.     Trigon.  J:;-  6,  14. 

4.  Wenn  x',  y',  z  die  Normalen  der  Ebenen  yz^  zx^  xy 
sind,  so  sind  a;,  3/,  z  die  Normalen  der  Ebenen  y'z\  z'x\  x'y' . 
und  die  Ecken  xyz,  x'y'z'  sind  supplementär  (Slereom.  §.  4,  8). 
Daher  folat 


sin  xyz 

sui  y  2  C()sa;a; 

smj/^ 
sin  yz 

sins  X 
smzx 

•Aiax  y 

&\nxyz 

?,\nyz  cos  XX 

?\wxy 

der  Sinus-Satz  i'ür  das  sphärische  Dreieck. 

Wenn  die  Ebene  zz'  mit  der  Ebene  xy  die  Gerade  p  ge- 
mein hat,  und  zu  der  Gei'aden  p'  normal  steht,  w^enn  demnach 
die  Ecken  /'_.',  y'z'p'  supplementär  sind,  so  ist  nach  dem 
Vorstehenden 

sin  »2'  smzx        ,    .        coszz' 

—  (1.  I.  —    ~" 


sin  ?/  z  s\nz  p  sin  7/  z 

unter  der  Voraussetzung,    dass   die  Winkel   pz'  und  z'p'  beide 
recht  sind,   folglich 

s'mxyz     =   <r,\{\zx  ?,mxy  ?,'\ny' z'    =   ... 

sinic  y  z   =   s'iwz  x  sin.r  y  s'myz    =    .  .  . 

Trigon.  §.  ö,  II.     Dabei  ist  noch  bemerkenswerth 
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s\ni/'z'sinzx  =  s'inyz  s'mz'x'  =   coszs 
■f.'mx'y'z' smxijz  =  ^\ny'z'i-o%xx'^\nzxi;osyy'^  cosica;  co^yy  coszz 

cosxx'coayy'  « 


sinx  y  ^\nxy  = 


coszz 


5.  Das  Dreieck  ABC  einer  Kbene,  deren  Nonnale  n  ist, 
wird  auf  eine  El)ene,  deren  Normale  /  ist,  normal  projieirl  nach 
A^B^C^;  die  Projicirenden  bilden  ein  Prisma,  dessen  Normal- 
schnitt A^B^C^  ist.  Das  Prisma,  dessen  Basis  ^^jBjC,  ,  und 
dessen  l.ängenkante  A^D  auf  der  Geraden  4,. 4  ist,  hat  das 
Volum  A^B^C^  .  A^D;  das  Prisma,  dessen  Basis  ABC,  und 
dessen  Längenkante  AE  =  A^D  auf  derselben  Geraden  ist, 
hat  die  Höhe  AE  cos  In  =  A^D  cos  hi,  und  das  Volum 
AB  C  .  AiD  cosln.  Die  Volume  der  beiden  Prismen  sind  gleich 
und  eines  Zeichens   (Stereom.  §.  8,  1).     Also  ist 

AiBiCi.A^D  =   ABC  .A^D  i'o^ln,       A^B^C^  =  ABC  cosln 

Der  Winkel  der  beiden  Normalen  ist  dem  Winkel  der  beiden 
Ebenen  gleich. 

Dieses  trigonometrische  Lemma  wird  sonst  durch  Normal- 
schnitte des  Winkels  der  beiden  Ebenen  erreicht.  Dasselbe  war 
vorbereitet  durch  die  vor  Arciiimedes  vollbrachte  Quadratur  der 
Ellipse  (vergl.  auch  Euler  Introd.  App.  §.  64)  ,  und  durch  das 
Aenigma  Florentinum  1692  (Klügel"  math.  W.  2  p.  254).  Den 
obigen  Ausdruck  findet  man  bei  Lacroix  1796  Compl.  des 
elem.   de  geom.  §.  60. 

6.  Das  Dreieck  ABC  wird  durch  Prismen,  deren  Längen- 
kanten mit  den  coordinirten  Geraden  x,  y,  z  parallel  sind,  auf 
die  coordinirten  Ebenen  yz,  zx,  xy  nach  A^B^C^,  A.^B.^C^. 
A^B.^C^  projicirt.  Diese  Projectionen  können  aus  den  Coor- 
dinaten  der  Puncte 

A{x^yiz^),       B{x2  y-i\~2),       Ci-^'i  Vz  z^) 

insbesondere  aus  den  Coordinaten  der  folgenden  Strecken  AB, 
BC  berechnet  werden.  Da  A^B^  auf  der  Ebene  yz  die  Coor- 
dinaten >/.,  — ?/| ,  ^2  — •^i  ti'it  (§•  iö,  3)  u.  s.  w. ,  so  ist  nach 
§.17,4 
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2/2  —  Z/l        ~2 
^3  —  2/2       ^3 


sin^/x 


1       2/1       2^1 

1     ;//2     Z2     sin  lyx 
1     2/3     -3  I 


abgekürzt  '^A^B^C^  =  (1  y  z)  sin yz,  und  ebenso 

2^2-ß2<^2   =  (1  2- x)  sinca-,      2^35tC3   =   (1  X  ?/)  sin.r?/ 

Die  Flachen  der  coordinirlen  Projeclionen  A^B^C^,  A^B^C^i 
A^B^C^  mögen  die  Coordinaten  des  Dreiecks  ABC  heissen. 
In  gleicher  Weise  hat  eine  beliebige  geschlossene  Planfigur, 
deren  Fläche  (area)  p  s'mxyz  ist,  drei  coordinirte  Projectionen 
von  bestimmten  Flächen,  welche  die  Coordinaten  der  Plan - 
figur  p  sin x?/ 2^  heissen,  und  durch  p^sinyz,  p  sxnzx^  p^s'mxy 
bezeichnet  werden  sollen.  Vergl.  die  §.  45,  1  citirte  Ab- 
handlung. 

7.  Wenn  die  coordinirten  Ebenen  yz,  zx,  xy  und  die 
Ebene  der  Planfigur  die  Normalen  x\  y\  z\  n  haben,  so  wird 
der  Normalschnitt  des  ersten  projicirenden  Prisma  (Cylinder) 
aus  der  Fläche  der  Planfigur  durch  Multiplication  mit  cos tcn, 
aus  der  ersten  Goordinate  durch  Multiplication  mit  cosrra?'  er- 
halten  (5).     Also  ist 

p  Wmxyz  cosxn   =  ^j^  sini/z  cosa;ic  '  =  j),,  s'mxi/x     (3) 
p  cosxn  >=  p^.  ,      p  c.osijn  =  ^^  ,      i>  eos^«   =  p^ 

d.  h.  die  Strecke  p  der  Geraden  n  hat  auf  den  coordinirten 
Geraden  x,  y,  z  die  Normalprojectionen  p^^  p  p^.  Aus  diesen 
Normalprojectionen  werden  die  Goordinaten  der  Strecke  und 
die  Strecke  selbst  gefunden  (§.  45,  9).  Durch  das  willkürlich 
gewählte  Zeichen  der  Strecke  wird  die  positive  Richtung  ihrer 
Geraden  n,  das  Zeichen  der  Fläche,  %\ eiche  die  Planfigur  auf 
der  normalen  Ebene  hat,  und  der  positive  Sinn  dieser  Ebene 
bestimmt  (1).  Denmach  wird  durch  die  Goordinaten  einer 
Planfigur  die  Stellung  und  die  Fläche  der  Planfigur 
eindeutig  bestimmt.  Die  so  bestinunte  Planfigur  kann  durch 
eine  Figur  ersetzt  werden,  die  auf  einer  parallelen  Ebene  des- 
selben positiven  Sinnes  dieselbe  Fläche  hat. 


§.  4ri.    Coordinaton  oinci'  l'lnnfi.L'iir  und  das  Tetraeder. 
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8.     Indem   man   die  Werlhe  cosa:n,    eosyn,    coszn    in  der 
sie  verhindenden  Gleichung    §.  45,  8)   subsliluirt.  erhall  man 


2^^  Px  Py  Pz 

p^  cosxx  cosajy  cos^a; 

p  cosxy  cosyy  cosf/s 

p^  coszx  cosyz  coszz 


=   (J 


mithin  p'^  als  ([uadralischc  Form  der  p^,  p  ,  p^.  Vcrptl. 
unten   (lö!. 

Wenn  nun  p  /..  \\.  die  positive  Quadralw  urzel  der  (|uadra- 
tisehen  Form  ist.  mithin  die  zu  der  Geraden  n  normal  iiestellte 
Flanfigur  eine  positive  Fläehe  hat.  so  ist  der  positive  Sinn  ihrer 
Ebene  und  die  positive  Richtung  ihrer  Normale  bestimmt, 
u.  s.   \v. 

Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  ist 

1    =   cos^xH  +  i-Ai^-yn  +  cos^^-« 

wie  §.  4ö,  ().  Die  Strecke  AB  =  I  der  Geraden  s  hat  die 
Coordinaten  cosxs,  cos 2/6-,  coszs;  die  Strecke  AB'  =  \  der 
Geraden  s' hat  die  Coordinaten  cosa^s',  cos?/*',  coszs':  also  hat 
'i.ABB'  ^=  sin^s'  die  Coordinaten 


1\ 


I    COSi/S      COS^S 

I  cosys'  cos^s' 


coszs    cosa;s 


>  P^ 


cos~s    cos  a;s 
und  man  findet  sin-^^s'  wie  oben  §.  4ö,  9. 


'    .    Pz  = 


cosics    cosys 
cosars'  cos?/s' 


9.  Das  Prisma  der  Basis  j9^  sin ^/z  '  ;j„  sinza;  /u  sina;?/ 
und  der  Längenkante  f\g\h  hat  das  aus  den  Coordinaten 
componirte  Volum 

{Pxf  +  t^y9  +  P,h)  >inxyz 

Denn  man  erhiilt  die  Höhe  des  Prisma  durch  Xormalprojection 
der  Strecke  f  (j  \h  auf  die  Normale  n  der  Ebene,  auf  welcher 
die  Basis  p  sxnxyz  liegt,  also  nach  §.  45,  8 

f  co<.xn  +  g  cosy«  +  h  cosan 

Nun  ist  p  cosxn  =  p^   (7),  .  .^   folglicii  u.  s.  \\ . 
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Diesen  Salz  habe  ich  in  den  Leipziger  Berichten  1873  nnd 
Deterni.  1875  §.  15,  4  milgetlieilt. 

10.  Das  Tetraeder  AB  CD  ist  der  dritte  Theil  des  Pristna, 
welches  die  Basis  ABC  nnd  die  Längenkante  AD  hat.  Wenn 
nun  A  die  Coordinaten  .-Tj  ,  ^| ,  Zi  hat,  u.  s.  w.,  so  hat  AD  die 
Coordinaten  x^ — a-j ,  y^ — t/j ,  z^  —  z, .  und  'iABC  die  Coor- 
dinaten py,s\nyz.  p   s'mzx,  p^smxy^  wo   (6) 

1  y-i  —  Vi    z-i  —  ^\ 
\  yz  —  y\    ^3  —  ^\ 


Vy  - 

= 

Z2  —  Zi 

Xi  —  a:, 

Xz  —  Xy 

' 

i^^    = 

a;2 

—  ^1     2/2  —  2/1 

—  ^!      2/3  —  2/1 

Also  ist  (9) 

iSABCD 
i^'mxyz 

X2- 
=        X3- 

-  Xi 

—  Xi 

i/2  —  2/1      2-2  —  2:, 
2/3  —  2/1     ^3  —  2^1 

Xi- 

-Xi 

2/4—2/1        ~^  — S'i 

1 

a-,  —  a-i 

2/1  —2/1 

^1 

—  ^l 

1        Xi       l/i       Zi 

_ 

1 

X-i  -  Xi 

2/2  —  2/1 

^2 

—  S'l 

_ 

1     a;2    2/2    2:9 

1 

X?,  —  Xi 

2/3  —2/1 

~3 

—  2^1 

1       a-3        J/3       ^3 

1 

Xi   —  Xy 

2/4  —2/1 

-4 

— -! 

1       ^4       2/4       2-, 

Die    Geschichte    dieses    Satzes    habe    ich    in    den    Leipziger 
Berichten  1870   (Grelle  J.  73  p.  94)   gegeben. 

11.     Die  Determinante   (§.  17,  ö.    Deterni.  §.  15,  7) 


l     X      y      z 
1     a;,     t/i     zi 


a/  +  a,  /j  4-  . .  +  ß^Zj 


h     1     •■»4     2/4     2^   I 

ist  null,  wiMHi  die  erste  Golonne  einer  der  folgenden  Colonnen 
gleich  ist  oder  aus  ihnen  componirt.      Daher  hat  man 


wo    u  =  ax  -\-  by 


a 

+  «1 

+ 

.    .    +    «4 

=    0 

ux 

+  ö,x 

+ 

.  .  +  «40:4 

=    0 

«2/ 

+  «i2/i 

+ 

•    +    «42/4 

=   0 

uz 

+  «1^ 

+ 

.  .   +    «4  24 

=  0 

uu 

+   «1  u 

+ 

.   .    +    «4  », 

=  0 

-H 

cz  ■+■ 

d, 

li,   =  a  a'j  4- 

i'Vi 
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Die  ersten  i  (ilciclniniieii  kcmizcicIiiUMi  den  l'nncl  x  y  z 
;ils  Seliw  cri)  n  ncl  (1(m-  andi'i'n  'i  l'nncle,  denen  die  (loefli- 
cienlen  r^, ,  ((.,  .  ..  heigeijehen  sind  ,§.  Ki ,  '6..  Dnrcli  die  i 
Punele  und  die  Proportion  iiirer  Coeffieienlen  ist  jeder  .ilc  INincl 
X  y  :  eindeutig  hestinuiit :  die  CoeKieienlen  sind  die  (homoge- 
nen) barycenlrischen  (loordina  ten  des  Punetes  x  yz  in 
Be/Aig  auf  die  4  Fundamentalpunete.  Die  letzte;  Gleiehung  ist 
di(>  Itaryeentrisclie   l"nnd.iineiilidgl('iciiung.     S.   unten  i^.  öljö. 

Durch  die  erste  (ileichung  sind  5  Puncte  des  Raumes 
verbunden,  und  zwar  nach  (10)  die  Volume  der  durch  die  ö 
Puncte  bestinnnltMi  Tetraeder  (Determ.  v<.  17,  8.)  : 

1234  +  2345  +  :^4.il  +  4012  +  öl2iJ    =   0 

oder  (2) 

1235  +  3245  +  2145  +  1345   =    1234 

entsprechend  den  nach  dem  (jeselz  der  Kanten  Stereom. 
§.  8,  16)  geschriebenen  Flüchen  12;J,  32t,  21 L  l:ri  des  Tetra- 
eders 1234. 

Wenn  das  Tetraeder  1234  die  Flächen  </,,  </.^ .  ..,  die  Höhen 

liy ,  Ä., ,  .  . ,  und  das  Volum  v  hat,  so  ist 

(7, /j,  =  goho  =  .  .   =  St- 
und   wenn   der  Punct   5   von    den  F^benen  der  TetraederlUichen 
die  Distanzen  p, ,  p^^  ..   hat,  so  ist 

für  die  Distanzen  eines  Punctes  von  4  Ebenen  (§.10,2). 

1'3.  Den  Sätzen  §,  17,  8  f.  entsprechen  analoge  Sätze  für 
den  Raum  von  3  Dimensionen,  welche  Determ.  §.  16  im  Zu- 
sanuuenhang  entwickelt  worden  sind.  Dazu  gehört  namentlich 
der  Satz  für  2mal  3  Gerade   (Staudt  1842) 

I   cosxf    Cüsxg     cosxh  1 

cosi/f    cosijg     cosi/h      =   s'mxi/z  Mufgh 
I  coszf     coszg     coszh   \ 
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iusbesondere,  wenn  x',  y\  z'  zu  den  Ebenen  yz,  zx^  xy  nor- 
mal slehn, 

I  cosaric'     co^xy'    co^xz'  i 
^.'mxyz  9.\x\x'y'2'  =      co9,yx'     cos?/?/'     cosy^' 
I   coscrr'     C0S2-*/'      cos^«'  1 

=   cosiT.r'cos  ?/?/'cos2«'     (4) 

und  wenn   fgh  auf  ä;?/^  fallt. 

I  cosa:;»;     coi^xy     coszx  1 
sin^iTT/^  =       cosxy     cos?///     co^yz 
I  COS03;     cosyz      coszz 

=   1  —  cos2?/2; —  cos^^ic  —  cos^ic?/  +  2cosy2'  coss^a?  cosxy 
positiv  zwischen  0  und   1.    Determ,  §.  \ö,  B. 

13.     Hiernach  geht  die  Proportion  §.  45,  8.  I  ülier  in 


X 

sin  7/0  s 


s.\n  xys 


9>\nxyi 


sinsra:^ 

Nun  ist  ^\nyzs  =  sin^z  cossa;',  also 

sin//0S  :  ^'mxyz  =  cossa:' :  cosa;a;' 

wie  §.  45,  5.     Ferner  hat  man  durch  Normalprojection  auf  die 
Gerade  p 

X  cosxp  +  Y  cosyj)  +  Z  coszp   =  AB  coss^j 

folglich  für  5  Gerade   (Determ.  §.  17,  3) 

H\nyzs  coiixp  +  sin^a^s  cosyj)  +  s'mxys  cos2'^>  =   sina?7/c  cossp 

Ersetzt  man  hier  s  durch  ,/',  g,  h,  und  p  durch  x,  y,  r,   und 
forinirt  die  Determinante 

s'myzf     ^'mzxf     slnxyf  1  1   cosa^a:     cosxy     coszx  1 
s'myzg     i^inzxg     sina;//^        cosxy     cos?/?/     cosyz 


so  erhält  man  z.  B. 


t^'myzf  <.\nzxf  ^\nxyf 
alnyzg  <.\iizxy  slnxyy 
s\i\  y~h     slnzxh      Mnxyh 


=   <>\i\'^xyz  ^\nfgh 


46.     CdOitlinaten  pirn-r  l'l;uitii:iir  und  das    l'ftiapdfr. 
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14.     In  (liosell)c  Keihe  ttehörl  der  S;ilz  für  Smal  2  Gerade 

(Galss  1827] 


cosxf     cosxg 
co»yf      roayg 


=   s'mxi/  <\nfff  cosz'n 


WO  z\  n  die  Normalen  der  Ebenen  l)edeulen.  mit  welchen  x,  y 
und  /,  g  jiiirallel  sind.  Aus  diesem  Salz,  den  (i.uss  auf  sphä- 
risch-trigonometrische  Grundlagen  gestellt  hatte,  und  der  aut 
dem  angezeigten  Weg  (Determ.  §.  16)  ohne  solche  Grundlagen 
gewonnen  wird,  kann  die  sphärische  Trigonometrie  selbst  ab- 
geleitet werden. 

Wenn  den  Geraden  a;,   y,  /,  g^  z\    n  auf   der    lUllfskugel 
die  Puncle  .1,  B^  B.   C,   C,  A'  entsprechen,  so  ist 


cosÄB    cosC'J. 
cosBß    cosBC 


<>h\AB  sin B C  vo^ C A' 


Nun  sind  C,  A'  die  linken  Pole  der  Bogen  AB.  BC;  der  Bogen 
Ca'  und  der  Winkel  B  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  sind 
supplementär,  folglich  hat  man 

cos^-B  (os^C— cosC^  =   —  >mAB  sh\BC(o<.B 

den  Cosinussalz  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Ueber  verschiedene  Begründungen  der  sphärischen  Trigono- 
metrie vergl.  Trigon.  §.  ö.  6.    §.  6,  I.    §.  5,  1  ft". 


15.     Hiernach  findet  man  für  die  Determinante 


sm^xyz 


cosxx  cosary  cnszx 
cosx//  cosyy  C0S1/Z 
C0S2X     cosyz     voszz 


die  Adjunclen  der  Elemente 
adj  cosxa;  =  sin-yz ,      adj  cos//?/  =  sin-^x,     adj  cos^^  =  s'm^xi/ 

adj  cos  yz  ■■ 


smzx  smxy  cosy  z 


CQSzx     cosa;a; 
cosyz     coi^xy 

adj  COS- a;  =   s'mxi/  sinyz  rosz'x',     adj  rosxy   =   sinyz  sinzx  co^x'y' 
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oder   auch    tidj  cosyz 
daher  die  Gleichuns 


sin xyz  coii/'z',   u,  s.  \\.     Wenn  man 


D  A'  B'  C 

Ä  cosa:;iC  vo'sxy  rossiC 

B  cosrr//  cosi/y  cos^/s 

C  coszx  ccisyz  cos^s 

nach  Delerni.  §.  5,  5  entwickelt,  so  ist 


D  sii)'~xi/z  =   Aä' ü\n'^yz  +  BB  s'm^zx  +  CC's'm-j-y 
+  {BC'+  B'C)  sinra;  smxy  co^y'z' 
+  [CA'+  C'A)  sinxy  a'myz  cosz'x' 
+  {AB'+  A'B)  s\nyz  sinsa;  co»x'y' 

eine  bilineare  Form  der  Asinyz,  Bsinzx,  Csinxy  und  der 
A's\n7/z,  B's'mzx,  C s'inxy  mit  den  Coefficienten  cosx'x', 
cosx'y',  ... 

Insbesondere  ist  (§.  45,  10)  cosss'  sin'^xyz  eine  bilineare 
Form  der  cossjä  sin?/:r,  cos^s  sinza:,  coszs  sina??/,  und  der 
cosa?«' sinyc,  cosi/s' sinzx,  cosss'sinx?/  mit  denselben  Coeffi- 
cienten: ferner  sin'^xyz  eine  quadratische  Form  der  cosxÄsin?/z, 
cosys  s'mzx^  cos zs  s'xnxy  mit  denselben  Coeflicienten,  und 
(§.  46,  8)  p'^s\n'^xyz  eine  (juadratische  Form  der  Coordinaten 
p^sinyzj  pyS'mzx.  p^sinxy  mit  denselben  Coefficienten. 

Dieser  Ausdruck  der  Quadrat-Fläche,  welcher  dem  Aus- 
druck der  Quadrat-Strecke  (§.  43,  8)  zur  Seite  steht,  wird  un- 
mittelbar aus  den  Grvuidlagen  der  Polyedrometrie  j^efnnden, 
indem  man  die  Winkel  y'z',  z'x\  x'y  der  coordinirten  Ebenen 
einführt.     Trigon.  §.  6,  5  H". 


IG.     Nach    demselben   Satz   transformirt   man   die   quadra- 
tische Form 

a;2  +  xß  +  ^2  +  'jyz  ro^yz  +  '2zx  coszx  +  'Ixy  nosxy 
=   {x  +  y  rorixy  +  z  l-oszx)-  +  y-  s'm-xy  +  e^sin^^a; 
—  2yz{{Mszx  cosxy  —  cosyz) 
=   [x  +  ..)-'  +  {y  s'inxy  —  z  a'mzx  cosy'z')'^  +  z-  sin^;^^;  sin^y'^' 
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1111(1   ilirc!  DclerniiiiJiiilc 

1  —  coa'^ijz  —  cos^zx  —  coa^xy  +  2  cuayz  cnszx  cosa:«/ 

^   (1  —  cos'^ijz)(l  —  cos^zx)  —  cos^yr  cos-zx  —  . . 

=   sin  "^yz  sin  ^zx  —  {cosyz  cosz x  —  cosxy)- 

=   sin  2^2;  sin2~a;  sin^ic't/' 

Diese  Transroi'iiuilioiieii  lassen  uniiiillell)ar  erkennen,  dass  die 
([uadratische  Form   und  ihre  Delerminanle  beide  positiv  sind. 

§.  47.    Andere  Coordinaten  eines  Punetes. 

1,  Der  I'uncl  0'{a  b\c)  wird  durch  Translation  des  Tri- 
eders  xyz  Anfani^  der  neuen  Coordinaten  des  Punetes  i? 

O'P'  =  x\      P'Q'  =  y',      Q'B  =  z' 

die  mit  OP  =  x,  PQ  =  3/,  QP  =  z  pai'allel  sind.  Dabei 
hat  man  wie  §.  18,  1 

X   =   a  +  x' ,       y  ^   h  +  y' ,       z   =^   c  +  z' 

Eine  gegebene  Function  der  x,  y.  z  wii'tl  durch  diese  Substi- 
tution transformirt  in  eine  bestinnnte  Function  der  x',  y\  z' . 
d.  i.   der  x  —  a,   y  —  5,   z  —  c. 

3.  Wenn  statt  des  Irieders  xyz  das  coneentrische  Trieder 
5>;l  von  gegebener  Lage  in  Bezug  auf  xyz  gebraucht  werden 
soll,  so  genügt  es,  die  gebrochene  Linie  OPQ.R  der  Coordinaten 
X,  y^  z  und  die  gebrochene  Linie  OP'Q'P  der  Coordinaten 
^,  rj ,  L  auf  die  Normalen  a',  y'.  z  der  coordinirten  Ebenen 
yz,  zx^  xy  normal  zu  projiciren.     Man  erhält  wie  §.  18,  2 

X  co^xx'  =  ^  cosco;'  +  ?/  cosr/a;'  4-  ^  cos^o;' 
y  cosyy'  =  $  costy'  +  //  cosr,y'  +  l,  coscy' 
z  co?,zz'    =  g  cos|2;'  +  ri  cos// 2:'  +  ^  cos ^2' 

nebst  den  Ausdrücken   i'ür  den  Quadrat -Vector  OR-   (§.  45.  8i 

X-  +  y-  +  z-  +  2yz  coayz  +  2zx  coszx  +  2xy  cosici/ 
=  S^  +  ?j-  +  ^2  4.  2tjl,  cosTj^  +  2'Qg  cos^^  +  2^?/  cos^?? 
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3.  Eine  ganze  Function  der  a;,  y.  z  wird  durch  die  an- 
gezeigte lineare  Substitution  in  eine  Function  desselben  Grades 
der  ^,  ?;,  L"  transformirl.  Die  linearen  Formen  a;cosa;a;',  ycosyy' 
z  cossz'  haben  nach  §.  46,  12  die  Determinante 

!  cosga;'     cosjya;'     cos^a;'  | 

I  cos|2/'     cosTji/'     cos^y'      =  sin^ i] L.  sin x'i/'z' 

COSCZ'       COSTjz'      cos^s'    I 

folglich  ist  die  Determinante  der  linearen  Substitution 

i'm^ r^'C,  sin x'y'z'  sin$?;^ 


det(a;,  y,  z)   = 


cosxx  cosyy  coszz  !<mxyz 


positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Ecken  §rjK  und  xyz  eines 

Sinnes  sind  oder  conträren  Sinnes.     Nach   §.  46,  15  findet  man 

weiter 

,  '   cosnw'     cos^?/'  j  /  /  .  ^/ 

adj  cos|^    =1  ,  ,1   =  sin  y  z  sin  tjC,  cos  x? 

wo  I'  die  Normale  der  Ebene  rjK,  u.  s.  w. 

4.  Die  9  Coefficienlen  der  linearen  Sul)stitulion  (1)  sind 
nicht  unabhängig  von  einander:  je  3  Coefficienten,  welche  einer 
Colonne  angehören,  sind  durch  eine  Gleichung  (§.  45,  8)  ver- 
bunden.    Demnach   sind   die   Coefficienten  einer  Colonne  durch 

2  Parameter,  alle  Coefficienten  durch  6  Parameter  ausdrückbar. 

Wenn  die  Ecke  ^/^  L  einer  gegebenen  Ecke  gleich  und  ähn- 
lich ist,  so  wird  ihre  Lage  zu  der  Ecke  xyz  durch  3  willkür- 
liche Elemente  bestimmt.  Denn  in  dem  Kugelschnitt  der  beiden 
Ecken  ist  durch  die  beiden  Winkel,  welche  die  Bogen  x§  und 
y§  mit  xy  bilden,  der  Punct  B  eindeutig  bestimmt.  Alsdann  ist 
durch  den  Winkel,  welchen  der  Bogen  ^rj  mit  xB  bildet,  der 
Bogen  ^rj ,  und  endlich  durch  die  Voraussetzung  das  Dreieck 
^>;t  eindeutig  bestimmt. 

Wenn  demnach  die  Ecken  ^tjC  und  xyz  gleich  und  ähnlich 
sind,  so  sind  die  Coefficienten  der  linearen  Substitution  durch 

3  Parameter  ausdrückbar.    Wenn  insbesondere  die  Coordinaten 
a:,  ?/,  z  und  die  Coordinaten  §,  >■.  L  rechtwinkelig  sind,  mithin 

X^  +    iß   +  02    =     |2   +   ^-J   ^   ^2 


§.  47.     Aiiderr  Coordintilcii  eines  l'uiietes. 
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so  sind  die  Coeflicicnk'ii  dci-  Sul»sliliilioii,  die  d;inii  eine  (H'tlio- 
gonale  Siihsli  t  ii  l  io  n  licisst,  voiiJülku  1771  und  1770  durch 
3  Pararneler  ralional  aiiSiie drückt  N\orden.  Die  Theorie  der 
orthogonalen  Sid)slituli(in,  welche  von  Ca(ciiy,  J.vcobi  .  Caylev 
u.  A.  weiter  ausgebildet  wurde,  und  auch  ausserhalb  der  Geo- 
metrie ihre  Bedeutung  hat,  ist  zusannnenhängend  von  mir  vor- 
getragen worden  Determ.  §.  14,  5  l\.  Vergl.  MA(i.MS  Aufg.  II 
p.  50.  Hesse  Anal.  Geora.  des  Raumes  Vorl.  IS.  Buioi-bcx  ölet 
Geoni.  analvt.  n°  123. 


5,    Die  quadi'atische  Form  der  x\  y.  z 
V  ^=  x^  ■\-  y-  ■¥  z-  +  Ixjz  CDSyz  +  'Izx  vamzx  +  'Ixy  cosxy 
hat  die  Dclorniinanlc 


cosica;  iio^xy  coszx 
cosxy  cosyy  co»yz 
coszx     cos  ys     coazz 


=  sin^a;^^ 


Dabei  ist  adj  cosa;a;  =  sin'^_y2,  adj  cosxy  =  sinyc  sin^a:  cos^-'y', 
u.  s.  w.  (§.  46,  15).     Ferner  hat  die  quadratische  Form 

H  =   ax^  +  hy-  +  cz'^  +  'Ifyz  +  lyzx  +  2hxy 

die  Determinante 

a     h     g  \ 

h     b     f  \   =^  aa'+  hh'+  yg' 

9     f      c\ 

u.  s.  w.     Daher  ist   wie  §.  37,  6,  wenn  A  von  Xj  y,  z  unab- 
hängig, 

(let(u +  ;.«;)   =   fZ„  +  fZiA  +  d^l-  +  d^P 

WO  d^^  =  detw,  d^  =  detf  =  sin-x^^, 

dl  ==   a  +  h'+  c'+  2f'cosyz  +  2y'coszx  +  2h'cosxy 

d2  =   a  sin -yz  +  h  sin-^a;  +  cs'm^xy 

+  2fs\nzx  sinx«/  cosy'z'+  2g  sinxy  sinyz  cosz'x'+  2h  sin/yc  sinzx  cosx'y' 

Wenn   durch    die  lineare   Substitution   (2),   deren  Determi- 
nante   6    =    sm^rjC   :    sina;/yr ,    die    Formen    u   und    v    in   die 

Baltzer,  anal.  Geom.  25 
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Formen  U  und  V  der  ^,  /;,  ^  transformirl  werden,  so  ist 
bei  fillen  A 

det((/+;.F)  =   f2det(H  +  ;.i-) 

Do  +  X», ;.  +  z>,  ;.2  +  D3  ;.3  =  ^  2  ( ^^^^  +  a^ ;.  +  (7. )?  +  ^3  ä^) 

d.  h.   c7q,  '/|  ,  r/2,  cZg   sind  invari;inl,   und  zwar  wie  §.  18,  3 

Dg       ^  ^0 -Pj        _  dl ^^   ^   ^^. 

sinägj^c!         sin'^xyz'       sin^^?;^         sin^xyz' 

6.  Anstalt  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  OP  =  x, 
PQ  =  y ^  QE  =  z  des  Punctes  i?  kann  man  polare  Coor- 
dinaten zur  Bestimmung  dieses  Punctes  gebrauchen.  Wenn 
die  Strecke  OQ  auf  der  Geraden,  die  mit  der  Geraden  x  den 
Winkel  0^  bildet,  den  Werth  o  hat,  so  ist 

X  =  ()  cos9-,      y  =  p  sin9^ 

und  der  Punct  Q  der  Ebene  xy  durch  seine  polaren  Koordi- 
naten 1^,  Q  eindeutig  bestinnnt  (§.  15,  4).  Durch  diese  Sub- 
stitution wird  eine  gegebene  Function  der  x,  y,  z  (des  Punctes  B) 
in  eine  bestimmte  Function  der  polaren  Coordinaten  d-,  g,  z 
transformirl. 

Wenn  ^  gegeben  ist,  so  liegt  der  Punct  R  auf  einer  be- 
stimmten Ebene,  welche  die  Gerade  z  enthält  und  eine  gegel)ene 
Anomalie  (Azimuth)  hat.  Wenn  0  gegeben  ist,  so  liegt  B  auf 
einem  bestimmten  Rotalionscylinder,  dessen  Axe  die  Gerade  z 
ist,  und  der  einen  gegebenen  Radius  hat.  Wenn  z  gegeben  ist, 
so  liegt  B  auf  einer  bestimmten  Ebene,  die  mit  xy  parallel, 
ist.  Demnach  ist  der  Punct  if\Q  z  ein  gemeinschaftlicher  Punct 
von  3  bestimmten  Flächen,  die  einander  paarweise  normal 
schneiden.  Der  Cylinder  hat  mit  den  beiden  Ebenen  noch  den 
Punct  ^1 — Q  z  gemein.  Die  polaren  Coordinaten  ^,  ^,  z  wer- 
den  auch    cylindrische  Coordinaten    des  Punctes  genannt. 

Anwendungen.  Wenn  u  eine  gegebene  Function  von  d^,  so 
liegt  Q,  auf  einer  Spirale  der  Ebene  xy^  und  B  auf  einem 
Cylinder,   dessen  Normalschnilt  jene  Spirale  ist. 

Wenn  z  eine  gegebene  Function  von  q.  so  hat  auf  der 
Ebene  d^  =  const  der  Punct  R  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 


>5.  'i7.     AndcMC  C(inr(liii;il('ii   eines   I*iin(:((!s.  ;{H7 

OQ  =  o,  QR  =  z,  und  liciit  aiil  dein  Mcridiiiii  einer  Uohi- 
lionsfläche  um  die  Axo  2.  Hei  o  =  /-c -1-  <■  isl  die  l\ol;iti(»iis- 
(liit'ho  ein  Kegel. 

\Veiu\  :  eine  tiegehene  Funelion  von  0- ,  so  liej^t  II  Jinl' 
einer  (jcraden.  die  mit  OCl  [);iridiel  isl  \ind  z  in  einem  he- 
stinnnlen  Puncl  sehneidel.  Man  findet  eine  Selira  ul)enn;ic  he, 
deren  (lerade  die  Axe  z  normal  sehneiden.  Inshesonderc  hat 
man  z  =  aÜ^  für  die  AiciiinnMJeische  Sehranhendäehe,   also 

[z  =  ri  0- ^  o  =  b)   für  die  eylindrische  Schraubenlinie. 

{z  =  a'^,  Q  ==^  bz  +  c)  für  die  eonische  Schraubenlinie. 

z  =  ai)-  und  o  eine  gegel)ene  Function  von  -  für  andere 
Schraul)enlinien.  Chasles  Ap.  hislor.  nole  8.  Vergl.  unten  §.ö3. 
M.viiNis  Aufgaben  If  §.  97. 

7.  Wenn  den  Geraden  OF,  OQ,  OB  aid  der  um  das 
Cenlruuj  O  gelegten  Hülfskugel  (§.  iG,  1;  die  Punete  F',  Q',  E' 
entsprechen,  so  ist  durch  die  Bogen  F'Q'  =  d  und  Q'E'  =  /^ 
der  Punct  R'  eindeutig  bestimmt;  daher  sind  1^,  rj  recht- 
winkelige sphärische  Coordinaten  des  Kugelpunctes 
R'.  Wenn  z.  B.  der  Hauptkreis  P'Q'  der  Horizont  der  Himmels- 
kugel, P'  der  Südpunct  ist,  so  ist  der  Bogen  F'Q'  das  Azimuth. 
Q'R'  die  Höhe  des  Punctes  R'  der  Hinunelskugel ,  und  das 
Complement  der  Höhe  die  Zenithdislanz  des  R'.  Wenn  der 
Hauptkreis  F'Q'  der  Aetjuator  der  Hinunelskugel  und  F'  der 
Frühlings])unct,  so  ist  der  Bogen  FQ'  die  llectascension.  Q'R' 
die  Declination  des  Punctes  E'.  Wenn  dvv  llauptkreis  F'Q' 
die  Ecliptik  und  F'  der  Frühlings[)unct,  so  ist  der  Bogen  F'Q' 
die  Länge,   Q'R'  die  Breite  des  Punctes  R'. 

Ebenso  wird  durch  den  Winkel  ff,  welchen  mit  dem  llaupt- 
kreis der  Punete  P',  Q'  der  Hauptkreis  der  Punete  F'.  R' 
bildet,  und  durch  den  Bogen  des  letztern  P'R'  =  y  (^^'r  Punct 
R'  eindeutig  bestimmt,  so  dass  cp,  x  polin'e  sphärische 
Coordinaten   des  Kugelpunctes  R'  sind. 

Functionen  des  Kugelpunctes  0-  i^  oder  (p  x  Functionen 
der  Variablen  0-,  /;  oder  (f,  x)  sind  es,  welche  von  G.vuss  1828 
»KugelfunctioneuK  genannt  wurden.    Werke  6  p.  ()48.  5  p.  630. 
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8.  Mit  Hülfe  des  Kugelpmicles  R'  wird  der  Puncl  R[x\y'z) 
gefunden,  indem  man  auf  der  Geraden,  von  welcher  OR'  eine 
positive  Strecke  ist,  den  Vector  OR  =  r  abschneidel.  Daher 
ist  der  Punct  R  durch  seine  polaren  Coordinaten  ^,  ry,  r  oder 
q>i  yt,  r  eindeutig  bestimmt.  Diese  Coordinaten  werden  auch 
Kugelcoordinaten  des  Punctes  genannt. 

In  dem  einen  Fall  hat  die  Strecke  OR  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  OQ  =  rcos»;  und  dR  =  rsinjy,  die  Strecke  OQ, 
hat  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  OP  =  OQ  cos^  und 
PQ  =  OQsin^,  also  ist 

X  ==  r  CO?,  rj  CO?,  d- ,       y  =  r  cos  j?  sin  5-,       z  =  rsinr/ 

In  dem  andern  Fall  hat  OR  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
OP  =  rcos/  und  PR  =  rsinx,  die  Strecke  PR  hat  die  rechl- 
%\inkeligen  Coordinaten  PQ  =  PR  cos  ff  und  Q.R  =  PR  sinr/), 
also  ist 

X  ==  r  cos/ ,    y  =  rsin^cos^,     z  =  r  sin/ sin  ^ 

Durch  diese  von  Euler  u.  A.  gebrauchten  Substitutionen  wird 
eine  Function  der  x  ^  y  ^  z  in  eine  Function  der  &,  yj^  r  oder 
der  (jf),  ;f,  r  transformirt. 

Bei  gegebenem  ^  liegt  der  Punct  R  auf  einer  Ebene  der  z, 
bei  gegebenem  rj  auf  einem  Rotationskegel  der  Axe  z,  bei  ge- 
gebenem r  auf  einer  Kugel  um  das  Centrum  O:  der  Puncl 
d-\rj\r  ist  ein  gemeinschaftlicher  Punct  von  3  Flächen,  die  ein- 
ander paarweise  normal  schneiden.  Und  l>ei  gegebenem  cp  liegt 
R  auf  einer  Ebene  der  x,  bei  gegebenem  %  auf  einem  Rota- 
tionskegel der  Axe  x,  bei  gegebenem  r  auf  einer  Kugel  um  das 
Cenlrum  0:  der  Punct  cp\yi\r  ist  ein  gemeinschaftlicher  Puncl 
von  3  Flächen,  die  einander  paarweise  normal  schneiden.  Die 
til>rigen  gemeinschaftlichen  Puncte  der  3  Flächen  haben  andre 
Coordinaten. 

Man  erhält  l)esonderc  Flächen  entsprechend  einer  Gleichung 
zwischen  ^  und  »;,  zwischen  (p  und  x?  ii-  s.  w. 

9.  Ueberhaupl  können  die  Werthe  p,  5,  r,  welche  3  ge- 
gebene Functionen  der  x,  y,  z  in  dem  Punct  R[xy'z)  haben, 
als  Coordinaten  dieses  Punctes  gebraucht  werden.    Bei  gegebenen 
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p,  (7,  ?•  liegt  R  iiiil"  :}  l)esliinmlen  Flächen  (§.  44,  3),  welche 
alle  den  i'uncl  A',  und  paarweise  je  eine  Linie  gemein  haben. 
Daher  sind  die  Werihe  /?,</,/•  von  :{  gegebenen  Functionen 
eines  Punctes  l)raucld)are  Coordinaten  dieses  Punctes,  insoweit 
die  Mehrdeutigkeit  des  Punctes  p  q  r  sich  ausschliessen  hisst. 
Solche  Coordinaten  eines  Punctes,  die  krummlinig  von  Lam£  18UJ 
genannt  wurden,  empfehlen  sich  besondei's,  wenn  je  3  Flächen, 
welche  einen  Punct  bestimmen,  orlhotoniisch  (orthogonal) 
sind,  d.  h.   einander  paarweise  normal  schneiden. 

Orlhotomische  Flächenserien  sind  von  Dl  rix  1813  Dcvel. 
p.  236  fl".  bemerkt  worden.  Die  krunmilinigen  Coordinaten  eines 
Punctes,  welche  zuerst  benutzt  worden  sind,  waren  die  auf 
Dii'i.n's  Betrachtungen  gegründeten  elliptischen  Coordinaten 
(§.  24,  6).  Vergl.  Lam^  1834  im  Journ.  de  l'Ec.  polyl.  Cah.  23 
und  dessen  Lecons  sur  les  coord.  curvilignes  '1859. 

Ebenso  dienen  die  Werthe  von  4  gegebenen  Functionen 
eines  Punctes  als  homogene  Coordinaten  desselben.  Vergl. 
unten  §.  52. 


Capitel  IX. 
Die  Gerade  und  die  Ebene. 


§,  48.    System  ron  Oleichuiigeii  der  (xeradeii. 

1.  Wenn  der  Punct  P[x'y  z)  auf  der  Geraden  liegt, 
welche  die  gegebenen  Puncle  I\[x^  y^z^)  und  -P2(^2l3'2 1*2) 
enthält,  so  sind  die  Strecken  P,P  und  Pj  P.,   parallel,  und  man 

hat   (§.  45,  2) 

X  —  Xi  :  y  —  iji  :  z  —  Zi    =   Xo  —  Xi  :  y^  —  i/i  :  Z2  —  z^ 

ein  System  von  linearen  Gleichungen  für  die  Gerade 
der  '2  Puncte.  Jedem  x  entspricht  ein  bestimmtes  y  und  ein 
bestimmtes  c,  also  ein  liestimmter  Punct  der  Geraden. 

Wenn  der  Punct  P  die  Strecke  P^Pi  nach  dem  Verhältniss 
l  theilt,  so  liegt  er  auf  der  Geraden  P^P^i  und  man  hat 
für  ihn 

_   Xi  —  Xx-2  _   v/i  — Ay.j  ^   Zi  —  Xz2 

^   ~       1  — A  ^   ~      1  — A  "  \  —  l 

Die  Goordinaten  sind  gebrochne  Functionen  des  Parameters  l. 
Ihre  Zähler  sind  lineare  Functionen  von  Ä,  wie  der  gemein- 
schaftliche Nenner  1  —  k.  Vermöge  des  Systems  der  3  Glei- 
chungen werden  alle  Puncte  der  Geraden  entsprechend  allen  1 
gefunden,  Pj  bei  A  =  0,  P^  bei  /  =  oc  ,  der  unendlichferne 
Punct  bei  k  =  1,  u.  s.  w.  Nach  Elimination  von  A  l)leiben 
i  lineare  Gleichungen  für  x.  y.  z. 

•3.  Wenn  die  Strecke  P^P  mit  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  ist,  so  haben  ihre  Goordinaten  eine  gegebene  Proportion 


§.  48.    S>stcm  von  nicirliutijien  der  Gerailcn.  :iOI 

f  :  g  :  h.  Dann  sind  /,  ^,  h  homogene  Goordinalen  einer 
Uichlunii   (i^.  45,  2).   und 

ein  System  von  Glcioliunizen  der  Geraden  s,  welche  einen  ue- 
!2el)enen  Puncl  o-,  y,  z^  und  eine  i:eiiel)ene  Richlunii  /  g  h  hat, 
Nvo  /,  ^,  h  nicht  alle  null  sind. 

Die  Zahlen  /,  g^  h  sind  die  Goordinalen  einer  Strecke  AB. 
deren  (ierade  iiiil    di-r  (ici'aden   s  pai'allel   ist,   so  dass    (§.  45,  8) 

AB-  =   f^  +  g-  +  /<-  +  Igh  cosijz  +  2hf  (•o<,zx  +  'Ify  cosx^ 
AB  cosxs  =  f  vosxx  +  g  coScC//  +  h  coazx 

u.  s,  \\ .  Wenn  nun  AB  =  q  gesetzt  wird,  mithin  o  eine  der 
beiden  Quadratwurzeln  von /^  4-  .  . ,  so  ist  die  positive  Rich- 
tung von  i-  festgesetzt,  also  cosxs,  cosgs,  coszs  eindeutig  be- 
stimmt. 

o.     Aus  dem  System  (2)   folgt 

Jig  —  gz  =  hgi  —  gzi  =  —  F 
fz  —  hx  =  fZf  —  hxj  =  —  G 
gx  —  fij   =  gx^  —  fy^    =   —H 

wo  F.  G,  II  durch  den  gegebenen  Punct  und  die  gegebene 
Richtung  der  Geraden  s  bestimmt  sind,  aber  nicht  unabhängig 
von  einander,  sondern   durch  die  Gleichung 

fF  +  gG  +  hll  =  0 

verbunden.     Setzt  man  nun 

p  =  F  +  hg  —  gz 
q  =  —hx  +  G  +  fz 
r   =  gx      —fg  +  H 

SO  ist   bei  allen  a,\  y,  z 

]jx  +  qg  +  fz  =   Fx  +  Gl/  +  Hz 
fp  +  gi  +  hr   =   fF  +  gG  +  hH  =   0 
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Demnach   liegt   der  Fimcl   x\y\z  nvif  einer  bestimmten  Geraden 
der  Richtung /|^|A  7Aitolge  des  Systems 

oder  zufolge  des  erweiterten  Systems 

^;  =  ü,     5^  =   0,     f  =  (t,    fF  +  gd  +  hll  =  0 

Vergl.  die  §.  45,  1   citirte  Abhandlung. 

\\enn  man  die  Gerade  durch  Ebenen,  die  der  Reihe  nach 
mit  den  Geraden  x,  y,  z  parallel  sind,  auf  die  coordinirten 
Ebenen  projicirt,  so  erhält  man  für  die  coordinirlen  Projectio- 
nen  der  Geraden  die  Systeme 

{x  =  0,  2^  =  0),     (?/  =  {),  q  =  0),     {z  =  0,  r  =  0) 

Die  Gerade  hat  auf  den  coordinirten  Ebenen  die  Puncte 


(a:  =  0,  g  =  0,  r  =  Ü)     d.  i.     0 


H\  —  G 

f  I     f 


rr  I       I    El 

(r  =  ü,    //  =  0,  w  =  0)     d.  i.     0    — 

ff     '     l  ff 

h  I     h 


{q  =  0,p  =  0,    z  =  0)     d.i.     -^\-f^\o 


4.  Das  System  von  Gleichungen  (p  =^  0 ,  q  =  0)  der 
Geraden  hat  4  von  einander  unabhängige  Coefficienten  z.  B. 
wenn  h  nicht  null, 

L         ^         ^         ^ 
h  '        h  '        h  '        Ji 

durch  welche  das  System  bestimmt  ist:  die  Gerade  hat  4 
Coordinaten,  wie  die  Kugel  §.  45,  7,  also  5  homogene  Coor- 
dinaten  /,  g,  h,  F,  G,  oder  auch  6  homogene  Coordinaten/,  /y,  ä, 
F,  G,  H,  die  durch  die  Gleichung  fF+  gG  +  hH  =  0  ver- 
bunden sind.  Die  Gerade  als  ein  durch  Coordinaten  bestinnntes 
Raumelement  wurde  eingeführt  von  Pllcker  Philos.  Trans.  1865 
p.  725  (Liouville  .lournal  1866  p.  337).  Neue  Geometrie  des 
Raumes  1868  und  69,  Vergl.  Fikdler-Salmon  Raumgeom.  1874, 
I  p.  63. 
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Die  (Jei'adcii  des  Uiiiinies  Itilden  eine  Qiiadnipelserie.  Wenn 
die  Gerade  einen  gegebenen  Puncl  enlluill,  so  sind  iiire  Coor- 
dinalen  diireh  2  Gleiehungen  verbunden,  und  2  derselben  frei. 
Wenn  die  Gerade  eine  gegebene  Linie  schneidet,  so  sind  ihre 
Coordinalen  durch  eine  Gleichung  verbunden  (§.  ti,  ö),  und 
3  derselben  frei.  Wenn  r/),  x»  4>j  ^'^  Functionen  der  (ieraden 
sind  d.  h.  ihrer  Goordinaten ,  so  genügt  der  Gleichung  r/  =  0 
eine  Tripclserie  von  Geraden  (ein  Gomplex  bei  PlCcker), 
linear,  (|uadralisch,  u.  s.  w.  Dein  irreducibeln  System  {fp  =  0, 
X  =  0)  genügt  eine  Doppelserie  von  (ieraden  'eine  Gongruenz 
bei  Plickkh)  ,  die  gemeinschaftlichen  Geraden  von  2  Gomplexen. 
Dem  System  (y  =  0,x  =  0,i/^=0)  genügt  eine  Serie  von 
Geraden,  die  Geraden  einer  Uegelfläche.  Dem  System  {q)  =  0, 
X  ==  0,  1^  =  0,  w  =  0)  genügt  eine  bestimmte  Gerade,  eine 
Gruppe  von  (ieraden   (Polygramm). 

Der  Name  RegeUlächc  (surface  reglee,  ruled,  geradlinig] 
rührt  von  Monge  her.  Applications  1795  §.  V.  Doppelserien 
von  Geraden  waren  unter  dem  Namen  Strahlensysteme  von 
Malls,  Dupin,  Hamilton  1831  (Irish  Acad.  t.  16;,  besonders  von 
Kummer  1859  Grelle  J.  57  p.  189,  Berl.  Monatsbericht  180i. 
und  (35,  Abh.  d.  Berl.  Acad.  I86(j,  und  Möbils  Leipz.  Berichte 
1862  untersucht  worden. 

5.  Es  giebt  eine  Serie  von  Puncten  einer  Linie,  eine 
Doppelserie  von  Puncten  einer  Fläche.  Daher  bilden  die  Cxe- 
raden  eines  Punctes  eine  Doppelserie  entsprechend  den  Puncten 
einer  Fläche.  Die  Geraden  eines  Punctes,  welche  eine  Fläche 
berühren,  bilden  eine  Serie  (Kegel,  Ebene).  Es  giebt  also  eine 
Tripelserie  von  Geraden,  welche  eine  Linie  schneiden,  oder 
eine  Fläche  berühren. 

Eine  Doppelserie  bilden  lerner  die  Normalen  einer  Fläche 
oder  einer  Linie;  die  Geraden,  welche  2  Linien  schneiden;  die 
Chorden  einer  Linie;  die  Geraden,  welche  eine  Linie  schneiden 
und  eine  Fläche  berühren;  die  (ieraden,  welche  2  Flächen  be- 
rühren;  die  Geraden,  welche  eine  Fläche  2^mal  berühren; 

0.  Es  giebt  eine  Serie  von  Geraden,  welche  3  Linien 
schneiden.     Denn  jeder  Punct   der   ersten  Linie  enthält  je  eine 
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Serie  von  Geraden ,  welche  die  zweite  und  die  dritte  Linie 
projieiren;  diese  l)eidcn  Serien  (Kegel)  haben  eine  heslimmte 
Gerade  gemein,  welche  die  3  Linien  schneidet.  Die  Geraden, 
welche  die  3  Linien  schneiden,  erfüllen  eine  Regelfläche.  In 
der  That,  wenn  die  Gerade  eine  gegebene  Linie  schneidet,  so 
giebl  es  eine  Gleichung  ,  welche  die  Coordinaten  der  Geraden 
verbindet.  Also  bleibt  nur  eine  Goordinale  der  Geraden  frei; 
wenn  man  dieselbe  aus  dem  System  der  Geraden  eliminirl,  so 
erhält  man  die  Gleichung  filr  einen    Punct  der  Regelfläche. 

Die  Geraden,  welche  3  gegebene  Gerade  schneiden,  liegen 
auf  einem  »hyperbolischen  Hyperboloid«.  Wenn  eine  der  3 
Geraden  unendlichfern  ist,  so  liegen  die  Geraden,  welche  2  Ge- 
rade schneiden  und  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind, 
auf  einem  »hyperbolischen  Paraboloid«.  Stereom.  §.  1,  8.  Wenn 
überhaupt  von  den  3  Linien,  welche  eine  Regelfläche  bestimmen, 
eine  unendlichfern  ist,  so  sind  die  Geraden  der  Regelfläche  mit 
den  Geraden  einer  Ebene  oder  eines  Kegels  parallel,  und  die 
Regelfläche  wird  in  der  descriptiven  Geometrie  (Stereotomie) 
ein  Conoid  genannt,  entgegen  dem  altern  Wortgebrauch.  Vergl. 
unten  §.  53,  1. 

7.  Zwei  Gerade  haben  nicht  unbedingt  einen  Punct  ge- 
mein  (§.  44,  5),    Man  setze 


II  =  a  +  ax  —  y 
V   ^  b  +  Sx  —  z 


so   ist  bei  allen  a-,   y,   z 


«1  ^   a^  +  OxX  —  y 
Vi  =   bi  +  ßix  —  z 


M,  —  u  =   ö]  —  «  +  («1  —  a)x 
Vi  —  V    =  bi  —  b  +  {ßi  —  ß)x 

I*,  —  u  —  («,  —  rt)     «1  —  a 

Vi-V-{bi-b)       ßi-ß 


=  ü 


Unter  der  Redingung 


=    0     d.  i. 


a  «  1  0 

b  ß  0  l 

rtj  «1  1  0 

b,  ßi  0  1 


=    0 
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Iwit   iiuiM   (lornii;i(-li 

'  =0 

SO  (lass  M,  r,  ZA, ,  V,  durch  eine  Gleichung  verbuiiden  sind,  und 
d.iss  die  beiden  Fhichen  (Ebenen) 

*  1   =   0      'ind  ,    =   0 

I  «      (9i  -  /?  I  \  Vi      ßi—ß  \ 

coniiiiiireii.  Auf  (Um-  ersleii  l'liiche  lieiit  (he  Gerade  [u  =  0, 
V  =  0)  nach  §.  i'i,  2:  aul  der  andern  Fläche  liegt  die  Ge- 
rade («,  =  0,  t'i  =  0).  Also  liegen  unter  der  angegebenen 
Bedingung  die  l)eiden  Geraden  auf  der  Flache 


u     «1  —  a 
V      ß,-ß 


=    0 


und   haben  den  Punct    [u  ^  0,   f  =   0,   m,  =  0)    gemein   d.  i. 

(cfi  —  a)x   =   — (tti  —  «) 

«     Ol   I  I  6     ttj  —  a  \ 

(«1  — ß)i/  =  !  («1  —  «)^  =  i  . 

a     «1  I  \  ß     tti  —  ß  1 

Setzt  man  oben  (3)  Pi  =  F^-{- Ii^y  — g^^z.  u.  s.  \v.,  so  ist 
unbedingt 

f\P  +  9\<l  +  ^h  ■>•  +  flh  +  yii  +  hi\ 
=   nF  +  gx  ^'  +  /«i  i/  4-  /-i^^  +  y  6^1  4-  A//i 

mithin  /,  F  -i-  .  .  ^  0,  wenn  die  Geraden   (p  =  0.  </  =  0 .  .  .) 
und   (^j  =  0,  5,  =  0 ,  .  .)   einen  Punct  gemein  ha])en. 

8.  Wenn  die  Coordinaten  «,  c<,  6,  ß  der  Geraden  y  =  0. 
r  ^  0)  gegebene  Functionen  des  Parameters  t  sind,  so  ent- 
sprechen allen  Werthen  des  Parameters  alle  Geraden  einer  Serie, 
welche  eine  Regelfliiche  erfüllen,  .lede  Gerade  der  Serie  wird 
von  den  andern  im  Allgemeinen  nicht  geschnitten  (7  .  Die  (Ge- 
rade (m  ^  0,  V  =  0)  des  Parameters  t  wird  jedoch  von  der 
Geraden  (?/,  =  0.  r,  =  0)  des  Parameters  t^  geschnitten  unter 
der  Bedingung 

!  Ol  —  a     a,  —  a 


h-b     ß, 


=    0 


/^ 
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ins]>esondere    bei    verschwindender    Differenz    i,  —  t    unter    der 
Bedingung 

•1  da     da 
I  dh     dß 


=    0 


in  dem  Punct 

xdn   =  — da,      yd<x   =   ada  —  ada,       zda  =   hda  —  ßdh 

Wenn  demnach  die  gegebenen  Functionen  a,  a,  b,  ß  der 
Gleichung  dadß  =  db  da  genügen,  so  wird  jede  Gerade  der 
Serie  von  der  in  verschwindender  Distanz  folgenden  Geraden 
geschnitten:  die  Schniltpuncte  liegen  auf  einer  Linie,  welche 
der  Regellläche  angehört,  und  deren  Tangenten  die  Geraden  der 
Serie  sind. 

In  diesem  Fall  hat  die  Regellläche  die  Eigenschaft,  dass 
sie,  als  starr  vorausgesetzt,  n)it  einer  biegsamen  FLbene  ohne 
Ausdehnungen  und  ohne  Verdichtungen  der  letztern  (ohne  Risse 
und  ohne  Falten)  bedeckt  werden  kann:  oder  dass  sie,  als  bieg- 
sam vorausgesetzt,  ohne  Ausdehnungen  und  ohne  Verdichtungen 
auf  eine  starre  Ebene  ausgebreitet  werden  kann.  Diese  be- 
sondre Regellläche  heisst  deshalb  eine  Developpable  (in 
planum  explicabilis ,  surface  developj)able) .  Ihre  Geraden,  die 
Geraden  einer  besondern  Serie,  sind  die  Tangenten  einer  Linie, 
welche  die  arete  de  rebroussement ,  cuspidal  edge,  Rückkehr- 
kante der  Developpablen  genannt  worden  ist,  obgleich  Kante 
sonst  eine  Gerade  bedeutet. 

Wenn  die  Geraden  der  Regelfläche  einen  Punct  gemein 
haben,  so  ist  sie  eine  Developpable,  ein  Kegel  oder  Cylinder; 
ihre  Rückkehrkante  ist  auf  einen  Punct  reducirt.  Dass  es 
andre  Developpable  giebt,  und  zwar  unter  der  angezeigten  Be- 
dingung, wurde  von  Iuler  1771  entdeckt.  Nov.  Comm.  Petrop. 
t.  16:  De  solidis,  quorum  superliciem  in  planum  explicare  licet. 
Vergl,  Monge  Mem.  pres.  1780  t.  9  und  10,  von  dem  die  obigen 
Benennungen  herrühren,  sowie  das  Criterium  dafür,  dass  eine 
durch  ihre  Gleichung  gegebene  Flüche  eine  Developpable  ist. 
In  den  angeführten  Memoiren  wird  von  Monge,  Meusnier,  Tinseau 
die  Regellläche,  wenn  sie  nicht  zur  Species  der  Developpablen 
gehört,  eine  surface  gauche  (skew.  gobba ,  windschief)  ge- 
nannt. 
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Die  Geraden  «,  b,  c  einer  Ke|ielÜäelie  hahen  auf  den  yc- 
ineinschafliiehen  Normalen  der  a  und  b.  der  b  und  c  die  Di- 
stanzen AA',  BB'.  Bei  verschwindenden  Distanzen  sind  A^  B 
bestimmte  I'uncte  der  Geraden  n,  b.  Dieselben  liegen  auf  einer 
von  den  Normalen  AA' ,  BB'  berührten  Linie,  auf  der  von 
MoNGK  so  genannten  Strictionslinie  der  Regel  fläche.  An- 
statt dieser  Linie  erscheint  auf  einer  Developpablen  die  Kiick- 
keiiilinie  derselben,  deren  Tangenten  die  Developpal)le  erfüllen. 


§.  49.    Die  Gleichung  der  Ebene. 

1.  Die  Geraden  eines  gegebenen  Punctes,  welche  eine  ge- 
gebene Gerade  schneiden,  erfüllen  die  einfachste  Regelfläche, 
eine  Kbene.  Der  gegebene  Punct  sei  x^  y^  z^^  ein  Puncl  dei' 
gegebenen  Geraden  [p  =  0,  5  =  0,..  §.  18,  3)  sei  x.2 !  ^2  ~-n 
ein  Punct  der  Geraden  12,  mithin  ein  Punct  der  Ebene  sei 
X  y  z.     Dann  ist 

X  —  Xi_  :  y  —  yy  :  z  —  zy  =  X2  —  x^:  y2~  yi  :  ^2  —  -t 
F  4-  hy,  —  fjZ2   =   0     d.  i.     o  +  h  [y-,  —  y{)  —  g{z.y  —  z^)   =   0 

wo  a  =  F  +  hy^  — ^2j,  der  Werlh,  welchen  p  in  dem  Punct  1 
hat,  u.  s.  w.     Aus  dem  System 

a  +  h{y2  —  yi)  —  g{z2  —  zi)  =  0 

—  7i(x2  —  Xi)  +  b  +f{^2  —  ^i)  =  0 

9{x2  —  Xy)—f{y2  —  yO  +c  =0 

folgt  a  [x.^  —  X])  +  b  [y.^  —  Vx)  -^  ^{^-i  —  ^\)  =  0?   »Iso 
a{x  —  Xi)  +  h{y  —  yi)  +  c{z  —  Zi)    =  0 

für  den  Punct  x  y  z  der  Ebene.  Wenn  demnach  eine  lineare 
Form  der  x  —  a,-^ ,  y  —  y^,  z  —  z^  null  ist ,  so  liegt  der  Punct 
X  y\z  auf  einer  Ebene  des  Punctes  a-j  j/j'^, .     Und  wenn 

u  =  ax  +  hy  +  cz  +  d 

eine  lineare  Function  der  x,  y,  z,  so  ist  die  Gleichung  ersten 
Grades  u  =  0  die  Gieicliung  (des  Punctes  x  y  z]  einer  Ebene. 


398  Cap.  IX.    Die   Gerade  und  die  ^^bene. 

'3.  Die  Gerade,  welche  2  Puncle  der  Ebene  enlhiill,  liegt 
auf  der  El)enc.  Dieser  unabänderlichen  Voraussetzung  der  Geo- 
metrie (dem  Axiom  von  der  Ebene,  Planim.  §.  1,  4)  genitgl  die 
Gleichung  der  Ebene  k  =  0.  Wenn  u  in  den  Punclen  I,  2  die 
Werthe  u^  =  ax^  -«-••,  u,  =  ax.^  +  .  .  hat,  und  wenn  der 
Punct  x\i/\z  auf  der  Geraden  12  Hegt,  so  ist  (auf  Grund  des 
Axioms  nach  §.  45.  2) 

_  Xj  —  Ixi  _  yx  —  y-y-i  ^  ~i  — ^'^2 

^   ~      1  — A  ^  1— A  1  — A 


u 


1  — A 


Unter  der  Voraussetzung,  das  1,  2  Puncto  der  Ebene  i«  =  0 
sind,  hat  man  Mj  =  0,  i^  ==  0,  also  u  =  0  d.  h.  x,y\z  ist  ein 
Puncl  dersellien  Ebene. 

3.  Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  coordinirten  Ge- 
raden X,  y^  z  in  A,  B,  C  schneidet,  wird  unmittelbar  wie 
folgt  erhalten.  S.  die  §.  45,  1  citirte  Abhandlung.  Der  Puncl 
R  der  Ebene  ABG  habe  die  Coordinateu  OP  =  a',  PCL  =  »/, 
QE  =  z.  Die  Gerade  BC  wird  von  der  Geraden  AR  in  S  so 
geschnitten,  dass  OP  :  OA  =  SR  :  SA  zwischen  den  par- 
allelen Ebenen  OBC  und  PQR.     Nun  ist 

OP  _  SR  __  BCR 

OA  ~  SÄ  ~   BGA 

u.  s.  w.,  folglich  durch  Addition  (§.  10,2) 

X        JL       ^  —  BCR  +  CAB  +  ÄBR  ^ 
Öä'^  OB'^ÖC~  ABC 

Setzt  man  OAr=  —d  :  a,  OB  =  —d  :  b, 
OC  =  —  d  :  c,  so  erhält  man  ax  +  by+cz-i-d=^  0. 

4.  Eine  Gerade  des  Nullpunctes  0  von  bestimmter  posi- 
tiver Richtung  wird  durch  n  bezeichnet ;  von  der  El)ene,  welche 
die  Gerade  n  in  N  normal  schneidet,  habe  der  Punct  P[x\y\z) 
die  Distanz  RP.  Dann  ist  ON  ■+■  RP  die  Normalprojection 
des  Vector  OP  auf  die  Gerade  n,  mithin   (§,  45,  6) 
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ON  +  RP  =   X  cosjrn  +  y  cosyn  +  z  coszn 
RP  =  X  cijsa;n  +  y  vo<>yn  +  z  coss'n  +  SO 

wo  NO  die  Distanz  des  NuUpunelcs  0  von  der  l-lhene  ist.    f)er 
Piinel  P  liegt  auf  der  Khene,  wenn  JiP  =  0.     Also  ist 

X  cosxn  +  y  cosyn  +  z  cof^zn  +  NO  =  0 

die  (Jleicluing  der  El)ene,  welche  in  dem  l'uncl  N  der  Geraden 
n  normal  zu  dieser  Geraden  gestellt  ist,   untl 

X  cosiCH  +  y  cos^n  +  z  coss«  +  N'O  =   0 

die  Gleichung  einer  parallelen  El)ene.     Vergl,  §.  29,  3. 


5.  Die  Ebene  x  cosxn  • 
congruirt  mit  der  Ebene  ax 
Bedinyungen 


y  cos 7/ 7t  +  z  cos 2?«  +  NO  ==  0 
-bi/-i-cz-i-d=  0    unter    den 


A2 

a 

b 

c 

a 

cosa^a: 

cosxy 

coszx 

b 

coHxy 

coi^yy 

cosyz 

c 

coszx 

cosyz 

coszz 

).  cosa;n  =  «,      P.  cos«/n  =  6,      A  coss»  =  c,      P.  .  NO  =  d 

Indem  man  in  der  Gleichung  (§.  45,  8),  durch  welche  cosxn, 
cosi/n,  cos^n  verbunden  sind,  deren  Werthe  substituirt,  er- 
hält man 


=  0 


zur  Berechnung  von  Z  aus  a,  6,  c.  Xach  §.  46,  8  und  13 
ist  A^sin-a:»/^  eine  ({uadratische  Form  der  asinyz,  6  sinzx, 
c  ■&\wxy  mit  den  Coeflicienlen  coscc'x',  cosx'y',  .  .,  d.  h.  a  sinyz, 
h  sinzx,  c'&ws.xy  sind  die  Coordinaten  einer  Planfigur  der  Ebene 
ax  -\-  hy  -^  cz  -\-  d  =  0  oder  einer  parallelen  Ebene.  Die 
Fläche  der  Planfigur  ist  Ä  sinxyz,  eine  der  beiden  Quadrat- 
wurzeln von  a^sin^j/^-t-  ...  Durch  das  Zeichen  der  Fläche 
sind  der  positive  Sinn  der  Ebene,  die  positive  Richtung  ihrer 
Normale  n,  also  coso:??,  cosyn,  coszn  bestimmt. 

In  der  That,  wenn  P{x^.y'z]  ein  Punct  der  Ebene,  so  ist 
das  Prisma,  dessen  Basis  auf  der  Ebene  liegt,  und  dessen 
Längenkante    OP  ist,    gleich    dem   Prisma   derselben   Basis  mit 
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der  Höhe  ON.  D;is  Prisma  der  Basis  a  ^\n yz\h  sin zx\c  sin xy 
und  der  Länuenkante  xy  z  hat  nacii  §.  46,  9  das  Volum 

{ax  +  hy  +  cz)  s\nxyz 

Das  andre  Prisma  hat  das  Volum 

).  s'mxyz  .  0 X  =   —  d  s'inx ijz 

Also  ist  ax-i-by-i-cz-i-d=^0.  w'w  oben. 

6.  Zufolge  der  Gleichungen  (5,  sind  a,  l ,  c  die  Normal- 
projeclionen  auf  x,  y,  z  von  einer  Strecke  der  Geraden  n. 
Durch  die  Proportion  derselben  wird  die  Proportion  der  Coor- 
dinaten  der  Strecke  bestimmt ,  die  Richtung  (§.  45 ,  9) ,  zu 
welcher  die  Ebene  ax  +  .  .  =  0  normal  gestellt  ist.  Ebenen, 
die  zu  derselben  Kichtung  normal  gestellt  sind,  sind  parallel, 
haben  ihre  unendlichfernen  Geraden  gemein,  haben  gleiche 
Stellung.  Also  sind  a,  b,  c  die  homogenen  Goordinaten 
einer  Stellung,  einer  uneudl ichfernen  Geraden,  welche  Ebe- 
nen gleicher  Stellung  gemein  haben.  Die  Stellung  a'blc  ist  die 
Stellung  der  El)ene  ax  -{-  by  -h  cz  -i-  d  =  0  und  der  Plan- 
figur a  sin yz   b  sinzx  \  c  sinxy. 

Wenn  u'  =  a'x  ■+■  b'y  +  c'z  -h  d\   und 

a  h  c     

a'  h'  c' 

gegeben  ist.  so  hat  man 

a  +  ka'  =   0  ,     b  +  hh'  =    \) ,     c  +  kc'  =0,     u  +  kii'  =   d  +  kd' 

Dabei  unterscheiden  sich  die  Functionen 

u ,      —  kn' ,      \{u  —  kii') 

nur  durch  die  constanten  Glieder 

d,      —kd',      i{d  —  kd') 

Folglich  haben  die  Ebenen  u  =  0,  u'  =0,  u  —  ku'  =  0  die- 
selbe Normale,  gleiche  Stellung.  Der  Nullpunct  O  hat  von 
diesen  Ebenen  die  Distanzen  iVO,  I^'O,  N"0^  so  dass   (4) 

A.iVO  =  d,     l.N'O  =    -kd',     X.N"0  =  i{d  —  kd') 
N"0  =   ii{NO  +  X'0) 


9 

h 

h     f 

f     9 

9' 

h' 

h'    f 

f    9' 

§.  49.    Dil-  r.Icichuni;  der  Kbcne.  10  I 

Also:  Bei  consljinlcni  u  -k-  ku  sind  (li(5  Ebenen  u  =  0.  u  =  0, 
u  —  ku'  =  0  parallel;  die  Scliiehl  der  beiden  ersten  wird  von 
der  drillen  Kbene  halbirl. 

7.  Die  Ebene  ax  -i-  by  +  cz  =  0  der  Stellung  a\bc  enl- 
hüll  den  Niülpuncl  0  und  den  Punel  F[x  y  z).  Wenn  der 
Vcclor  OP  die  liiehlung  f\g\h  hal,  d.  h.  x  :  y  :  z  =  f :  g  :  h^ 
so  isl 

af  +  hg  +  ch  =  0 

die  Bedingung,  unler  welcher  die  Richlung  f  g\h  in  der 
Stellung  a\b\c  enthalten,  eine  Gerade  jener  Richtung  mit 
einer  Ebene  dieser  Stellung  parallel  ist.  Wenn  auch  die 
Richtung  f'\g'\h'  in  der  Stellung  ab  c  enthalten  ist,  d.  h. 
af  -\-  bg'-\-  ch'  =  0,  so  ist 


a  :  b  :  c 


Durch  zwei  Richtungen  ist  eine  Stellung  lieslinuul. 

Die  Strecke  f\g\h  der  Geraden  n  sei  p,  eine  Quadrat- 
wurzel von  f'^  +  .  .  (§.  45,  8) ;  dann  ist  die  positive  Richlung 
der  Geraden  n  beslimnit,  und  man  hat 

ß  =  fcosx7t  +  g  cosyn  +  h  cos zn 

Q  cosxn  =  f  cosara;  +  .  .  ,       Q  cosyn  ==  f  cosxrj  +  .  . 

Q  COSSM   =   f  coszx  +  ,  . 

Wenn  nun  die  Richlung  f\g\h  normal  isl  zu  der  Stel- 
lung «Jjc,  so  ist  l  cosxn  =  a,  ...  folglich  sind  a,  b,  c  mit 
/,  g,  h  durch  das  System  verbunden 

y-«   =  f  cos XX  +  .  .  ,     y  ^   =  f  cosxy  +  .  .  ,     y  <^  =  f  <^oszx  +  .  . 

af  +  l>g  +  ch  =  Ap 

Bei  einem  rechtwinkeligen  Trieder  xyz  isl 

a  :  b  :  c  =  f  :  g  :  h 

die  Bedingung,  unter  welcher  die  Richtung  f\g\h  normal  isl 
zu  der  Stellung  a\b\  c. 

Baltzer,  anal.  Geom.  26 
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8.  Wenn  u  =^  ax  -\-  by  -i-  cz  -\-  d,  so  ist  m  ^  0  die 
Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  Geraden   (traces) 

{h  =  0,  a;  =  0),      («  =  0,  y  ==  0),      («  =  0,  z  =  0) 

auf  den  coordinirlen  Ebenen  enthalt,  und  die  Puncto 

(;<  =  0,  y  =  ü,  ^  =  0),       (?(  =  0,  0  =  0,  j:  =  0) 
(u  =  0,  X  =  0,  y  =  0) 

auf  den  coordinirlen  Geraden.  Die  El)ene  enthält  den  Punct 
^1 !  2/i  i  ^i  unter  der  Bedingung  ax\  -h  bJJ^  +  cz^  -\-  d  =  0, 
u.  s.  w. 

Wenn  rf  =  0,  so  enthält  die  Ebene  den  \ullpunct;  wenn 
a  =  0 ,  so  enthält  die  El)ene  den  unendlichfernen  Punct  der 
Geraden  x,  und  ist  mit  derselben  parallel;  wenn  a  =  0, 
6  =  0,  so  enthält  die  Ebene  die  unendlichfernen  Puncte  der 
Geraden  x^  y,  also  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene  xr)\ 
wenn  a  =  0,  &  =  0,  c  =  0,  so  sind  alle  Puncte  der  Ebene 
.unendlich fern,  die  Ebene  ist  die  unendlichferne  Ebene  des 
Raumes,  unabhängig  von  dem  Trieder  xxjz.  Stereom.  §.  1,  4. 
Z.  B.  bei  constantem  u  -f-  ku  ist  die  Ebene  «  -j-  Ä:t/  =  0  (6) 
unendlichfern.  Die  Ebene  hy  -\-  cz  -\-  d  =  ^  ist  mit  der  Ge- 
raden X  parallel.     U.  s.  w\ 

.Teder  Wahl  der  Coefficienten  a,  i,  c,  d  entspricht  eine  be- 
stimmte Ebene.  Da  die  Gleichung  der  Ebene  durch  die  Pro- 
portion ihrer  Coefficienten  bestimmt  ist,  so  ist  die  Ebene  ein 
durch  (3  freie)  4  homogene  Coordinaten  bestimmtes  Raumele- 
ment, wie  der  Punct.  Die  Ebene  ah  c\d  ist  diejenige,  deren 
Punct  x\y\z  der  Gleichung  ax  -\-  hy  -\-  cz  -^  d  =  0  genügt. 
Plucker   1830  Grelle  .1.  6  p.  107.  9  p.  124. 

9.  Es  giebt  eine  Tripelserie  von  Ebenen  entsprechend 
allen  Werthen  der  3  freien  Coordinaten  der  Ebene.  Wenn 
Z",  Z/,  M  Functionen  der  Ebene  (ihrer  3  freien  Coordinaten) 
oder  Formen  ihrer  homogenen  Coordinaten  a,  6,  c,  d  sind,  so 
genügt  der  Gleichung  A'  =  0  eine  Doppelserie  von  Ebenen. 
Diese  Ebenen  berühren  eine  Fläche,  die  Enveloppe  der  Doppel- 
serie.    Wenn    K  linear    ist,    z.  B.    ax^-\-  hy^  -h  cz,  -j-  d^,  ,    so 


§.  49.    Die  Gleichung  der  Ebene.  403 

genüiien  der  Gleirliunü  K  =  0  ;ille  EI)eiK'ii,  Nvelclu'  den  I'iiin-l 
a:,  :  t^.y^  ■  t^z^  :  t^  enthailen.  Als  Enveloppe  der  iJoppel- 
serie  erscheint  dieser  Puncl,  daher  heisst  A'  =  0  die  (1 1  ei- 
ch ung  des  Puiicles  (der  Ebenen  des  Punetes).    Vergl.  §.  28,  2. 

Dem  System  (Ä"  ==  0,  L  =  0)  genügt  eine  Serie  von 
Ebenen,  Dieselben  sind  die  gemeinschaftlichen  Ebenen  von 
2  Doppelsorien,  und  l)erühren  2  bestimmte  Flächen.  Jede  Ebene 
der  Serie  hat  mit  der  in  verschwindender  Distanz  folgenden 
Ebene  eine  bestimmte  (ierade  gemein:  die  Geraden  erfüllen 
eine  Developpablc,  und  berühren  eine  Linie,  die  lUlckkehrkanle 
der  Developpablen   (§.  48,  8.    S.  unten  §.  54,  II). 

Wenn  K  \uid  L  linear  sind,  so  enthalten  die  Ebenen  der 
Serie  (A  =  0,  Z  =  0)  die  l'uncte  A  ==  0,  L  ==  0,  mithin 
die  Gerade  der  beiden  Puncte.  Als  Rückkehrkanle  erscheint 
diese  Gerade,  daher  ist  (/i  =  0,  L  =  0;  ein  System  von 
Gleichungen  der  Geraden  d.  i.  der  Ebenen  der  (jleraden. 
Aus  dem  System 

(«a;.  +  ftv/i  +  C0,  +  dt^   =   0,    ax-i  +  hy2  +  CZ2  +  dU   =  0) 

folgt  das  System  von  3  Gleichungen  (Functen) 

[xt)d  +  {xi/)h  —  {zx)c  =   0 

-{x!/)a  +  {ijt)d    +  {yz)c    =   0 

{zx)a  —  {yz)h  +  {zt)d    =  (i 

dessen  Coefficienlen  [xt)  =  x^t.y  —  x.^t^.  u.  s.  w,  durch  die  Glei- 
chung 

[yz){xt)  +  {zx){yt)  +  {xy){zt)   =  U 

verl)unden  sind.  Vergl.  §.  öO,  I.  Die  Coefhcienten  des  Systems 
der  drei  Puucte  sind  homogene  Coordinaten  der  Geraden 
(§.  48,  3  und  4) ,  auf  d er  d i e  P u n c  t  e  cc,  j  i/j  1 2 J  ij  und  x^  y^z-i  U 
liegen. 

Dem  System  (/v  =  0,  L  =  0,  ^1/  =  0)  genügt  eine  l)e- 
stimmte  Ebene,  eine  Gruppe  von  Ebenen,  ein  Polyeder. 

10.  Wenn  die  Ebene  o.  h\  c  d  d.  i.  ax  -^  by  -k-  vz  -^  d  ^  0 
den  Punct  1  enthält,  dessen  Coordinaten  a;, ,  y^^  z,  sind,  so 
hat  man  ax^-\-  by^-+-  c -,  +  d  =  0.   folglich 

a{x  —  Xi)  +  b(y  —  !/\)+c{z  —  Zi)   =   0 

26* 
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für  die  El)enc  des  Puncles  1 .  Dabei  l)leibl  die  Stellung  a  :  b  :  c 
unbeslimml :  es  giebl  eine  Doppelserie  von  Ebenen  eines 
Punetes. 

Wenn   die  Ebene  die  Puncle  1,  2  enthält,    so  hat  man  ein 
System  von  3  Gleichungen,  vermöge  deren  z.  B. 


=  0 


d.  i. 


ax    +  hy         z 

1 

axx  +  fc^/i       Z\ 

1 

axi  +  hy-i       z-i 

1 

a{x  —  xx)    +b{y- 

-m) 

a{xi  —  X2)  +  biyi- 

-2/2 

=   0 


für  die  Ebene  der  Puncte  1,  2.    Dabei  bleibt  a  :  b  unbcstinmit: 
es  giebt  eine  Serie  von  Ebenen  zweier  Puncle. 

Wenn   die  Ebene   die  Puncte  1,  2,  3   enthalt,   so   hat  man 
ein  System  von  4  Gleichungen,  also 


X 

y 

z 

Xi 

Vi 

^l 

X2 

!/2 

Zi 

X3 

2/3 

^3 

=   0 


In  der  That  ist  das  Tetraeder  der  Puncto  I,  2,  3,  x^y\z  null 
(§.  46,  10).  Durch  Entwickelung  der  Determinante  nach  der 
letzten  Colonne  erhält  man  die  Gleichung,  durch  welche  5  Puncle 
des  Raumes  verbunden  sind  (§.  46,  11),  nämlich  der  Nullpunct 
und  die  4  Puncte   1,  2,  3,  x\y\z. 

Wenn  die  Puncte  1,  2,  3  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist 
die  Ebene  derselben  unbestimmt.  In  der  That  ist  dann  die 
Determinante  unbedingt  null,  weil  nach  Subtraction  der  zweiten 
Zeile  von  der  dritten  und  vierten  Zeile  die  Elemente  der  bei- 
den letzten  Zeilen  dieselbe  Proportion  haben. 

Wenn  der  Punct  3  unendlichfern  ist  in  der  Richtung  /  </|ä, 
so  hat  man  af-\-b<j-\-  ch  =  0  (6)  als  vierte  Gleichung, 
foklich 


=  0 


X 

y 

z 

1 

Xi 

y\ 

Zl 

1 

X2 

2/2 

Zo 

1 

f 

9 

h 

0 

für  die  Ebene  der  Puncte  1,  2  und  der  Richtung /j^|Ä. 
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11.  Die  §.  48,  :i  bciraclitele  Gerade  (p  =  0,  ry  =  0)  liegt 
auf  der  Ei>enc  p  -^  Icq  =  0  l»oi  allen  k.  Wenn  p  -\-  kq  in 
dem  Punct  1  den  Wertli  f»,  -+■  kq^  hat,  .so  enlhiilt  die  Ebene 
p  ^  kq  =  Q  den  Puncl  1  unter  der  Bedint^ung  p,  +  kq^  =  0. 
Also  ist 

pq<  —P\1  =  0 

die  Ebene  der  Geraden  (p  =  0,   g  =  0)  und  desPnnctes  I. 
Da  unl)edingl   fp  -i-  gq  +  hr  =  0 ,    mithin    r    eine  lineare 
Form  der  ]»,  q^  .so  ist 

«p  +  ßq  +  yr  ^  0 

die  Gleichung  einer  die  Gerade   [p  =  0,  q  =^  0)   enthaltenden 
Ebene.     Ihre  Stellung 


ß    Y 
9     h 


h     f 


«    ß 
f     9 


enthält  die  Richtung/'  g'\h'  unter  der  Bedingung 

I  «    /?    y  I 

\f      9      Ä       =   0 

\  f     9      'M 

Nun   ist  ap  +  ßq  -i-  yr  ^  Q,  fp  -\-  yq  -\-  hr  =  0,   folglich 

fp  +  9'l  +  ^*''*  =  '^ 
oder,  ^venn   [gh]  =  gh' —  g'h,  u.  s.  w. 

{gh)x  +  {1if)!i  +  {f9)z  +  f'F  +  r/V;  +  7^'//  =   0 

die  Ebene   der  Geraden   (p  =  0,    ^  =  0)   und  der  Hich- 
tung  f'\g"\  h' . 

Wenn  ferner  p'  =  F'-{-  h'y  —  g'z,  u.  s.  w,,  so  ist 
-i9h)x  -  {hf)!/  -  {f9)2  +  fF'+gG'+  hW  =   0 

die  Ebene    der  Geraden    [p'  ^  0,   5'=  Oj    und   der  Richtung 
f\g  Ji.     Unter  der  Bedingung 

fF'+  gG'+  hH'+  f'F  +  g'G  +  h'H  =  0 
congruirt  diese  Ebene  mit  jener,  die  beiden  Geraden  liegen  auf 
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der  Ebene  f'p  -\-  g'q  -H  h'r  =  0,    und   haben    einen   Piinct  ge- 
mein.   Vergl.  §.  48,  7. 

Wenn  aber  p'  =  F'-\-  hy  —  gz^  n.  s.  w.,  so  sind  die  Ge- 
raden (/)  =  0,  q  =  0)  und  (/'' =  0,  q'  ^=  0)  parallel.  Die 
El>ene  p  -k-  aq  =  0  ist  die  Ebene  der  parallelen  Geraden, 
wenn  sie  mit  der  Ebene  p'-\-  ßq'  =  Q  eongruirt.  Dazu  ist  er- 
forderlieh,  dass 

ß  =   a     und     F  +  aG  =   /'''+  uG' 

Also  is( 

P        _         g 
F  —  F'  G—G' 

die  Ebene  der  parallelen  Geraden.     Weil  auch  fF'-\-gG' 
-t-  lill'  ^  0,  so  ist 

p  :  q  :  r  =  F  —  F'  :  G  —  G'  :  H—  H' 


§.  50.    Zwei  und  inelir  El)eiien. 

1,     Wenn    w,  n\  ..    lineare   Functionen   des   Puncles  x  y  z 
sind, 

II'   =  ax   +  bi/   +  cz  +  d 
n'  =   a'x  +  b'y  +  c'z  +  d' 

so    haben   die  Ebenen   u  =  0   und   «'  =  0   die  Linie   {u  =  0. 
u' =  0)  gemein.     Zufolge  dieses  Systems  ist 


0,    abgekürzt       o,     d  +  ly  +  es  =   0 


o      d  +  by  +  cz 
a'     d'+  b'y  +  c'z 

\  b,     ax  +  d  +  et  \    =  0 ,  c,     ax  +  by  +  d  =   i) 


oder  entwickelt,  wenn   [ad)  =  ad' —  a'd,   u.  s.  w 

{ad)      +  {ab)y  —  {ca)z    =   0 

—  {ab)x  +  {bd)     +  {bc)z   =   0 

,  {ca)x  —  {bc)y  +  (cd)      =   0 

Dabei  ist   {ad][bc)  ■+■  [bd)[ca)  +  {cd){ab) 

I  ad' —  a'd    a     a'  ' 
=    I  bd'  —  b'd     b     b'       =   0 
[cd' —  cd     c     c'   \ 
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Also  ist  die  ijiiic  [u  =  0,  u' =  0)  eine  (Jcrade,  und  (6c), 
(cö),  [ah),  {ad),  [bd),  [cd)  sind  homogene  Goordinalen 
der  Geraden  (§.  48,  3  und  4),  welcho  die  Ebenen  a  b  c\d 
und  a'\b'  c  d'  gemein  haben.  Ihre  HiehUing  (&c)  (ca)'(a6) 
ist  die  gemeinsciiarUichc  Hichlung  der  beiden  Stellungen  aj^jc 
und  a  \  b'\c'  (§.  49,  (5). 

Weim  die  beiden  Ebenen  gleielie  Slelliing  haben,   d.  h. 

a  h  c 

a'  h'  c 

so  sind  [bc],  (c«),  [ab]  null,  die  genieinschaftliehe  Uiclilimg 
der  parallelen  Ebenen  ist  unbestimmt.  Die  gemeinschaftliche 
Linie  («  =  0,  ?/'=0)  ist  die  unendlichferne  Gerade  der  Ebene 
?<  =^  0  und  der  parallelen  Ebene  //=  0.  Denn  sie  liegt  auf 
der  Ebene  k  +  ku'  =  0,  d.  i.  auf  der  unendlichfernen  Ebene 
(§.  49,  8),  weil  n  -i-  ku   =  d  +  kd'. 

3.  Drei  verschiedene  Ebenen  z<  =  0 ,  u'=  0,  u"  =  0 
haben  entweder  einen  Punct  gemein,  oder  eine  Richtung  (einen 
unendlichfernen  Punct),  oder  eine  Gerade,  oder  die  Stellung 
(ihre  unendlichferne  Gerade).    Das  System  giebt 

\  ax  +  d,  h,  c  ,    ^   0 ,     \   a,  by  +  d,  c  \    =   0 ,     j  a,  h,  cz  +  d      =0 
{ahc)x  +  {ähc)  =   0,     {ahc)xj  +  {ade)  =   ü,     {ahc)z  +  {ahd)   =   ü 

und  hat,  wenn  nicht  alle  Determinanten  3ten  Grades  null  sind, 
die  Eösung 

X  :  y  :  z  :  — 1    =    [dhc)  :  {ade)  :  {ahd)  :  {ahc) 

für  einen  bestimmten"  gemeinschaftlichen  Punct  der  Ebenen. 

Wenn  [ahc]  nicht  null,  so  ist  der  gemeinschaftliche  PuncI 
endlichfern.  Wenn  [abc]  =  0,  [dbc]  nicht  null,  so  ist  x  un- 
endlich, d  :  a-,  d'  :  x,  d"  :  x  verschwindend,  folglich  x,  i/ ,  z 
durch  das  System  bestimmt 

ax  +  hy  +  cz  ^0 
a'x  +  h'y  +  c'z  =  0 
a"x  4-  b"y  +  c"z  =   0 
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dessen  Detenninante  null  ist.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
eine  der  Subdeterminanten  2ten  Grades  z.  B.  [bc)  nicht  null 
ist,  ist  die  dritte  Gleichung  dieses  Systems  überflüssig,  und 
das  System  hat  die  Lösung 

X  :  y  :  z  =   {hc)  :  [ca)  :  [ah) 

für  den  gemeinschaftlichen  unendlichfernen  Puncl.  die  gemein- 
schaftliche RichtAing  der  3  Ebenen. 

Wenn  aber  alle  Determinanten  3len  Grades  null  sind,  und 
[he]   nicht  null,  so  ist  in  allen  Puncten 

I  u      h 


c 

b'     c' 
h"    c' 


=   0     d.  i. 


h'    c 

h"  c' 


u    + 


b'  c' 


u    =    0 


mithin  die  Gleichung  >i"  =  0  neben  dem  System  (m  =  0, 
u'  ==  0)  überflüssig.  Die  3  Ebenen  haben  die  Gerade  [u  =  0, 
u'  =  0)   gemein,  welche  endlichfern  ist  oder  unendlichfern. 


3,  Beispiel.  Es  sind  3  Gerade  gegeben;  eine  Ebene  der 
ersten  schneidet  die  zweite  in  dem  Punct  F,  die  dritte  in  dem 
Punct  G;  gesucht  wird  die  Mitte  //  der  Chorde  FG.  Die  erste 
Gerade  sei  2  (a;  =  0 ,  ?/  =  0 j,  die  zweite  sei  mit  y  parallel 
(a:  =  2a,  2  =  0),  die  dritte  sei  mit  x  parallel  (y  =  26, 
z  ==  2c).  Eine  Ebene  der  ersten  Geraden  x  ■+■  fj.y  =  0  ent- 
hält den  Punct  F 


{x  =  2«,  X  +  fj.y , 
und  den  Punct  G 


u)    d.  i.    2a 


—  2a  I 


0 


(a?4-//?/  =  0,  ,y  =  2i,  2-  =  2c)     d.i.     —2h^2h'lc 
Daher  hat  man  die  Mitte  x\y ^z  der  FG 
X  =   a  —  hu. 


y  =  — 


ß 


folglich  [x  —  a)[y  —  b]  =  ab.  Die  Mitten  alier  Chorden  FG 
liegen  auf  der  Ebene  z  ==  c  und  zwar  auf  der  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  die  Geraden  x  =  a  und  y  =  b  sind. 
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4.  Viel-  Ebenen  h;il)eii ,  wie  die  (ieradeii,  welelie  dnreh 
2  Paare  Hhenen  heslimnit  werden,  nicht  unbedingt  einen  l'unet 
gemein  (§.  48,  7).  Es  sei  Uj^  =  a^x  -^  b^y  ■+■  qz  +  d^.  Wenn 
die  Ebenen  ?<^  =  0 ,  «2  =  0,  «-,  =  0,  ?/^  :=:  0  ,  also  aucli  die 
Geraden  (w,  =  0,  u^  =  0)  und  (//.}  =  0,  u^  =  0)  den  Punct 
x\i/\z  gemein  hal)en.  so  ist 


{ab  c  d)  = 


«j  fo,  (?i  (Zi 

«2  ^2  C'i  Ai 

«3  '^3  ^3  <^3 

O4  ^4  <^4  ^4 


=     0 


also  eine  der  k  Gleieliungen  überflüssig.  Die  4  Ebenen  haben 
keinen  gemeinschartiichen  Pnnct,  wenn  die  Determinante  ihrer 
Goordinaten  nicht  null  ist.  Durch  Entwickehmg  nach  den  bei- 
den ersten  Zeilen  hat  man 

{ah  cd)   =   {h^C\){a^d^)  +  (c,  a,  )(fe3f?3)  +  («i&i  )(c3f?3) 
+  {(i\di){h^Ci)  +  (&ic.',)(c303)  +  {cydi){a.hi) 

ausgedrückt  durch  die  liomogenen  Coordinaten  (I)  der  beiden 
Geraden  (u,  =  0,  «2  ^^  ^)  ^"^^  ("3  =  0,  i'^  =  Oj.  Vergl. 
§.  48,  7  und  §.  49,  11. 

5.     In  allen  Puncten  ist 

{ah  cd)  =   {ahcu)   =   u^ö^  +  n-yö-i  +  n^ä^  +  ii^äi 

WO   d^   die   Adjuncte    des   Elements   d^   bedeutet.      Daher    sind 

(§.  49,  6) 

liidi  +  U2d\   =   U     und     «3(^3  +  '«3(^4    =    0 

die  parallelen  Ebenen,  von  denen  die  eine  die  Gerade  (w,  =0, 
?<2  =  0),  die  andre  die  Gerade  [u^  =  0,  «^  =  0;  enthiUt.  und 
deren  Schicht  von  der  Ebene 

?«1  61  +   Ui  Ö2  «3  <^3  Ui  (^4     ^     0 

halbirt  wird. 

In  der  That  ist 

u^S^  +  11262  =   A.r    +  By   +  Cz    +  D 
u^ö^  +  H^Si   =   A'x  +  B'ij  +  C'z  +  D' 
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A    = 


Ui  fc|  Ci  «1 

«2  '^2  Co  «2 

r^3  &3  C3  0 

«4  &J  c,  0 


A'  = 


Ol  öl  C|  0 

«2  ^2  ^^2  '> 

«3  &3  C3  03 

«j  &4  C4  «4 


u.  s,  w.,   folglich  ist 

y|  +  yl'  =0,     B  +  B'  =   0,      C  +  C"  =  U,     D  +  ])    =   {ahcd) 

Wenn  nun  der  Nullpunet  Ü  von  den  Ebenen  u^ö^-\-  u.jö^  =  0 
und  ^/gdg -J-  Uj^öj^  =  0  die  Distanzen  NO  und  i\"'0  hat,  und 
wenn   X  aus  den  Goefficienlen  A^  B,   C  berechnet  wird,  so  ist 

l.NO  =   D.      X.N'O  =  —D',      ).{NO  —  N'0)   =  D  +  If 
X  .NN'  =  [ahcd) 

für  die  Distanz  der  beiden  Ebenen  so  wie  der  auf  ihnen  lie- 
genden Geraden. 

Unter  der  Bedingung   [ahcd]  ==  0  ist  in  allen  Punclen 

UiÖi   +   U262    +    «3^3    +   «^4(54     =     0 

also  congruirt  u^6^  +  u.^d^-^  ^h^z  =  '^  "^it  "4^4  =  0,  und 
M,  ()ij+  «2(^2  =  0  mit  u.^d.^-\-  11^  ö^  =  0;  der  Punct  (uj  =  0, 
u.^  =  0,  "3  =  0)  liegt  auf  der  Ebene  u^  =  0;  die  Gerade 
(jij  =  0,  i<2  =  0)  liegt  auf  der  Ebene  n^d^-i-  u.^ö^  =  0, 
welche  die  Gerade   («3  =0,  w^  =  0)   enthält. 

G.     Wenn  uij^  =  o.,-.r^.  -t-  b^yj^.  ■+■  qzj^  +  d{ ,  so  ist 

{dab€){l  XIJZ)     =     ^±  <<iiM22"33«44 

{ahcd)   =   {a  h  c  u)   =   7r,  d,  +  «2*^2  +  ".t'^s  +  "4'5-i 

Wenn  der  Punct  I  auf  den  Ebenen  ii^k^^^i  ''^Hl-^^^i  ''4Ä;  =^  ^ 
liegt,  u.  s.  w, ,  so  ist,  wenn  k  von  ?  verschieden,  u^j^  null, 
mithin 

2'  +  ?<)  1  «22  %3  ''44     =     "1 1  «22  «33  «44 
{ahcd)     =     J/,,rf,    =     ''22 '^2     =     «33  «^3     =     «44  £^4 

{ahcd)^ 


{ixyz)   = 


dl  ()2  (J3  CJ4 


,^.  50.    Zwoi  lind  melir  Elienen.  i.  |  1 

Nach  §.  'i6,  10   ist  also 

—  (abcdy   . 

(),  02  03  04 

der  Ausdruck  des  6fachen  Tetraeders  durch  die  Coordinaten 
seiner  Khenen.  Vergl.  §.  28,  9.  Wenn  man  2  Ebenen  ver- 
tauscht, so  l»lcihl  der  Nenner  des  Ausdrucks  unverändert,  und 
der  Zähler  wechselt  das  Zeichen ,  also  erfährt  das  Tetraeder 
einen  Zeichenwechsel. 
Da  das  System 

üiXi  +  bii/i  +  Ci^i  +  (?,    =   Vii 
a-iX^  +  b2yi  +  C2~i  +  d)   =   0 
«3^1  +  hyi  +  <h~\  +  ^3  =  0 

a^X^   +  &4»/i    4-   C4  2'i    +   (£4     =    0 

hei   [ab cd]   ==  a^«,  -i-  b^i•i^  -f-  r,  7,  -i-  rf, d',   die  Lösung  hat 

Xx:  yr.  Zi-.  \    =   ßt  :  /?i  :  yi  :  rfi 

u.  s.  w.,  so  erhält  man  auch  unmittelbar 

«1     ß\     Y\     ^\   \ 
(rr  t/^' 1  )d,  (^2^3(^4   =       .        .       .        .     =   {abcdY 

i     «4       ßi        Vi       ^i     1 

7.  rilnf  Ebenen  sind  nicht  unabhängig  von  einander,  wie 
5  Puncte  des  Raumes  (§.  46,  11).  Man  bilde  aus  ihren  Coor- 
dinaten die  Determinante 


\  l      a  h  c  d 

I  h     «1  ^h  Ci  (?, 

'  h     «4  bi  C4  (Z4 
Daher  hat  man 


=     /  f    +   ?i  f  1    +    .  .    +    ^4  f4 


a  f  +  «1  f  1  +  .  .  +  «4  f4  ==  0 

if  +  &i  f,  +  .  .  +  b^e^  =  0 

Cf    +   Cif,  +   .  .   +  C4  f j  =  ü 

fZ  f  +  (7,  f  1  +  .  .  +  rZj  f  4  =  0 

u  f  +  «1  f ,  +  .  .  +  «4  54  =  0 


hy  -^-  cz  -\-  d,  u^  =  a^x  -{-  b^y  -{-  v^z  -|-  tZj , 
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Diese  Gleichungen ,  welche  die  Coordinaten  von  irgend 
welchen  5  Ebenen  verbinden,  sind  nach  den  von  Möbius  Leipz. 
Berichte  1865  p.  62  ff.  gemachten  Bemerkungen  zu  verwer- 
then.  Die  letzte  derselben  giebt  ohne  Weiteres  zu  erkennen, 
dass  die  Ebene  ua  +  .  .  ■+■  u^a^  =  0  congruirt  mit  der  Ebene 
1/3 £3  +  «4^4  =  0,  dass  also  der  Punct  (m  =  0,  m,  =  0,  u.^  =  0) 
auf  der  Geraden   [u.^  =  0,  «4  =  0)  liegt.    U.  s.  w. 


§.  51.    Winkel  und  Distanzen. 

1.  Durch  die  homogenen  Coordinaten  /,  g,  h  und  /',  </',  // 
der  Richtungen  von  zwei  Geraden  s  und  a'  ist  der  Winkel 
ss'  bestimmt. 

Die  mit  der  Geraden  s  parallele  Strecke  f\  g\h  ist  eine 
Quadratwurzel  der  Form   (§.  45,  8) 

f-2  4,  gl  4.  }i2  4.  2gh  cos^c  +  'Ihf  coszx  +  2fg  cosxij 

Wenn  diese  Wurzel  den  Werth  p  hat,  so  ist  die  positive  Rich- 
tung der  Geraden  s  bestimmt,  und  f  :  Qj  g  :  q^  h  :  q  sind 
nur  von  der  Proportion  f  :  g  :  h  al)h;ingig.  In  derselben  Weise 
wird  0'  aus  /',  g',  h'  berechnet,  und  die  positive  Richtung  der 
Geraden  s'  bestimmt.     Dann  hat  man   (§.  45,  10) 

qq' co?,ss'  =  f{f' cosxx  +  . .)  +  y{f' COSXIJ  +  . .)  +  h{f'coszx  +  .  .) 

zur  Berechnung  von  cos  äs'  aus  den  homogenen  Coordinaten  der 
beiden  Richtungen. 

3.  Das  Parallelogramm,  dessen  folgende  Seilen  q  und  q' 
sind,  hat  die  Fläche  (jp'sin.««'  auf  einer  Ebene,  welche  die 
beiden  Richtungen  f\g\h  und  f'\g'h'  enthält,  und  deren 
Stellung  die  homogenen  Coordinaten  [gh),  [l'-f]i  [fg]  hat 
(§.  49,  7).  Wenn  die  Function  A  der  [gh),  [hf],  [fg]  nach 
§.  49,  5  ])erechnet  wird,  so  ist  ?.  sinxi/z  eine  Fläche,  deren 
Coordinaten  {gh)sinyz,  {hf)  s'inzx,  [fg]  s'mxy  sind  (§.49,5). 
Dieselben  Coordinaten  hat  das  angegebene  Parallelogramm  (§.  46, 6) . 
Also  ist 

pp'sinss'  =  A  fi'mxijz 
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zur  BcrechiiLinL;  von  sinAA-'  aus  den  homogenen  Coordinalen 
der  beiden  Richtungen.  Der  Quotient  l  :  oo  ist  nur  von  den 
Proportionen/  :  g  :   h  und/'  :  g'  :   A' ahhiingig. 

3.  Der  Winkel  der  Richtung/^  A  mit  der  Stellung 
a\b\c  ist  der  Winkel,  den  die  Richtung  mit  der  Normale  n  der 
Stellung  bildet.     Nun  hat  man 

Q  cosws  =  f  i^osxn  +  g  cosyn  +  h  coszn 

folglich  (§.  i9,  4) 

Xq  cosws   =   af  +  h(j  +  eil 

zur  Berechnung  von  cosns-. 

Wenn  die  Richtung  f\g\h  in  der  Stellung  a\b\c  enthalten 
ist,  so  ist  cosn6-  =  0,  af  +  bg  +  ch  =  0.  Wenn  die  Rich- 
tung f^g  h  und  die  Stellung  a\b\c  normal  zu  einander  sind, 
so  ist  cosns  =   1.     Vergl.  §.  49,  7. 

4.  Der  Winkel  der  Stellungen  a  b\c  und  a'\h'  c  ist 
der    Winkel    nn    ihrer    Normalen    (§.  46,   1).     Wenn    A  cosa;n 


A'cosx/i' =  «',  . . ,  so  hat  man   (§. 

P.A'cosnn'  a  h  c 

a  cüso^a;  cosxy  coszx 

b  cosxy  i'osi/y  cosyz 

c  Qo?>zx  cosyz  coszz 


45,  10) 


I   =  0 


zur   Berechnung   von    cos7in'  aus    den   homogenen   Coordinalen 
der  beiden  Stellungen.    Vergl.  §.  46,  15. 

Bei  dem  rechtwinkeligen  Trieder  xgz  ist 

X)/  cosnn'  =   aa'+  bb'+  cc' 

und    die   Stellungen   sind    normal    zu    einander   unter   der  Be- 
dingung aa'  +  bb'  +  cc'  =  0. 

5.  Wenn  u  =  ax-^by  -f-  cz  +  d  in  demPunct  P[x^ l^i Ui) 
den  Werth  u,  hat,  und  wenn  der  Fun  et  P  von  der  Ebene 
z<  =  0  die  Distanz  PiP  hat,  so  ist  nach  §.  49.  4 

BP  =  Xi  cosa;n  +  y,  cosyn  +  z^  coszn  +  NO 
X  .  EP  =  axi  +  byi  +  czi  +  d  =  ti^ 
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Um  den   Fusspunet  i2(a;2l?/2k2)    ^^^   finden,  l)enutzt  man 
die  Coordinalen  der  Strecke  RP 

f    =    Xi  —  X.2,       ff    =    t/l  —  y-l  ,       h     =    Zi  —  Z2 

welche  dnrch  das  lineare  System  bestimmt  werden 

fcoHXX  +  g  cosxi/  +  h  coszx  =  MPcusxn  =  aui  :  A^ 
fcoiixi/  +  y  C0S1/I/  +  h  (ioi^ijz  =  RP  cos  i/n  ==  i»i  :  A^ 
f  coszx  +gcosi/z  +  h  coszz    =  EPcoszn    =   cu^  ;  Jß 

Dieses  System  hat  die  Lösung  (1,2,3)/=  (a,  2,  3)m,  :  l^, 
u.  s,  w.    (§.  45,  9).    Also  hat  man 

/■         _         ^         _         A         Ml :  X^ 

(a,  2,  3)    ~    (l7«73)    ~    (l,  2,  a)    ~    (1,  2,  3) 

zur  Berechnung  des  Punctes  x-iV-iiHi  ^"  welchem  die  Ebene 
M  =  0  von  der  Normale  des  Punctes  x^  y^\zy  getrotlen  wird. 

6.  Die  Strecke  12  wird  in  dem  Punct  x\y\z  nach  dem 
Verhältniss  a  getheilt,  wenn   (§.  45,  2) 

-       =     ^l~«^2  ,       ^     Vi  —  «2/2  ^     ^     ~1  —  «^2 

1  —  a  1  —  a  ~  1  — « 

(1  —  a)H  =  ?f,  —  a«2 

Wenn  der  Punct  x\y\z  auf  der  Ebene  tt  =  0  liegt,  so  ist 
Mj  —  c(iL2=  0.  Also  wird  die  Strecke  der  Puncto  ajj^^js^, 
x.^\y^z.^  von  der  Ebene  i«  =  0  nach  dem  Verhältniss  u^  :  Mj 
getheilt.    Vergl.  §.  28,  6. 

Wenn  die  Puncto  a,  .  ^,  a-i-  B  ^  ^H  •  ^  i  «4  •  ^  tien  Schwer- 
punet  P  haben,  wenn  diese  Puncto  durch  Parallelen  von  be- 
liebiger Richtung  auf  eine  beliebige  Ebene  nach  A\  B\  C', 
D\  P'  projicirt  werden,  so  ist  unter  der  Bedingung  «  -i-  a,  +  .. 

=  0    (§.  46,  11) 

a  .  P'P  +  «1  .  ä'ä  +  «2  .  B'B  +  03  .  C'C  +  04  .  D'D  =  0 

Die  Puncto  haben  von  der  Ebene  u  =  Q  die  Distanzen  BP, 
RiA,  .  .,  eine  der  Parallelen  sei  t,  die  Normale  der  Ebene  sei  n, 
Dann  hat  man 
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PTcostn  =  HP,       F'D.costn  =  l  .  B F  =  u 
AA  ).  cDstn  =   «1 ,  .  . 

Nun  ist  au  •+■  c(^tf^  -\-  .  .  =0,  foltilich  u.  s.  \v. 

7.  Es  sei  w  =  oa-H //(/ -4- (•::  + (/,  u' =  a'x -h  Ij'y -i- ''z -\- d' , 
und  V  aus  «',  b',  c'  berechnet,  \vic  A  aus  a,  b,  c.  Der  Winkel 
der  Ebenen  u  =  0,  w'=  0  wird  von  der  Ebene  u  ■+-  au'  =  0 
naeh  dem  Sinus-Verhallniss  — a?/ :  ?.  gelheilt. 

Die  Ebene  u -i- au'  =  0  enthält  die  Gerade  {u  =  0, 
u'  =  0).  Der  Punet  P{x\7/\z)  hat  von  den  El)enen  n  =  0, 
u' =  0  die  Distanzen  RP,  R'P  auf  den  Normalen  n ,  n'  der 
l)eiden  Ebenen.  Die  Ebene  RR'P  ist  ein  Normalsehnitt  des 
von  den  Ebenen  ?/  =  0,  u'  =  0  gebildeten  ^Vinkels.  Sie 
sehneidet  die  Kaute  [m  =  0,  t/=  0)  in  dem  Puncl  *S',  und  die 
beiden  Ebenen  in  den  Geraden  a-,  ä',  deren  positive  Richtungen 
so  festgesetzt  werden,  dass  sn,  &'n' je  einen  rechten  Winkel 
betragen.     Die  Strecke  SP  liegt  auf  der  Geraden  t.    Dann  ist 

u  =  }.  .  RP  =  ;.  .SPcostn  =  l  .  SP^mst 
u'  =   k'.  SP  sins't ,      u  +  au'  =   {X  ^'mst  +  a?.' ^\nst)S P 

Wenn  nun  xy^z  auf  der  Ebene  u  -\-  au'  =  0  liegt,  so 
hat  man 

s'mst  — a?.' 


?.  :iin st  +  a?.'s\ns'f   =  0, 


sins  t 


Unter  der  Bedingung  a'  =  «,  b'  =  6,  c'  =  c  ist  //  =  /, 
nn'  =  0.  u  +  au'  =  1{RP  -h  a  .  R'P).  Wenn  x  y\z  auf  der 
Ebene  u  -i-  au'  =  0  liegt,  so  ist  ÄP  :  R'P  =  — a.  Die  Schicht 
der  parallelen  Ebenen  u  =  0,  u'  =  0  wird  von  der  parallelen 
Ebene  u  +  au'  =  0  nach  dem  Verhältniss  — a  getheilt. 

Ueberhaupt    werden    die    Ebenen    u  =  0,  u'  =  0     (der 

Winkel  derselben)  von  den  Ebenen  u  +  au'  =  0,  u  ■+■  ßu'  =  0 

nach    dem  Doppelverhältniss    a  :  ß   getheilt.    U.  s.  w.     Vergl. 
§.  29,  7  ff . 

8.  Die  Distanzen  A'A,  B'B,  C'C.  D'D.  welche  4  Puncte 
A,  Bj  C,  D  von  einer  Ebene  haben,  sind  nicht  unabhängig  von 
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einander,  sondern  durch  eine  Gleichung  verbunden.  Wenn  der 
\ullpunct  O  von  der  Ebene  die  Distanz  NO  auf  der  Normale 
n,  und  A  die  Coordinaten  x, ,  ?/,,  z,    hat,  u.  s.  w.,  so  ist   (5) 

NO  +  Xi  cosxn  +  i/i  cosyn  +  z^  coszn  =  A'A 


NO  +  Xi  ci)sxn  +  2/4  cosyn  +  z^  co^zn  =   D'D 

folglich  abgekürzt  wie  §.  45 

(1,  xco?>xn  —  A'A,  y,  2^)  =  0,  {^  x  y  z)  cosxn  +  (A'A  1  y  z)  ==  0 
(1,  X,  y  co'iyn  —  A'A,  z)  =0,  (l  x  y  z)  cosyn  +  {A'A  1  c  x)  =  0 
(1,  X,  y,  z  cos^n  —  A' A)   =0,      {\  x  y  z)  cos^m  +  {A' A  1  j;  ?/)  =  0 

Nun  sind  cosa;n,  cos?/n,  cos^n  durch  eine  Gleichung  verbun- 
den, also  auch  die  Distanzen  A'A.  B'B,  ... 

In  den  3  Gleichungen  werden  die  Höhen  A^A.  B^B,  C^C, 
D^D  des  Tetraeders  AB  CD  eingeführt,  welche  auf  den  Geraden 
^1 :  ^2  j  hj  ^4  liegen.  In  der  ersten  Gleichung  hat  A'A  die 
Adjuncte 

I    1       2/2       «2    I 
l       1/3      2-3 

l-l       I/l      ^i    I 

Avelche  die  durch  smyz  dividirte  erste  Coordinate  der  Fläche 
2BCD  ist,  und  nach  §.  46,  1  den  Werth  '2BCD  cosxhi  :  sinx yz 
hat.    U.  s.  w.    Nun  ist 

{1  X  yz)s\nxyz  =  -IBCD.A^A   =  ICAD.B^B 
=  2ABD  .  C^C  =  -ICBA  .  D,D 

folglich  erhält  man  die  erste  Gleichung 

A'A  ,         B'B  ,         C'C  ,         D'D 

cosxn  +  - — -  cosxhi  +  cosx«i  +  7^—^  co<,x}i^  +  .-^       cosa;Ä4  =  0 

.4f^  ijjxj  OiG  UiJJ 

und  2  andre  durch  Yertauschung  von  a;  mit  ?/,  2,  wo  die 
Zeichen  der  Strecken  nach  festgesetzten  positiven  Richtungen 
der  Geraden  n,  Äj,  Ä2 ,  .  .  bestimmt  sind.  Vermöge  dieser  Glei- 
chungen ist  die  geometrische  Summe  der  Strecken 

A'A  B'B  C'C  D^ 

A^A  BiB  C^C  DiD 
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\vclflic  auf  den  (ici'aden 

71         hl         h-i         h-i         Jii 

liefen,  null,  d.  li.  die  ö  Strecken  sind  iiiil  den  Soit(Mi 
eines  Fünfecks  parallel.  Nach  Tiiiion.  §.(3,  G  ist  die  quadra- 
liseiie  Form  der  i  Quotienten  mit  den  Coefficienlen  eos/ij/i, , 
eos/j, /<^,  ..  gleich   I.     Vergi.  §.  16,  10. 

9.  Die  Distanz  des  Punctes  A[x^\y^\z^)  von  der  Geraden  6, 
auf  welcher  die  Strecke  BC  liegt,  ist  die  Höhe  A'A  des  Drei- 
ecks ABC,  also  ^ABC  :  BC. 

Die  Gerade  s  sei  nach  §.  48,  3  dui'ch  das  System  (/j  =  0,  . .) 
gegeben.  F]in  willkürlicher  Funcl  der  Geraden  sei  B[x\y<z). 
also  hat  die  Strecke  AB  die  Goordinaten  x  —  x^,  y  — y^, 
z  —  2,.  Die  Strecke  BC  =^  q  habe  die  Goordinaten  /,  //,  h  (1). 
Dann  ist  die  erste  Coordinate  der  Fläche  2 ABC 


y  —  yv   9 

z  —  Si     h 


sinyz  =  —{F+h)/i  —  gZi)  sin  i/z  =    —  ^^isiny^ 


die  zweite  — 5,  sin^a?,  die  dritte  — r^sinxy.  Aus  ihren  Goor- 
dinaten wird  die  Fläche  iABC  nach  §.  46,  8  berechnet,  und 
man  hat  odist^/l  =^  2ABC. 

10.  Die  Distanz  der  Geraden  a'  von  der  Geraden  s  ist  die 
Höhe  A^A'  eines  Tetraeders  ABB'A\  dessen  Kante  AB  auf  der 
Geraden  s  liegt,  dessen  Kante  AB'  mit  s'  parallel  ist,  und  dessen 
Kante  AA'  auf  der  Geraden  s'  endigt  und  auf  der  Geraden  t 
liegt.  Aus  der  Basis  AB .  AB's'mss'  und  der  Höhe  distss'  findet 
man  das  6fache  Tetraeder,  dessen  Volum  AB .  AB'.  AA'sinss't 
ist  (§.  46,  3),  also 

AB  .  ^i?'sinss'distss'  =  AB  .  AB'.  AA' s'mss't 


und  nach  §.  46,  12 

AB  .  AB' sinxyz  sinss'distss' 
Baltzer,  anal.  Geom. 


AB  cosxs    AB' cosxs'    AA' cosxt 
AB  cos^s     AB' coi>ys'    AA'cosyf 
AB  coazs    ab' co'szs'    AA' coszt 
27 
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Die  Geraden  s  und  s'  seien  durch  die  Systeme  [p  =  0,  .  .) 
und  (p' =  0,  ..)  gegeben  (9),  so  dass  A{x\y\z)  dem  ersten 
System  und  A'{x'\y'\z')  dem  zweiten  System  genügt.  Die 
Strecke  AB  =  q  hal)e  die  Goordinalen /,  g^  h.  und  die  Strecke 
ab'  ==  u'  habe  die  Coordinaten  ./',  g',  h' .     Dann  ist 

AB  cosxs  =  f  cos XX  +  g  co^xij  +  h  coszx,  u.  s.  w. 
AA' cof^xt  =  {x' — x)co»xx  +  [y' — i/)c()sa;//  +  (~' — ^)cos^a;,  u.s.w. 

folglich  die  oljige  Determinante 

\  f     f     •^' —  ^1 


cosxä;  (iosxy  coszx 
cosxy  cos«/«/  coayz 
coss^ic     Gosyz-      coszz   \ 

Der  erste  Factof  dieses  l'roducls  ist  die  Summe  von 


9   y    y  —y 

h     Ji'     z'—z 


I  /■   f   x'  I  \f'   f    ^  \ 

\  g    g'    tj'  \    =  fF'+  gG'+  liH' ,         \  g'    g     y   \=  f'F  +  .  . 

\  h    h'    z'  \  \  h'    h    z  \ 

Der  andre  Factor  ist  sin- xgz,  daher  hat  man 

-J^^^  sinss'distss'  =  fF'+  gG'+  hH'+  f'F  +  g'G  +  li' H 
smxyz 

zur  Berechnung  von  sin  sä'  dist.ss'  aus  den  Coordinaten  der 
beiden  Geraden  s,  .s'.  Bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  erhält 
man  hieraus  die  Gleichung,  welche  Biuosciu  1855  Grelle  J.  50 
p.  236  gegeben  halte,  Vergl,  Delerm.  §.  16,  9.  Cayley  Cambr, 
Philos.  Soc.  1869  t.  11,  2.  Fiedler- Salmon  Raumgeom,  1874, 
I  p.  61, 

Wenn  die  Geraden  *■  und  a'  nach  §.50,  5  durch  die  Sy- 
steme [u^  =  0.  fi;  =  0)  und  («3  =  0,  M,  =  0)  gegeben  sind, 
so  werden  beiderseits/,  .  , ,  F,  .  . ,  /',  .  .,  F',  .  .  durch  [b^c^),  .  . , 
{a^d^],  ..,    [b-^Cj),  ..,    («3^3),  ••  ersetzt,  und  man  findet 

— ~ — sinss'distss'  =   (ab  cd) 
sin  xyz 

Nun  ist  p^'sinss'=  l  s'mxgz  (2),  also 

A  d ist ss'  =  [a  h  c  d) 
wie  oi)en   (§.  50,  5)  gefunden  worden. 


,^.  5-2.    Homogene  Cooidinnten  ciin-s  F'iinctcs  uml  einer  p]bene  etc.      419 


§.  ^)'i.    lIoiiioi;eiio  Coordiiiatcii  eines  runctes  und  einer 
Ebene.    Collineare  und  reelproke  Fij^iiren. 

1,  Wenn  U{  =  a^x  ■+■  b^y  +  ciz  ■+■  d^t,  und  wenn  i  solche 
lineare  Formen  u^.  u^,  u.^,  «^  der  x,  y,  z,  t  eine  von  0  ver- 
schiedene  Delerminanle 


(a  h  c  d)   = 


«1  &i  f,  rf] 

«2  h'x  C2  d-, 

«3  ^3  ^3  d-i 

a^  64  C4  di 


hal)en.   also  von  einander  unahhäniiig  sind,  so  hal  man 

{abcd)x  =   [ubcd),     [ahcd)y  =  {aucd),  .  . 
' X  :  y  :  z  :  t   =   (ubcd)  :  (aucd)  :  [abud]  :  [abcu] 

Demnach  wird  durch  die  l'roporüon  ?<,  :  u.,  :  u^  :  z<.,  der 
Puncl  X  :  t  y  :  t  z  :  t  eindeutig  bestimmt  unter  der  Voraus- 
selzuniz.  dass  die  i  Ebenen  ?<,  =  0.  ...  u^  =  0  keinen  Punct 
gemein  hal)en  §.  50,  4),  d.  h,  «, ,  u.^,  u^,  u^  sind  homogene 
Coordinalen  des  Punctes  x  :  t  y  :  t'z  :  t,  und  werden  tetra- 
edrale  Coordinaten  des  Punctes  i<  genannt.  Wenn  i«,  =  0. 
so  liegt  der  Puncl  u  auf  einer  der  gegebenen  Ebenen,  u.  s.  w. 
Die  4  Ebenen  «j  =  0.  ...  ic^  =  0  heissen  die  Fundamental- 
ebenen des  Tetraeders,  an  welchem  der  Puncl  u  durch  seine 
letraedralen  Coordinaten  bestimmt  wird.  Plücker  1830  Grelle 
.1.  5  p.  1.  Vergl.  oben  §.  30.  Wenn  z.  B.  u^  :  u^  =  —  a. 
j/.,  :  u^  =  — ß,  «3  :  W4  ==  — 7,  so  liegt  der  Puncl  u  auf  3 
!)esünunlen  Ebenen   :§,  51,  7). 

Die  Grössen  u^.  ti.,,  u.^,  u^,  durch  deren  Proportion  der 
Puncl  u  bestimmt  wird,  sind  durch  die  (nicht  homogene  Glei- 
chung [abcu]  =  [abcd)t  veri)unden.  Von  den  Fundamen- 
talebenen hat  der  Punct  n  die  Distanzen  §.  51.  5j  qu^  :  Aj . 
Qu.^  :  l.^.  ...  deren  Relation  §.  40,  II  gegel)en  worden  ist:  da- 
bei bleibt  Q  unbestimmt. 

Die  Puncte  u,   v,  w  haben  von  einer  Fundamentalebene  die 

•)7* 
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Distanzen  o,  ^,  Po^,  o, -r^.  \Yenn  iv  auf  der  Geraden  iry  licet, 
und  luy  :  vic  =  — <>,  so  ist   (§.  16,  2) 

öl  U,    +    Q'yd-V,  ,  Q  .  (1 

Q^w^    =    ^-! — ij — —^ ivi  :  IV2  :  .  .  ^  tii  +  ßö^i  :  112  +  qO^v-2  :  .  . 

d.  li.  die  Strecke  uv  wird  nach  dem  Verhältniss  — Q^  in  dem 
Puncl  u  ■+■  qS^v  setheilt,  wo  q  eine  willkürliclie  Constante. 
Das  Doppelverhältniss  der  Puncle  u,  v,  u  -\-  av,  u  +  ßv  ist 
a  :  ß.    U.  s.  w. 

3.  Die  Formen  /,  g,  h  der  u^,  Wj,  «3,  i'i  sind  Formen 
desselben  Grades  der  x,  ?/,  r,  f.  Wenn  /=  0,  so  liegt  der 
Punct  u  auf  einer  Fläche;  zufolge  des  Systems  (/"=  0,  g  =  0) 
liegt  er  auf  einer  Linie;  durch  das  System  (/=  0,  g  =  0,  h  =  0) 
wird  er  bestimmt.  Wenn  f  =  P)  «i  +  P2  "2  "•" /^3  %  "*"  1^4  "4  ? 
und  die  Coefficienten  p  von  den  ?/, ,  .  .  unabhängig,  so  ist  /=  0 
die  Bedingung,  unter  welcher  der  Punct  u  auf  einer  bestimmten 
Ebene  liegt,  die  Gleichung  einer  Ebene.  Auf  derselben 
Ebene  liegt  der  Punct  v  unter  der  Bedingung 

welche  die  Coefficienten  p  beschränkt.  Die  Flbene  /  =  0  hat 
mit  der  Ebene  '^i «i -H  ^/i "2  "*"  53  "3  "•"  94  "4  "^^  ^  ^^®  Gerade 
(P]"i  +  •  .  =  0.  g^t/j  -h  .  .  =0)   gemein.    U.  s.  w. 

Die  Eckpuncte  des  Tetraeders,  welche  nicht  auf  den  ein- 
zelnen Fundamentalebenen  liegen,  werden  der  Reihe  nach  durch 
A^  B.  C,  D  bezeichnet.  Die  Ebene  /  =  0  hat  mit  der  Ebene 
BCD  die  Gerade  {u^  =  0,  /=  0)  gemein,  d.  i.  {u^  =  0, 
P2it2+  ••  =  0);  mit  der  Geraden  CD  den  Punct  (wj  =  0, 
"2  =  Ö7  /  =  ^)  d.  i.  (mj  =  0 ,  ifo  =  0 ,  P3M3  +  p^M4  =  0), 
u.  s.  w.  Die  Ebene  /  =  0  enthält  den  Punct  A,  wenn  p^  null; 
die  Gerade  AB,  wenn  p^^  und  /^j  "iiH;  <lie  El)ene  ABC,  wenn 
Pi,  P2?  /'3   null  sind. 

Die  Ebene  iabcu)  =  0,  entwickelt  ä^lt^^-\-  .  .  -+-  d^u^  =  0, 
ist  die  unendlichferne  Ebene,  weil  dabei  i  =  0  ist  (1).  Sie 
enthält    die   Gerade    (?/,  =0,  dj  "9  -*~  '^3^3  "*~  ^4^4  =  0)  :    also 
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isl  die  Khciie  Öj  w.2  +  ^y  "u  +  f) i  ?< i  =  0  des  l'uncles  A  \)nv- 
yllel  mit  der  El)cne  BCü[u^  =0)-  Sie  enlhiiU  die  Gerade 
(ö,  ?/, -I-  ().,  M.^  =  0,  ^3 1<3 -f-  dj  Mj  =  0):  also  ist  die  Ebene 
ö.^u._^ -\-  6^u^   =    0    d<'r    Geraden    AB    parallel    mit    der    Ebene 

J,w,  +  d.^u.y  =  0  der  Geraden   CD   (§.  öO,  5). 

Die  Ebene  f  +  ^i  [ahcu)  =  0  ist  parallel  mit  der  El)ene 
/  =  0,  wenn  a  von  den  u  nicht  al)hänüt.  Allen  jii  entsprechen 
alle  Ebenen,  die  mit  /  =  0  pai-allcl  sind.  Hei  der  Ebene  des 
Pnnctcs  .4.  die  mit  /' ^^  ü  parallel  ist,  hal  man  p^  + /nd^  =  0 
für  tu,  11.  s.  \\ . 

:i.  Homogene  Coordinaten  des  Puncles  P{x\i/[z)  sind 
ferner  die  telragonalen  Coordinaten  desselben,  die  Coefli- 
cienten  a, ,  Cf,,  a^,  or,  von  4  gegebenen  Fundamenlalpuncten 
A,  i>,  C,  D  dergestalt,  dass  der  Pnnct  1^  an  dem  Tetragon 
ABCD  .i\\?,  der  Schwerpunct  der  Puncto  a^.  A.  u^-  B^  Ofg  .  C. 
«4  .  D  durch  die  Proportion  der  a  bestimmt  wird.  Die  Coeffi- 
cienlen  der  Fundamentalpuncte  heissen  die  harycen  t  rischen 
Coordinaten  des  Punclcs.  Möbiis  der  barycenirische  Calciil 
1827.    Vergl.  oben  §.  2,  5.  §.  li,  ö.  §.  I(i,  9.  §.  1(3,  II.  §.  öl,  G. 

Der  Punct  P,  der  an  dem  Tetragon  AB  CD  die  ])arycen- 
trischen  Coordinaten  «j ,  u.^^  "g,  a^  hal,  genügt  der  barycentri- 
schen  Gleichung  (§.  ol,  6) 

a  .  PP'+  «1  .  AA'+  «2  .  BB'+  «3  .  CC'+  a^  .  DD'  =  o 
a  +  «1  4-  «2  +  «3  +  «4    =   0 

wenn  die  Parallelen  einer  beliebigen  Richtung  von  einer  belie- 
bigen Ebene  geschnitten  werden.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Glei- 
chung erhält  der  Punct  P  im  baryceutrischen  Calcul  den  sym- 
bolischen Ausdruck 

a,  u4  +  «2-0  +  «36'+  «)  D 

Der  so  bestimmte  Punct  liegt  auf  einer  Fläche,  wenn  seine 
Coordinaten  2fach  unbestimmt  sind,  wenn  also  z.  B.  eine  ge- 
gebene Form  der  «, .  .  .  null  ist;  er  liegt  auf  einer  Linie,  wenn 
die  Coordinaten  Ifach  unbestimmt  sind,  wenn  also  z.  B.  2  ge- 
gebene Formen  der  (q ,  .  .   null  sind. 
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Wenn  der  durch  seine  barycentrischen  Coordinaten  ge- 
gebene Puncl  die  mit  den  Geraden  DA,  DB,  DC  parallelen 
Coordinaten  x.  y.  z  hat .  so  giebt  die  barycentrische  Gleichung 

ax  +  a,  .  DA   =   0,      ay  +  «2  .  T>B .       uz  +  a^  .  DC 

folglich,   wenn   DA  =  a,   DB  =  h.    DC  =  c, 

—  «1    X  —  «2    y  —  «3    z 

a  a  a  h  a  c 

—  «4     ^     1    +    ^1     +    ^    +    ^3 

a  (c  a  a 

X        y        z       ,         X  H  z 

«,  :  «2  :  «3  :  «4    =    —   '•    i     '■   —   =    ' 


a    '    h     '    c    '  a  b  c 

Daher  entsteht  aus  einer  Form  der  «^,  ..  eine  nicht  homogene 
Function  desselben  Grades  der  x  :  a,  y  '■  b ,  z  :  c.  Wenn  / 
eine  lineare  Form  der  «j  ,  .  .  .  so  ist  /"  =  0  die  Gleichung 
einer  Ebene.  Die  Ebene  a,  -\-  a.,  +  «3  +  «^  =  0  ist  die  un- 
endlichferne  El)ene ,  weil  «  ^  0 ;  in  der  That  ist  nach  der 
Substitution  die  linke  Seite  der  Gleichung  von  x,  y,  z  un- 
abhängig. 

Wenn    «1 .   «.2,  «3,   cc^    von    den    Parametern    t.   n   abhiingig 
sind,   und  der  Punct  P  den  i)arycen{rischen  Ausdruck 

A  +  tB  +  u  C  +  (ffi  +  fjlH-^  h  >c^)D 
hat,  so  ist 

,      2  ^.n  X        y        z        ,         X 

\   :  t   :  a  :  fr-  +  .  .   =  :    ^   :    -     :    1 .  . 

a        b         c  a 

,    ,        ^         y       X  z       X 

d.   h.       i    =   ~-    :  H   =    —    :    — 

ha  c         a 

\  a  ja 

„iß  yz         ,2:2  /  X  y  z\  X 

'  ft2        J'ftc  c2  V.  a  b  c  )  a 

die  Fläche,  auf  welcher  P  liegt, 

4.     Wenn    u^    =    ax^  -f-  by^  ■+■  vz^  ■+■  dt{,     und   wenn    4 
solche  lineare  Formen  u^,   U2,   «3,  u^   der  o,  b,  c,  d  eine  von  0 
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verscliiodeiio  Detcnniiuiiile  [x  y  z  t)  hiilx-ii.  also  vdii  ciiiandci' 
unabhängig  sind,  so  lial  man 

a  :  b  :  c  :  d   =   {uyst)  :  [xiizt)  :  {xyiit)  :  {xyzu) 

DcMuiiacli  wird  dnroli  die  I'ro|)oi-lion  »,  :  ".,  :  u.j  :  ;/,  die  Ebene 
ax  -\-by  -\-  ez  -\-  d  =  0.  deren  lioinoiiene  Coordinalen  a.  b,  r,  d 
sind  (§.  19,8),  eindeutig  bestimmt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  i  Fuudamentaipunete  (ß.  49,  9)  li,  =  0.  u^  =  ü, 
i<3  =  0,  «4  =  0  niclit  auf  einer  Kbene  liegen  (§.  19,  10).  Also 
sind  M, ,  ?<2;  "3?  ''.}  liomogene  Coordinaten  der  Ebene  a,b\e  d, 
durch  welche  diese  Ebene  an  dem  Tetragon  der  Fundamenlal- 
punete  bestinunt  wird,  uiul  heissen  tetragonaie  Coordinalen 
der  Ebene  u.     Yergl.  §.  31. 

Die  Coordinalen  der  Ebene  u  zeigen  durch  ihre  Verhält- 
nisse sofort  die  Puncte  an,  in  welchen  die  Geraden  der  Funda- 
mental[)uiHie  von  der  Ebene  geschnitten  werden.  Denn  (Jie 
Strecke    der   Fundamenlalpuncte   1,   i    wii-d    von   der    Ebene   u 

nach    dem   Verhültniss  -—  ;  -f    getheilt   (§.  51,  6)    u.  s.  \v. 

Die    4    Coordinaten    ?<j ,   u^.,  «3,  «,    sind  durch    die     nicht 

homogene)     Gleichung     [xyzu]    =    [xyzt)d  verbumhm.       Die 

Fundamental[)uncte     haben    von    der    Ebene  u    die    Distanzen 

(§.  öl,  5)  w,  :  l,  U2  :  ^v  ••?  «Ifi'en  Relation  §.  öl,  8  gegeben 
worch'n   ist. 

5.  Wenn  /,  g.  h  Formen  der  Ebene  n  (ihrer  Coordinaten 
u^,  u.,,  «3,  u^)  sind,  und  /=  0.  so  gehört  die  Ebene  v  zu 
einer  bestimmten  Doppelserie  von  Ebenen;  zufolge  des  Systems 
(/=  0.  (/  =  0)  gehört  si«  zu  einer  bestinnnten  Serie  von 
F^benen;  durch  das  System  (/ =  0.  (/  =  0,  A  =  0)  wird  sie 
bestimmt,  V^'enn  /,  g  linear  sind,  so  sind  /  =  0.  //  =  0  die 
Gleichungen  von  2  Puncten;  {/ =  0,  //  =  0;  ist  ein  System 
von  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  beiden  Puncte  ent- 
hält; y -4-  fig  =  0  ein  Funct  dieser  Geraden. 

Z.  B.  der  Punct  ll^  ■+■  uu^  =  0 

d.  i.     a{xi  +  ax2)  +  .  •  +  ^{ti  +  aU)    =   0 
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hat  die  iiemeinen  Coordinaten 

Xi  ,     Xo  X\  t')     OCo 

ty    --     +     «^27"-  7^    +    «-/     7^ 

fi  +  a<9  ^  +  ato  ,  U 

1  +  a    - 

*i 

u.  s.  \v.  Also  ist  er  der  Schwerpunct  der  Fundamenlaljjuucte 
1,  2  mit  den  Coefficienten  /, ,  at^.  und  tlieilt  die  Strecke  12 
nach  dem  Verhältniss  — «^^  :  <, .  Das  Doppelverhältniss  der 
Puncle  ?<j  =  0  .  t/.^  =  Ö,  M,  -h  «1*2  =  0,  v^  -\-  ßu^  =  0  ist 
a  :  /i?. 

Der  Punct  p^u^  -+-..+  /^^t^^  =  0  hat   die  gemeinen  Coor- 
dinaten 

2>,  f,  +  .  .  ^1  ^  +  .  . 

nl  s.  w. ,  und  ist  der  Scliwerpunct  der  Fundamentalpunete  mit 
den  Coeflieienten  P\t^,  Pzhi  •••  ^^'  ^^^  unendüchfern  bei 
p^t.+  ..  =  0. 


Der  Funct   p^u^  ■+-  . 

.  -i-  l.i[qyUy  -\-  .  . )   =0  hat   die  gemei- 

Coordinaten 

PiXi  +  ..  +  iM(2ia;i  + 

Ptty   +  .  .   +  fi(qiti  +  . 

.)             i^i^i  +  .•  +  «(?i«i  +  .) 

2h  Xi  +  . 

u.  s.  w.  Er  ist  der  Schwerpunct  der  Fundamentalpunete  mit 
den  Coefficienten  p^i^  +  f-iqxti^  .  .,  und  theilt  die  Strecke  der 
Puncle  p^u^-\-  .  .  =  0,    q^u^  +  .  .  =  0    nach  dem  Verhältniss 

'^  Pih+  .. 

Der  Punct  [xyzu]  =  0  d.  i.  d  =  0  ist  der  Punct,  dessen 
gemeine  Coordinaten  null  sind. 

6.    Zwei  Figuren  F,  F\  Tripelserien  entsprechender  Puncte 
u,  u\   sind  collinear    (§.  30,  7  11'.),   wenn   die   entsprechenden 
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Puncle  eine  solche  Correlatidri  h;il>('ii,  (l.iss  die  lioiiioiioiicii  Co- 
ordinalen  eines  Puncles  der  einen  Figur  von  einander  ii nah- 
hängige  lineare  Formen  der  homogenen  Coordinaten  des  (ini- 
sprechenden Puncles  der  andern  Figur  sind,  also 

=   «1«!  +  /?i  "2  +  Xi  "3  +  «Jr"i  :  «2'<i  +  .  •  :  cfj«,  +  .  .  :  «j«,  +  .  . 

unter  der  Ik'dingung,  dass  die  Delcrminanle  [aß  yd)  der 
Formen  a^>/^-^  .  .,  a.2"i  "+"  •  •>  «3  «^  +  .  . .  a^u^  ■+■  .  .  nicht 
null  ist.     Dalx'i  liat  man  nmgekehrt 

«1  :  «2  •  "3  ■•   "4   =   {"'ßy^)  '•  (aii'y^)  ■  (aßu'ö)  :  {aßyii') 

Wenn  nun  der  Punct  u  in  F  aui"  einer  gegebenen  Ebene  liegt, 
so  liegt  der  entsprechende  Punct  u'  in  i^' auf  einer  bestimmten 
Ebene,  welche  jener  Ebene  entspricht.  Ebenso  entspricht  einer 
Geraden,  in  F  eine  bestimmte  Gerade  in  F',  und  zwar  derge- 
stalt, dass  die  Figuren  entsprechender  Puncto  auf  2  entsprechen- 
den Ebenen  sowie  auf  2  entsprechenden  Geraden  coUinear  sind. 
Das  Doppelverhältniss  von  4  F^leraenten  in  F  (von  Punclen  einer 
Geraden ,  von  Geraden  einer  Ebene ,  welche  einen  Punct  der 
Ebene  gemein  haben ,  von  Ebenen  einer  Geraden)  ist  dem 
Doppelverhältniss  der  entsprechenden  Elemente  in  F'  gleich. 

Es  giebt  4  Puncle  u\  deren  Coordinaten  sich  verhalten, 
wie  die  Coordinaten  der  entsprechenden  Puncto  u.  Man  setzt 
QU{  =  a^Uy  +  .  .  bei  z  =  1,  2,  3,  4,  und  erhält  für  q  eine 
Gleichung  4ten  Grades ;  also  4  tautologe  Puncle  der  collinearen 
Figuren  F,  F'. 

7.  Wenn  5  gegebenen  Puncten  in  F,  von  welchen  nicht  4 
auf  einer  Ebene,  also  nicht  3  auf  einer  Geraden  liegen,  5  der- 
gleichen Puncle  in  F'  entsprechen,  so  hat  man  für  die  16  Coeffi- 
cienten  a,  ß,  y,  ö  5.3  lineare  Gleichungen.  Durch  dieses 
lineare  System  wird  die  Proportion  der  Coefficienten  bestimmt. 
Also  kann  ein  Fünfeck  in  F  und  das  entsprechende  in  F'  unter 
der  obigen  Beschränkung  beliebig  festgesetzt  werden;  einem 
6ten  Punct  in  F  entspricht  dann  ein  bestimmter  6ter  Puncl 
in  F'.     Das   Doppelverhältniss   der   Ebenen  123,   124,   125,   126 
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in  F'  isl  denn  entsprechenden  Doppelverhällniss  in  F  gleich, 
u.  s.  w..  also  liegt  in  F'  der  Pnnct  (>  aul"  3  hestiinrnlen  Ebenen 
126,  236,  316. 

Der  Ebene  der  unendliehrernen  Puncte  u  i\\  F  (1)  entspricht 
eine  endlichferne  Ebene  q'  in  F'\  der  Ebene  der  unendlichler- 
nen Puncte  u'  in  F'  entspricht  eine  endlichferne  Ebene  r  in  F. 
Der  Geraden  in  F,  welche  die  Ebene  r-  mit  der  unendlichfernen 
Ebene  gemein  hat,  entsprichl  die  Gerade  in  F\  welche  die 
unendlichferne  Ebene  mit  der  Ebene  q'  gemein  hat.  Wenn 
nun  in  F  die  Ebene  l  mit  der  Ebene  r  parallel  ist  (die  unend- 
lichferne  Gerade  der  r  enthalt),  so  ist  in  F'  die  entsprechende 
Ebene  /'  mit  der  Ebene  q'  parallel.  Die  Figuren  der  ent- 
sprechenden Puncte  auf  solchen  entsprechenden  Ebenen  l  und 
V  sind  aber  nicht  l)loss  coUinear,  sondern  auch  affin,  in  Be- 
tracht dass  den  unendlichfernen  Puncten  der  Ebene  l  unend- 
lichferne Puncte  der  Ebene  l'  entsprechen  (§.  24,  2).  y 

In  dem  besondern  Fall,  dass  auf  den  entsprechenden  Ebe- 
nen Z,  l\  welche  mit  den  Ebenen  r,  q  parallel  sind,  die  Figuren 
der  entsprechenden  Puncte  nicht  nur  affin  sondern  ähnlich 
sind ,  giebt  es  eine  mit  ?•  parallele  Ebene  s ,  w  elcher  eine  mit 
q'  parallele  Ebene  *•'  entspricht,  dergestalt  dass  die  Figuren 
der  entsprechenden  Puncte  auf  den  Ebenen  .<;,  s'  gleich  und 
ähnlich  sind,  dass  also  alle  Puncte  der  Ebene  s  mit  den  ent- 
sprechenden Puncten  der  Ebene  s'  vereint  werden  können. 
Magnls  Aufgaben  II  §.  17. 

8.  I.  Wenn  in  den  collinearen  Figuren  allen  unendlich- 
fernen Puncten  der  einen  unendlichferne  Puncle  der  andern 
entsprechen,  so  sind  die  Figuren  affin.  Dem  Punct  xyz 
entspricht  dann  der  Punct  x'  y'  z  der  Art,  dass  x\  y\  2;' ge- 
gebene lineare  Functionen  der  re,  ^,  z  sind.  Wenn  nun  cc,  y,  2, 
und  xWyWz\  entsprechende  Puncte  sind,  so  sind  auch  bei 
allen  6 

X  +  iXx  I  •//  +  f  Ml  I  z  +  f  c,              ,       x'  +  sx\  I  y'+  sy'i  j  z'+  fz\ 
'    •' ^    — und        — , ^-- -^^    — 

entsprechende  Puncte  der  affinen  Figuren. 
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Die  (loordiii.itcii  einer  Strecke  sind  izegeheno  line;iie  l'or- 
nien  der  Coordinalen  der  entspreelienden  Strecke.  Daher  ver- 
liallen  sich  Strecken  einer  (Geraden  wie  die  enlspi'echenden 
Strecken,  und  [^"lachen  einer  Kl)ene  wie  die  entsi)rechenden 
Flüchen.  Ein  Voliini  hat  zu  dem  euts|)rechen(len  Volum  ein 
constantes  Verhältniss.      Vergl.  §.  21,  2. 

Die  af(in(Mi  Figuren  haben  einen  tautohjgen  Puncl  x' y\z, 
bestimmt  durcli  das  bneare  System 

0    =    (a, —  l)x  +  b^y  +  c,  0  +  rf,    =    ö 

0   =   020;  +  (^2  —  '  j,'/  +  <^2-  +  d-i   =  a 

0  =  rtjrr  +  &3//  +  (C3  — l)c  4-  fh   ==   0 

Für  die  Strecke  /" //  /<,  welcher  die  parallele  Sli'ccke 
uf  Qg  Qh  entspricht,   hat  man  das  System 

0   =    [(n  —  Q)f+  big  +  cji 

0   =   a-if  +  [b-i  — ij)y  +  cji 

0   =   a^f  +  b^y  +(c..  —  p)/i 

Die  eubische  (ileichung  für  o  giebl  3  unendlichfernc  lauloioge 
Puncte  der  affuien  Figuren. 

Für  die  Strecke  f\g  h.  welcher  die  entsprechende  Strecke 
f' \ij' \h'  gleich  ist,  hat  man  bei  einem  orthogonalen  Trieder  xyz 

f-  +  9'-  +  7i'2  =  /■■!  +  g^^-  +  ;«2 

d.  i.  (rfi/+  i,  g  +  (',  /<)--*-••  —  /'-  —  .  .  =  0,  oder 

f'^{a{^  +  a-,'^  +  a:r—'\^)  +  ..  +  2(77j(Z',  »^i  +  &2<^2  +  ^rj^'a)  +  ••   =   " 

Also  ist  diese  Strecke  parallel  mit  einer  Geraden  eines  l)e- 
stimmten  Kegels  2ter  Ordnung  (vergl.  §.  .ü3,  3) ,  welcher  real 
ist,  oder  nicht  real,  oder  reducibel. 

II.  Den  parallelen  Strecken  (?//,  MN  der  einen  Figur  ent- 
sprechen parallele  Strecken  Cr'H\  MN'  der  andern  Figur,  und 
zwar  von  demselben  Verhältniss.  Denn  die  Geraden  G^[  und 
/fiV^  haben  den  Punct  O  gemein,  und  die  entsprechenden  Ge- 
raden  G' M'  und  11' X'  haben  den  Punct  O'  gemein,  so  dass 

GE  :  MX  ^   GO  :  MO  =  G'O'  :  M'O'  =   G'H'  -.  M'N' 


428  C^P-  I^-    D'*^  Gei-ade  und  die  Ebene. 

Wenn  daher  eine  Strecke  GH  der  einen  Figur  der  entsprechen- 
den Strecke  G'H'  der  andern  Figur  gleich  ist,  so  sind  alle  mit 
GH  parallelen  Strecken  der  einen  Figur  den  entsprechenden 
mit  G'H'  parallelen  Strecken  der  andern  Figur  gleich. 

Nachdem  man  durch  Bewegung  der  einen  Figur  die  gleichen 
Strecken  GH  und  G'H'  vereint  hat,  entspricht  jeder  die  Ge- 
rade GH  enthaltenden  Ebene  der  einen  Figur  eine  die  Gerade 
GH  enthaltende  Ebene  der  affinen  Figur:  den  Puncten  der 
einen  Ebene  entsprechen  die  Puncte  der  andern  Ebene  derge- 
stalt, dass  die  Chorden  der  entsprechenden  Puncte  parallel 
sind.  Denn  den  Puncten  J,  K  einer  Geraden  des  Punctes  H 
entsprechen  die  Puncte  J',  K'  so,  dass  HJ  :  HK  =  HJ'  ;  HK' ^ 
folglich  ist  die  Chorde  JJ'  mit  der  Chorde  KK'  parallel. 

111.  Wenn  zwei  Planfiguren  affin  sind,  so  giebt  es  zwei 
bestimmte  Hichtungen  der  einen,  deren  Strecken  den  ent- 
sprechenden Strecken  der  andern  gleich  sind.  Auf  der  Gera- 
den AB  sei  AE  =  m  .  AB .  und  A' E'  =^  m.A'ß'  nwi  der  ent- 
sprechenden Geraden  A'B' .     Dann  ist 

EC^  =   CAi  +  ÄEi  —  2CA  .  AE  co<-A 

BC-^  ^    CA-2  + AB^-  — iCA.yLB  cos A 

EC^  —  m  .BC2  =   [l  -  m)CA-^  +  {»i-i—  m)AB^ 

EC-2   =   m  .  ßC2  +  (1  _  n))CA^  —  m{[  —  m)^£2 

positiv  bei  realen  m,  und  in  der  affinen  Figur 

E'C'-^  =   m  .  B'C'i  +  (1  —  J»)C'M'2  —  m(l  —  m)A'B'^ 

Unter  der  Bedingung  EC  =  E'C'  hat  man 

U   =  ma  +  (1  — tn)b  —  m{l  — m)c 

wo  a  =  BC'^  —  B'C'-^,  b  =  CA'^  —  C'A"^,  c  =  AB^  —  A'B"'^. 
Daher  ist  die  Strecke  EC,  welche  der  entsprechenden  E'C' 
gleich  ist,  real  bei  realen  m,  welche  der  Gleichung 

Hi2  c  —  m{c  +  h  —  a)  +  h  =   0 

genügen.  Diese  Gleichung  hat  reale,  gleiche,  complexe  Wurzeln, 
je  nachdem 

ihc—  {b  +  c  —  ay^  =   2hc +  2ca  +  2ab  —  a^  —  b2  —  c^ 
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neü;aUv,  null,  positiv  (Möiurs  l);ir\c.  Cale.  §,  230,  Aniii.  Schröter 
OlxM-nächcn  2ler  Ordnung  §.  48.),  d.  h.  je  naclideni  die  Flache 
des  Dreiecks,  dessen  Seiten  -y^a,  -/"ft,  -/"r  sind,  iniatjinär,  nulL 
real  ist. 

9.  in  al'linen  Ravinifiüuren  gieht  es  nicht  iinbedinizl  ein 
Dreieck  der  einen ,  Nveiches  dem  entsprechenden  Dreieck  der 
andern  gleich  und  ähnlich  ist.  Auf  den  Strecken  DA,  DB 
liegen  E,  F,  so  dass  DE  =  m.DA,  DF  =  n.DB,  folglich 
(8.'  III) 

EC-^  =  m  .  CA^  +  {\  —  m)I)C-^  —  m{\  —  m)DA^ 

FC-i  =  n  .BC2  +  (i  —  n)DC'^  _n{\  —  n)DB^ 

EF-^  =   m ( m  —  n)D A^  —  n ( m  —  n) D B'^  +  mn  .  A B^ 

Ebenso  in  der  affinen  Figur  A'B'C'D'E'F'.  Tnter  den  Be- 
dingungen 

EC  =  E'C,      FC  =  F'C,      EF  =  E'F' 

erhält  man,  indem  man  B  C'-^  —  B'C"^  =  a  ,  DA-  —  D'A'^  =  /, 
u.  s.  w.  setzt,  3  Gleichungen  für  m.  n 

0   =  hm  +  h{\  —  m)—fm{\  —  m)  0  =  fm^  —  2ßm  +  h 

0  =  ati  +  h{\ — n)  — gn{'l — n)  0  =  gn-  — tan  +  h 

0   =   fm{m  —  7i) — gn{in  —  n)  +  cmn        0   =   fm-  —  2ymn  -\-  giV^ 

Nvo  ^ci  =  g  -\-  h  —  a,  2ß  =  h  -h  f  —  b,  2y  =  f  -h  g  —  c.  Die 
dritte  Gleichung  wird  ersetzt  durch  ymn  —  ßm  —  an  +  h  ^^  0. 
Durch  Sul)stitution  von  n  erhält  man  die  zweite  Gleichung 

gh  —  a^ 
welche  mit  der  ersten  Gleichuns  conuruirl  unter  der  Bedinsuns 

\fYß\ 
fgh—fa'^  —  gß'^  —  hy^  +  2aßy-=0     d.i.       y    g     a      =   0 

\  ß    a    h 

Die  Determinante  ist  das  Quadrat  des  6fachen  Tetraeders,  in 
welchem  den  Kanten  einer  Ecke  Yfi  V^fh  V^  ^i^  Kanten  i^a, 
■\'^b,  -j/"c  gegenüberliegen  (Determ.  §.  10,  3  und  II).    Wenn  dieses 
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Telraetler  niclil  null  ist.  so  gicl)!  es  kein  Dreieck  CEF.  welches 
(loni  entsprechenden  Dreieck  C'E'F'  gleich  und  ähnlich  ist. 
und  das  Tetraeder  A'ß'C'D'  kann  nicht  so  geleal  werden,  dass 
die  Chorden  AA',  B B\   CC\  DD'  parallel  sind. 

10.  Wenn  im  Raum  den  Puncten  AB  CD  .  .  tue  Puncle 
A'B'C'D' .  .  so  entsprechen,  dass 

ABCD  ..A'B'C'D' ..     und     A'B'C'D' ..  ABCD  .  . 

coUineare  Figuren  sind,  so  sind  die  Paare  AA\  BB\  .  .  in 
Involution  (§.  5).  Der  unendlichfernen  Ebene  entspricht  eine 
endlichferne  Ebene,  die  Centralebene.  Die  Paare,  welche  auf 
der  Geraden  AA'  eines  Paares  liegen,  sind  in  Involution;  auf 
derselben  Geraden  siebt  es  die  lautologen  Puncte  S,  T,  mit 
welchen  alle  Paare  der  Geraden  in  Harmonie  sind:  wenn  auf 
der  Geraden  der  Punct  31  der  Centralebene  liegt ,  und  die 
Puncte  A,  A'  trennt ,  so  sind  die  tautologen  Puncte  nicht  real. 
Tautolog  al)er  und  mit  allen  Paaren  in  Harmonie  sind  entweder 
eine  Ebene  und  ein  Punct,  oder  zwei  Gerade  (real  oder 
nicht) ;  die  Distanz  der  tautologen  Eigene  und  des  tautologen 
Punctes  in  dem  einen  Fall,  und  die  Distanz  der  beiden  tauto- 
logen Geraden  in  dem  andern  Fall  wird  von  der  Centralebene 
normal  halbirt.  Möbils  Leipz.  Berichte  1856  p.  143.  Vergl. 
Staldt  Geom.  d.  Lage  18i7  p.  liö  und  Beiträge  1856  p.  63. 
Reyk  Geom.  d.  Lage  II,  17,  Schröter  Oberflächen  2lter  Ord- 
nung §.  46. 

11.  Wenn  dem  Punct  u  in  F  die  El)ene  u'  in  F'  ent- 
spricht, dergestalt  dass  die  homogenen  Coordinaten  der  Ebene 
u'  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  der  Coordinaten 
des  Punctes  u  sind  (6),  so  heissen  die  Figur  der  Puncle  und 
die  Figur  der  entsprechenden  Ebenen  reciproke  Figuren, 
eine  der  beiden  Figuren  eine  Reciproke  der  andern  (§.  31,  7). 
MöBiis  baryc.  Calcul  am  Schluss  und  Grelle  .1.  10  (1833)  p.  317. 
Magnls  Aufgaben  II  p.  120. 

Einer  Ei)ene  in  F  entsprechend  Hndet  man  w  ie  oben  einen 
Punct  in  i-'',  den  Ebenen  einer  Geraden  in  F  entsprechend  die 
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Piinclc  filier  ricriidcn  in  F\  der  iiiiriKlIiehrcriicn  lllicnc  in  F 
enlsprocliond  einen  endlichfernen  l'nncl  Q.' ,  einer  unendiieli- 
lernen  (ieradeu  in  F  entspreeliend  eine  Gerade  des  Piineles 
<X\  w.  s.  w.  Das  Do|)])eiverliiiltniss  von  4  Elementen  in  F  isl 
dem  l)()|ii)elveiliiillniss  tier  enlsjn-eehenden  Elemente  in  F'sileicli. 
Dabei  >vird  die  einem  Punel  entsprechende  Ebene  die  Polare 
des  Puneles,  der  einer  Ebene  entsprechende  Punct  der 
Pol  der  Ebene  aenanni;  zwei  Gerade,  wenn  den  Punden 
der  einen  die  Ebenen  der  andern  entsprechen,  heissen  reei- 
proke  Gerade.  Den  Puncten  einer  Fläche  nter  Ordnung  ent- 
sprechen die  Tangenlenebenen  einer  Fläche  nter  Classe,  den 
Puncten  einer  Linie  die  Tangentenebenen  einer  Developpabh'n 
(^.  Ö4,  10). 

Als  tautolog  konunen  hier  Puncle  in  Betracht,  die  auf  ihren 
Polaren  liegen,  oder  Ebenen,  die  iin-e  Pole  enthalten,  sowie 
reciproke  Gerade,  die  sich  decken.  Wenn  der  Puncl  u  auf  der 
ihm  entsprechenden  Ebene  u'  liegt,  oder  die  Ebene  u'  den  ent- 
sprechenden Puncl  u  enthält,  so  genügen  sie  der  Gleichung 
u^u\  -\-  u.,  11' 2  -\-  «3  "  3  -H  Ux  "1  =  0 

(1.  i.     ^^^{a^Hx  +  ■.)  +  n2{«2^h  +  •■)  +  "3(a3Mi  +  .-)  +  i<4  («4 '<i  + ..)   =   ti 
oder     {ii'ßyä)i<'\  +  {uu'yd)u'2  +  (aßu'6)u'-j  +  {aßyn')H'i    =    U 

Also  giebl  es  eine  Doppelserie  solcher  Puncle  und  Ebenen.  Diese 
Elemente  sind  Puncte  und  Tangentenebenen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung,  die  nach  Beschattenheit  der  Goeflicienten  cf,  ß.  y,  ö 
entweder  nicht  real  oder  elli])tisch  oder  hyperbolisch  isl,  und  die 
ein  Kegel  sein  würde  in  dem  ausgeschlossenen  Fall  [aßyd]  =  0. 
Hierauf  gründen  sich  die  von  M.vgnus  Aufgaben  II  §.  25  ge- 
machten Unterscheidungen  der  Reciprocität.  .Vergl.  Reye  Geom. 
d.  Lage  II,  4.    Schröter  Obei-lliiclicn  2ter  Ordnung  §§.  20  und  50. 

13.  Die  Coefficienten ,  deren  Determinante  nicht  null  ist, 
können  insbesondere  so  bestimmt  werden,  dass  für  die  Puncte, 
welche  auf  ihren  Polaren  liegen,  eine  Gleichung  nicht  exislirt. 
dass  also  alle  Puncte  auf  ihren  Polaren  liegen.  Dann  hat  man 
nicht  mehr  eine  Figur  von  Puncten  und  eine  reciproke  Figur 
von   Ebenen    zu    unterscheiden,    sondern    durch   eine   Figur   ist 
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zugleich  eine  Reciproke  derselben  ])cslinimt.  Möbils  a.  a.  0.  Die 
erforderlichen  Bedingungen  sind 

«)    =    0,        ß2    =    0,         ^3     =    0,         ö,     =    0 
Ä    +   «2     =    0  dl    +   «4     =     0 

yi  +  «3  =  <^         s-i  +  ßi  =  ^ 

Y2   +   ,?3     =    U  dg    +    74     =     0 

SO  dass 

«!«!  +  ..=  *  +   ßi  «2    +    Yi  1h  +  ^l  "4 

«2«!  +  .   .     =  —  /?i?«i  *  +   )'2«3  +  «^2  «4 

«3  «1  +  .   .     =  —  71  «x    —  J'2  ^'2  *  +  ^3  **1 

ß4?<i  +  .  .     =  —   Öytli   —  62U2   <^3"3  * 

Da  die  Delerininanlc  dieses  Systems,  Nvelehe  nach  Delerm.  §.  ö,  8 
den  Werth  (/:^i(?3  —  yi^2~^  72^]) ~  ^'^^^  nicht  null  ist,  so  bleiben 
6  Coefficienten  des  Systems  frei. 

Ein  derartiges  System  ist  (vergl.  §.  48,  3) 

j}  =  F  +  hl/  —  gz.      q  =   —  fix  +  G  +  fz,      r  =  gx  —  fg  +  H 
s  =   —  Fx  —  Gy  —  Hz 

Während  fF-\-gG-k-hII  nicht  null  ist.  Denn  bei  allen 
X.   y^i   z  ist 

]}x  +  qy  +  rz  +  s  =   0 

d.  h.  jeder  Punct  x\(j\z  liegt  auf  seiner  Polare  2>'l5'|r|s.  Wenn 
nun  x'\y'z'  ein  Punct  dieser  Ebene  ist,  so  hat  man 

2)x'+  qg'+  rz'  +  s   =   0 

Dabei  ist,  wenn  p'  =  F  -j-  hxj' —  gz\  u.  s.  w., 

p'x  +  qy  +  r'z  +  s'  =  —  j)x' —  qy' —  rz' —  s   =   0 

d.  h,  x\y\z  ein  Punct  der  Ebene  p'\q'\')''\s\  deren  Pol  x'\y'  z'. 
Die  Ebenen  p\q\r  s  und  ■p'\q'\r'\s'  enthalten  beide  die  Puncto 
x\y\z  und  x'\y" z\  also  liegt  die  Gerade  der  Ebenen  auf  der 
Geraden  ihrer  Pole.  Es  giebt  eine  Tripelserie  von  solchen 
Geraden  (Doppellinien)  ,  und  zwar  einen  linearen 
Complex.     Denn  px'  +  qy'  +  rz'+  s 

=  F{x'-x)  +  G{y'-y)  +  H{z'-z)  +  f{yz)  +  g{zx)  +  h[xy) 


§.  52.    Homot.'cne  Comdinatcn  eines  Punctes  und  einer  Ebene  etc.      433 

isl  c'ww  liiKNirc  l'onn  der  G  lionioiieneii  (loordiualeii  der  rier.i- 
(len,  auf  welcher  die  Puncle  x\y\z  und  x'  y'  z   liegen  (§.  49,  9). 

Der  unendlichfernen  Ebene  entspricht  der  Puncl  (/>  =  0, 
^  =  0,  r  =  0)  d.  i.  dei"  uneiullichferne  Puncl  der  Ilaupt- 
riclilnn»  f\c/h.  Den  l^^benen  einer  unendlichfernen  Geraden 
entsprechen  die  Puncte  einer  Geraden,  welche  die  flauptrichtunt; 
hat.  Den  zur  Hauptrichtung  normal  gestellten  Ebenen  ent- 
sprechen die  Puncte  einer  ausgezeichneten  Geraden,  welche  die 
ilauptrichtung  hat,  und  die  Ilauptaxe  der  Figur  heisst. 

Die  Polare  eines  Punctes,  welche  den  Punct  enthält,  war 
von  M()itns  a.  a.  0.  die  Gegenebene  des  Punctes  genannt  \Nor- 
den.  und  der  Punct  der  (iegenpunct  der  Ebene,  auf  der  er 
liegt.  Hei  statischen  Betrachlungen  hat  Möbhs  1837  Statik 
§.  Si  IV.  dieselbe  l*olare  eines  Punctes  seine  Nullebene,  den 
Pol  einer  Ebene  ihren  Xu  11  punct,  und  die  Figur  nebst  einer 
derartigen  Reciproken  ein  Nullsystem  genannt.  Vergl.  Magxus 
Aufgaben  II  §.  27,  Staldt  Geom.  d.  Lage  §.  24  und  Beiträge 
§.  5,  Plücker  1863  arl.  15  ff.  Reye  Geom.  d.  Lage  II,  10.  Schröter 
Oberflächen  2ter  Ordnung  §.  36. 
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Capitel  X. 
Flächen  und  Linien. 


§.  53.   Kesel,  Cyliiider,  Rotationsfläche. 

1.  Unter  den  Flüchen  sind  im  Alterlhum  ausser  der  Ebene 
die  Kugel,  der  Cylinder,  der  Kegel,  die  Rotationsfläche  betrachtet 
worden.  Stereom.  §.  3,  I.  Zu  den  Rotationsflachen  gehören  die 
von  Arciumi'Des  so  genannten  Sphäroide  und  Gonoide;  jene 
entstanden  durch  Holation  einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe 
(das  lange  Sphäroid,  7TaQaf.iiix£g),  oder  um  ihre  kleine  Axe 
(das  platte  Sphäroid,  eninl(xtv)\  diese  entstanden  durch  Ro- 
tation einer  Para])el  oder  einer  Hyperbel  um  ihre  llauptaxe 
(das  parabolische  und  das  hy  i)erbolisch  e  Gonoid).  Proclus 
im  5ten  Jhdt.  n.  Ghr.  berichtet,  dass  auch  die  Fläche,  \Yelclie 
durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  Gerade  seiner  Ebene  ent- 
steht, und  die  Namen  onuQa,  x()/xoc,  torus  erhalten  hat,  von 
dem  Alexandrinischen  Mathematiker  Perskis  (etwa  130  v.  Ghr.) 
nach  ihren  Planschnitten  untersucht  worden  ist.  Ki.ügel  math. 
W.  4  p.  457.    Ghasles  Ap.  histor.  note  1. 

Unter  Benutzung  der  Buchstabenrechnung  wurden  im  17ten 
Jhdt.  andre  Flächen  untersucht.  Wallis  1663  Opp.  II  p.  683  hat 
die  Planschnitte  und  die  Gul)atur  einer  Regelfläche  gegeben, 
die  er  Gono-cuneus  (Kegel-Keil)  nannte.  Ihre  Geraden  sind 
horizontal,  und  schneiden  einen  verticalen  Kreis  und  eine  ver- 
ticale  Gerade.  Klügel  math.  W.  3  p.  302.  Meier  Hirsch  geom. 
Aufgaben  II  §.  178.  Wren  Phil.  Trans.  1669  hat  eine  Rotations- 
fläche betrachtet,  welche  er  ein  Gylindroid  nannte.  Dieselbe 
entsteht   durch    Rotation    einer   Hyperbel    um    ihre   zweite  Axe, 


§.  53.     Keiiel,  Cylinder,  RotiitioiisfläLlie.  ißo 

oder  durch  Rotation  eines  uneltenen  ViciX'cks  um  eine  seinei" 
Seilen,  und  ist  sowohl  eine  UeizeKUiehe  tils  auch  ein  hyper- 
boüsches  Hyperboloid.  Solche  Flachen  sind  ebenfalls  Conoide 
genannt  worden  (§.  48,  6).  Von  grösserem  Einfluss  war  die 
Appendix  über  die  Flächen,  welche  Eli.kr  1718  seiner  inti-o- 
diuiio  beigegeben  hatte.  Man  findet  darin  die  Unterscheidung 
der  Flachen  ^ter  Ordnung  nach  ihren  Species. 

3.  Linien  auf  Flächen,  unebene  Linien  auf  einem  Rota- 
lionscylinder  und  auf  einer  Kugel,  sind  von  den  üllern  grie- 
chischen Mathematikern  in  Retracht  gezogen  worden.  Dazu 
gehört  die  von  Archytas  erdachte  Linie  (§.  25,  4),  die  Schrau- 
benlinie (?)  7r£oi  y.vlivÖQov  "A<^  Pa])pus  IV,  28) ,  welche  mit  den 
(leraden  des  Cylinders  gleiche  Winkel  l)ildet,  die  sphärische 
Spirale,  welclie  mit  der  .Vrchimedeischeii  ])lanen  Spirale  gleiche 
Delinition  hat,  Pappis  IV,  :K>.  Kli  (;i;l  math.  W.  I  p.  147,  Ciiasi.ks 
Aj),  hislor.  l  §,  24  ff. 

In  der  neuern  Zeil  wurde  die  Linie,  welche  mit  den  Meri- 
dianen einer  Kugel  (einer  Rolationsfläche)  gleiche  Winkel  bildet, 
als  uneben  erkannt  von  Xonus  1546,  und  Loxodromia  spliae- 
rica  genannt  von  Snellu  s  1624,  Stereom,  §.  5,  6.  Kllcjkl  math, 
\V,  3  p,  248.  Uneben  ist  im  Allgemeinen  die  Linie  einer  Fläche, 
welche  zwischen  zwei  Funden  der  Fläche  die  kürzeste  isl. 
Das  Problem  der  kürzesten  Linien  wurde  von  Jon.  Berxoilli 
1698  in  den  Acta  Erud.  gestellt  und  gefördert.  Vergl.  dessen 
Brief  an  Leibniz  1698  Aug.  16,  Fäne  kürzeste  Linie  einer  Fläche 
wird  seit  dem  I9ten  Jhdt,  eine  geodätische  Linie  (geodesique) 
genannt. 

Eine  unebene  Linie  (Raumcurve;  \\ird  durch  2  ihrer  Pro- 
jectionen  bestimmt,  z.  B,  durch  ihre  Projection  auf  die  Ebene 
yz  durch  Gerade,  die  mit  x  parallel  sind,  und  durch  ihre  Pro- 
jection auf  die  Ebene  zx  durch  Gerade,  die  mit  y  parallel  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  die  beiden  Planlinien,  durch  welche  die  un- 
ebene Linie  bestimmt  werden  kann,  ist  dieselbe  eine  ligne 
ä  double  courbure  genannt  w-orden  von  Pitot  in  der  An- 
merkung über  Linien  auf  Flächen,  welche  einer  Abhandlung 
desselben  Autors  über  die  Schraid>enlinie  (Mem,  de  Paris  1724) 

28* 
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iingehängt  ist.  Diese  Benennung  wurde  angenommen  und  ein- 
geführt von  Clairai  T  Recherches  sur  les  courbes  a  double  cour- 
bure  1731.  Flexion  und  Torsion  als  zwei  Krümmungen  einer 
unebenen  Linie  sind  erst  später  unterschieden  worden.  Eine 
unebene  Linie  wird  doppelt -gekrümmt,  gewunden,  gauche, 
Iwisted,  gobba  genannt. 

3,     Die  Gerade 

X  —  a   =   a{z — c),       ij  —  b   =  ß{z  —  c) 

enthält  den  Punct  a  b\c  und  die  Richtung  a'ß  \.  Wenn  a,  ß 
durch  eine  Gleichung  nten  Grades  verbunden  sind,  so  giebt  es 
eine  Serie  von  Geraden  des  Punctes  a  blc,  die  Geraden  eines 
Kegels  nter  Ordnung  mit  dem  Centrum  a  b  c.  Das  System 
der  3  Gleichungen  für  a; ,  y ,  s ,  a ,  ß  giebt  eine  Gleichung  für 
X,  y,  z,  die  Gleichung  des  Kegels.    Indem  man  «,  ß  in  der  sie 

verbindenden   Gleichuns    durch   , ersetzt ,    und   mit 

(z  —  r)"  multiplicirt ,  findet  man  die  Gleichung  w  =  0  des 
Kegels  nter  Ordnung,  wo  u  eine  Form  nten  Grades  der  x  —  «, 
?/  —  b.  z  —  c.    Clairait  1731  Recherches  31. 

Die  Gleichung  für  a,  ß  ergiebt  sich,  wenn  die  Geraden 
des  Kegels  eine  gegebene  Linie  [v  =  0 ,  w  =  0)  aus  dem 
Centrum  a|&|c  projiciren.  Indem  man  x,  y  durch  zausdrückt, 
erhält  man  2  Gleichungen  für  «,  /i,  s,  eine  Gleichung  für  cf,  ß. 

Ueberhaupt ,  wenn  /j  ,  l^^  l^  von  einander  unabhängige 
lineare  Functionen  der  x^  ?/,  z  sind,  und  wenn  ii  eine  Function 
nten  Grades  der  «  =  Z]  :  Zg ,  ß  =  l^  :  l^  ist,  mithin  «Zg**  eine 
Form  nten  Grades  der  Zj,  l^^  Zg  :  so  ist  die  Fläche  «  =  0  ein 
Kegel  nter  Ordnung  mit  dem  Centrum  (Z^  =0,  Z2  =  0,  Zg  =  0), 
eine  Gerade  desselben  ist   (Z^  —  aZg  =  0,  l^  —  /^Zg  :^  0). 

Wenn  u  eine  Function  7iten  Grades  der  a;,  ?/,  2,  so  ist  die 
Fläche  li  =  0  ein  Kegel  mit  dem  Gentrum  a  b  c  nur  unter 
der  Bedingung,  dass  u  eine  Form  der  x  —  a,  y  —  6,  z  —  c  ist. 
Durch  die  Substitution  x  =  x' +  a ,  y  =  y'+  b.  z  =  z  +  c 
wird  M  =  v„  -t-  ?^,j_i  -f-  .  . ,  wo  V{  eine  Form  ilen  Grades  der 
x\  y'.  z    und  \n  —  e)ten  Grades  der  a,  6,  c  ist.     Also  wird  u 
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eine  Form  nion  Grades  der  x  —  a,  y  —  i,  z —  c,  wenn 
i')i__i  -+-  ..  mill  ist  l)ci  allen  x',  y',  z  .  Nun  werden  3  Coeffi- 
cicnlen  von  ?'„  _  ^  null,  wenn  «,  6,  c  eindeutig  bestimmte 
^Vertlle  erhallen;  dahei  sind  aber  die  übrigen  Coefncienlen  im 
Allgemeinen  nieht  null. 

4.  Bei  einem  orthogonalen  Trieder  xyz  sei  x  ,y'\z'  ein 
l'uncl  des  Kreises,  dessen  Diameter  ON  =  '^a  auf  der  Geraden 
ij  liegt,   und  der  von  der  Geraden  .r  berührt  wird ;   also  ist 

x'""-  +  y'{y'—'2a)   =  0,      s'  =  0 

Aul'  dem  Kegel,  welcher  den  Kreis  aus  dem  Centrum  S[()  b\c] 
projicirt,  liegt  die  Gerade  der  Puncte  x\y\z^  x'\y'\^^  0|6|c; 
also  ist 

x'    _   y'—h    _     —c  x\z  —  c)   ^  —ex 

X  y  —  6  z  —  c  y\z  —  c)    =  hz  —  cy 

daher  für  den  Kegel 

c-x-  ■¥  {hz — cy)[bz  —  cy  —  2az  +  2ac)   =   0 

Derselbe  ist  ein  Rotationskegel  bei  b  =  a. 

Die  Ebene  a;  =  0 ,  gegen  welche  der  Kegel  symmetrisch 
liegt,  enthält  die  beiden  extremen  Kanten  O-S,  NS  des  Kegels, 
in  welchen  die  Ebene  a;  =  0  von  den  Ebenen  hz  —  cy  =  0, 
bz  —  cy  —  2az  +  'iac  =  0  geschnitten  wird.  Die  Gleichung 
des  Kegels  zeigt  an,  dass  das  Product  der  Distanzen  eines 
Kegelpunctes  von  den  beiden  letzlern  Ebenen  zu  der  Quadrat- 
Distanz  des  Kegelpunctes  von  der  erstem  Ebene  ein  constantes 
Verhältniss  hat. 

Eine  Ebene  der  Tangente  x  giebt  einen  Kegelschnitt,  dessen 
Axe  OA  auf  der  Ebene  ONS  liegt,  während  die  andre  Axe 
mit  X  parallel  ist.  Der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel ,  wenn 
NA'^  Ä^S^  eine  Parabel,  wenn  NA  unendlich,  OA  mit  Ä-S 
parallel  ist,  eine  Ellipse,  wenn  N'A  <  Ä^S.  Die  Ellipse  ist  ein 
Kreis  {To/.ir]  VTievarzia,  seclio  subconlraria) ,  wenn  das  Dreieck 
SOA  dem  Dreieck  SA^O  ähnlich  ist. 


438  Cap.  X.    Flächen  und  Linien. 

5.  I.  Wenn  u  eine  Function  des  Punctes  Q[x'yz]^  und 
\venn  die  Fluxionen  der  u  nach  a,  y.  z  daselhsl  die  Werthe 
Ui ,  11-2,  "3  hal)en,  so  hat  die  Gleichung  der  Fläche  w  =  0  die 
Differenlialgleichung  u^dx  -4-  u-idy  H-  a-idz  =  0.  Nach  §.  49,  7 
ist  die  Richtung  dx  dy  dz  in  der  Stellung  «,1*2 '«3  enthalten, 
d.  h.  ein  von  Q,  anfangendes  Bogenditferential  der  Fläche  m  =  0 
liegt  auf  derjenigen  Ebene  des  Punctes  Q,,  welche  die  Stellung 
II  ^  «'2 1  "3  '^''tj  '''^^f  ^ißi'  Tangenten  ebene  der  Fläche  w -— 0  an 
dem  Punct  x\y  z.  Wenn  die  Strecke  QP[x\y  z  •  ^rj\'C.)  die 
Richtung  dx\dy\dz  hat,  so  ist  sie  eine  Tangente  der  Fläche, 
und  liegt  auf  der  Tangentenebene.    Daher  hat  man 

"i(s  — «)  +  MoC»?  — y)  +  »3(?  — 2^)  =  0 

für  den  Punct  ^j*;  t  der  Ebene,  welche  die  Fläche  u  =  0  in 
dem  Punct  x  y\z  berührt.  Wenn  daselbst  u^^  n.^,  »3  null  sind, 
so  giebt  es  nicht  unbedingt  eine  Tangentenebene. 

Nach  der  Eigenschaft  der  homogenen  Functionen  wird 

durch  nu  —  u^  ausgedrückt,  wenn  eine  Form  ?iten  Grades  der 
a',  y,  z,'  t  und  ihre  Fluxionen  bei  t  =  1  die  Werthe  n,  ?<, ,  ti.^, 
t<3,  !<j   haben.    Also  ist  auch 

Hl  ^  +  UiTj  +  «3  'C,  +  «4    =    0 

II.  Die  aus  dem  gegebenen  Punct  F[B[rj\'C)  gesehene 
Fläche  u  =  0  hat  einen  bestimmten  scheinbaren  Contour: 
der  Punct  Q  liegt  auf  demselben,  wenn  die  Gerade  FQ  von 
der  Fläche  in  Q  berührt  wird,  mithin  auf  der  Ebene  liegt,  von 
welcher  die  Fläche  in  Q  berührt  wird.    Daher  hat  man  für  Q 

IC  =   0,       Ui§  +  n2Tj  +  i<z'C,  +  >!i   =   0 

Der  scheinbare  Contour  einer  Fläche  ?iter  Ordnung  liegt  auf 
einer  bestimmten  Fläche  (n  —  Ijter  Ordnung.  Der  scheinbare 
Contour  einer  Fläche  2ter  Ordnung  liegt  auf  einer  bestimmten 
Ebene,  der  scheinbare  Contour  einer  Fläche  3ter  Ordnung  liegt 
auf  einer  bestimmten  Fläche  2ter  Ordnung. 

Aus  dem  scheinbaren  Contour  der  Fläche  wird  wie  oben 
der   der   Fläche   umgeschriebene   Kegel  gefunden,    welcher   den 
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si-heinl)aren  Conlour  aus  dem  riiiicl  P  projirirt.  Der  Punct 
x'\y'  2' liegt  niiinlieh  auf  dem  Kegel,  ^ve^n  er  der  fW-radcn  PCl 
angehört;  also  hat  man 

^'—1  ^  y'—n  ^  *'— _? 

x  —  S,  x  —  ri  z  —  t, 

i  (ileichungen  für  x' ,  y\  z\  x,  y,  2,  mithin  eine  (ileiehung 
für  x\  y\  z' .  Monge  Applications  1795  §.  IH.  Cuciiv  Appii- 
ealions  1820  Add.  1.  Nach  Joacuimstiial  lindet  man  (V^w  Kegel 
direct  durch  Formation  einer  Discriminanle.  Vergl.  unten 
§.  5Ö,  10. 

III.  Weiui  /■  eine  gegebcue  Fnnction  der 

X  —  a  ,         11  —  h 

«  =  (9  =  •' 

z  —  c  z  —  c 

so  ist  die  Flache  /"  =  0  ein  Kegel  (3)  nnt  dem  (lentrum  a  b  c 
Die  Uitlerentialgleichung /,  (/«  -^  f.^dß  =  0  giebl 

ndx  +  f2dy^  {ccf,+ßf.)dz   =   (J 

Also  hat  man  für  den  Punct  ^  >^  -'  der  F^bene,  von  welcher 
der  Kegel  in  x  y  z  berührt  wird 

folglich  ist 

A{^-  a)  +  foiri-b)  -  {af.+ßfoKQ-c) 
=   f,{x-a)  +  My-h)-{af,+ßf2){z-c)   =   0 

d.  h.  die  Tangentenebene  enthält  das  Centrum  a  b  c,  mithin 
die  Gerade  des  Kegels  a  b  c-x  y  :.  Ihre  Stellung  ist  durch 
die  Werthe  «,  ^y,  /j ,  /,  bestimmt  d.  h.  durch  die  liichtung 
a  b  c  •  X  y\z:' der  Kegel  wird  in  allen  Puncten  einer  seiner 
Geraden  von  derselben  Ebene  berührt ,  er  wird  im  Ceutrum 
von  allen  seineu  Taugentenebenen  berührt. 

IV.  Wenn  durch  den  Punct  Q  einer  Fläche  eine  Gerade 
geht,  welche  der  Fläche  angehört,  so  liegt  die  Gerade  auf  der 
Ebene,    von    welcher    die   Fläche    Ln    Q    berührt    wird.      Wenn 
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2  Gerade    des  Q  der  Fläche    angehören,  so   liegen   sie  auf  der 
Ebene,  von  welcher  die  Fläche  in  Q  berührt  wird. 

Wenn  die  Fläche  eine  Regelfläche  der  Geraden  a,  bj  c 
ist ,  so  gehn  durch  die  Puncte  A^,  ^2  ?  •  •  ^^^"  Geraden  a  ein- 
deutig beslimmte  Gerade  der  Ebenen  A^b  und  A^c^  A.^b  und 
A2C,  .  • ,  welche  zugleich  ö  in  i?j ,  B^.  .  .  und  c  in  C^ ,  C^^  .  . 
schneiden.  Vergl.  Trigon.  §.  7,  16.  Dann  ist  das  Doppelver- 
hältniss  der  Puncte  A^ ,  A.^ ,  ^3 ,  A^  gleich  dem  Doppel verhält- 
niss  der  Ebenen  c^j,  cA.2^  0^3,  cA^^  dieses  gleich  dem  Doppel- 
verhältniss  der  Puncte  ßj,  B.^.,  -B3,  -64,  und  dieses  gleich  dem 
Doppelverhältniss  der  E])enen  aB^^  aB.2,  « -B3 ,  aB^.  Bei  ver- 
schwindenden Distanzen  der  Geraden  a,  />,  c  enthalten  die  Ge- 
raden ^,  i>j  Cj ,  ^2-^2^2)  ••  J^  ^  ™^^  ^1'  ^2)  •  •  vereinte  Puncte 
der  Fläche,  und  liegen  mit  a  auf  den  Ebenen,  von  welchen 
die  Fläche  in  A^,  A^,  .  .  berührt  wird.  Wenn  dabei  die  Ge- 
raden a  und  b  nicht  auf  eine  Ebene  fallen,  so  liegen  A^B^  und 
A2  B2  nicht  auf  einer  Ebene ,  und  die  Tangentenebenen  a  B^ , 
0^2  sind  verschieden.  Also  wird  die  Regelfläche  in  verschie- 
denen Puncten  einer  ihrer  Geraden  von  verschiedenen  Ebenen 
berührt,  so  dass  das  Doppelverhältniss  von  4  Tangentenebenen 
der  Geraden  dem  Doppelverhältniss  der  Berührungspuncte  gleich 
ist;  dagegen  wird  eine  Developpable  in  allen  Puncten  einer 
ihrer  Geraden  von  derselben  Ebene  berührt.  Auf  diesen  Unter- 
schied hat  MelsiMer  1780  Mem.  presentes  t.  10  p.  491  ff.  auf- 
merksam gemacht;  die  Gleichung  der  Doppelverhältnisse  ist 
von  Chasles  1839  in  Quetelet  Gorresp.  t.  11  p.  50  gegeben  wor- 
den.   Vergl.  Salmon  Geom.  of  3  dim.  410  ff. 

6.  Wie  die  Serie  von  Geraden,  welche  auf  einem  Kegel 
liegen,  so  kann  man  eine  Serie  von  irgend  welchen  Linien  in 
Betracht  ziehn,  welche  eine  l)estimmte  Fläche  eijfüUen.  Wenn 
V,  10  gegebene  Functionen  von  x,  y^  z  sind,  und  a,  ß  durch 
eine  Gleichung  verbundene  Parameter,  so  giebt  es  eine  Serie 
von  Linien  [v  =  a^  w  =  ß)  ^  welche  eine  Fläche  erfüllen, 
deren  Gleichung  m  =  0  durch  Elimination  von  a,  ß  erhalten 
wird.  Die  Richtung  dx\dy\dz,  enthalten  in  den  Stellungen  der 
Ebenen,  welche  in  dem  Punct  cc\y\2  die  F'lächen  v  =  a,  w  =■  ß 
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hcM'ülircn,  ist  auch  in  der  Slelluiiii    der  Ebene  enlhallcn,    von 

welcher    die    Flache    ?<  =  0    daselbst    l)erilhrl  wird.    Man  fin- 
det also 

Uidx  +  u-idy  4-  H^idz  =   0  j  «i      U2     «3   | 

7                7                7              >  .           ^{u,  V,  w) 

Viäx  +  v-idi/  +  v^dz   =    0  \  Vi      «^2      ^3       ==   0,         y^    —    -  (   =    ü 


tVidx+  w.2di/+  w>dz  =0         \  10^     tv-^     W3 


ö(a;,  y,  z) 


die  j)artiale  Differentialgleichung  jeder  Fläche,  welche 
durch  die  Serie  (y  =  a,  w  =  ß)  erfüllt  wird,  wenn  a,  (i 
durch  irgend  eine  Gleichung  verbunden  sind.  Die  Gesainmt- 
heit  der  Flächen,  welche  derselben  partialen  Differentialgleichung 
genügen  (eine  unendlichfache  Serie)  ,  ist  eine  Familie  von 
Flächen  genannt  werden.  Monge  Mem.  de  Turin  1770 — 73, 
Meni.  de  Paris  1784  p.  85.  Applications  1795  §.  II  ff.  Caichy 
Ai)])lications  1826.  Add.  II,  u.  A.  Z.  B.  x  —  a  =  c([z  —  c), 
1/  —  b  =  ß[z  —  c)   giebl  dx  =  adz^  dy  =  ßdz^  folglich 

Ui{x  —  a)  +  u-iiy  —  b)  +  Uii^  —  c)  =  0 

die  parliale  Differentialgleichung  der  Familie  von  Kegeln  mit 
dem  Centrum  «j  6  c.  In  der  That  ist  dann  u  eine  Form  der 
X  —  fl,  y  —  i,  z  —  c,   folglich  u.  s.  w . 

7.  Der  Kegel  ?iter  Ordnung  hat  mit  einer  Ebene  eine  Plan- 
linie ?iter  Ordnung  gemein ,  die  aus  n  Geraden  besteht ,  w  enn 
die  Ebene  das  Centrum  des  Kegels  enthält.  Die  unendlichfer- 
nen Puncte  des  Kegels  liegen  auf  der  unendlichfernen  Linie, 
welche  der  Kegel  mit  der  unendlichfernen  Ebene  gemein  hat. 
Wenn  der  Planschnitt  reducibel  ist,  so  besteht  der  Kegel  aus 
Kegeln  niederer  Ordnungen.  Wenn  der  Planschnitl  singuIär 
ist,  so  ist  der  Kegel  singulär  und  hat  mehrfache  Gerade.  Die 
concentrische  Kugel  mit  dem  Radius  1  schneidet  den  Kegel  in 
einer  sphärischen  Linie,  dem  Sphärenschnitt  des  Kegels, 
durch  welchen  der  Kegel  bestimmt  wird.    Stereom.  §.  5,  2. 

Zwei  Planschnitte  eines  Kegels  sind  perspectivische ,  also 
collineare  Figuren.  Wenn  dem  Punct  x  y  z  des  Kegels  (3)  auf 
der  Ebene  a;  =  0  der  Punct  0  «/'  z\  und  auf  der  Ebene  ^  =  0 
der  Punct  a-"  0   ^"entspricht,  so  ist 
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—  a 

=   tt{z'~c) 

y'-h    =    ß{z 

- 

-c) 

x" —  a 

=   a{z"-c) 

x" —  « 
—  a 

ff          ay' 

-b  =  ß{z 

z" — c            — h 
z' — c           y' — h 

cy'—hz' 
y'—b 

^c) 

(1.  1 

i.     x"  :   z"  : 

1    verhalten 

sich,    wie    lineare 

F 

unetionen 

der 

v\  ' 

:'.     Vergl.  §. 

30,  7. 

Wenn  /,•  eine  Form  elen  Grades  von  x^  ?/,  z,  so  liegt  die 
Linendlichferne  Linie  der  Flache  /jj  +/,j_  j  -f  .  .  =  0  auf  dem 
Kegel  f\^  =  0.  Ebenen,  von  welchen  die  Flache  in  ihren  un- 
endlichfernen Puncten  l)erührt  wird,  sind  mit  den  Tangenten- 
ehenen  dieses  Kegels  parallel.  Zwei  eoncentrische  Kegel  der 
Ordnungen  m,  n  haben  mn  Gerade  gemein  entsprechend  den 
el)ensoviel  gemeinschaftlichen  Puncten  der  Linien,  in  welchen 
die  Kegel  von  einer  Ebene  geschnitten  werden. 

8.  Der  Kegel  erster  Ordnung  ist  eine  Ebene.  Der  ordinäre 
Kegel  2ter  Ordnung  hat  entweder  ausser  dem  Centrum  keinen 
realen  Puncl,  oder  er  ist  real,  und  wird  von  einer  Ebene  je 
nach  deren  Stellung  in  einer  Ellipse  oder  in  einer  Hyperbel 
oder  in  einer  Parabel  geschnitten.  Der  singulare  Kegel  2ter 
Ordnung  ist  reducibel,  und  besteht  aus  2  Ebenen,  welche  eine 
reale  Gerade  gemein  haben,  oder  ganz  zusammenfallen. 

Wenn  die  Geraden  /,  g  den  Punct  0  gemein  haben,  und 
wenn  eine  beliebige  Ebene  der  /  von  einer  Ebene  der  g  normal 
geschnitten  wird  in  der  Geraden  s,  so  sind  /,  g^  s  Gerade 
eines  besondern  Kegels  2ler  Ordnung:  dieser  Kegel  wird  von 
Ebenen,  welche  normal  zu  den  Geraden  /,  g  gestellt  sind,  in 
Kreisen  geschnitten.  Denn  die  Ebene,  deren  Normale  /  ist, 
schneidet  /  in  A,  g  in  5,  und  enthält  den  rechten  Winkel  BCA^ 
dergestalt  dass  die  Ebenen  fC  und  gC  normal  zu  einander 
stehn.  U.  s.  w.  Binet  Corresp.  sur  l'ec.  polyt.  11  p.  71  ,  voll- 
ständiger Steixer  syst.  Entw.  53.  II,  I  und  16.  Dieser  Kegel  ist 
von  Schröter  Grelle  J,  85  p.  41  und  Oberflächen  2ter  Ordnung 
j).  67  untersucht  und  ein  orthogonaler  Kegel  genannt  worden. 
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Wenn  die  Geraden  /,  ^,  h  des  Fundes  0  normal  zu  ein- 
ander sind,  so  ist  ein  Kegel  2ler  Ordnung  der  Geraden  1\  g^  h 
ein  besondrer:  jede  Gerade  des  Kegels  bildet  mit  2  andern 
Geraden  desselben  ein  Tri[)el  von  Geraden,  die  norni;d  zu  ein- 
ander sind,  so  dass  der  Kegel  von  jeder  zu  einer  seiner  (jera- 
den  normal  gestellten  Ebene  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
geschnitten  wird.  Diese  Wahrnehmung  wurde  von  .Ioachimstiiai. 
1859  Grelle  .1.  öü  p.  284  und  Hesse  1861  Anal.  Geora.  d.  R. 
Vorles.  1(3  gemacht,  einfach  bewiesen  von  VouiT  Grelle  .1.  86 
p.  297  und  Schröter  Oberll.  2.  Or.  p.  75.  .Nach  Steiner's  »gleich- 
seitigeniM  hyperbolischen  Paraboloid  (syst.  Entw.  .ö2,  II.  Mag.m  s 
Aufgaben  II  p,  249)  ist  dieser  Kegel  ein  gleichseitiger  Kegel 
genannt  \Aorden. 

Der  besonderste  Kegel  2ter  Ordnung  ist  der  Kolations- 
kegel,  dessen  Gerade  mit  einer  gegebenen  Geraden,  der  Axe 
des  Rotationskegels,  gleiche  Winkel  bilden.  Der  Rotationskegel 
wird  nur  von  solchen  Ebenen,  die  normal  zur  Axe  gestellt  sind, 
in  Kreisen  geschnitten.  Der  Punct  F  auf  einer  Geraden  s  des 
Kegels,  welche  mit  der  Axe  /  einen  gegebenen  Winkel  bildet, 
habe  die  rechtwinkeligen  Goordinaten  a?,  ?/,  r,  und  das  Cenlrum 
M  sei  a  b  c.     Dann  ist  durch  Normalprojection  auf  / 

MP  cos^ls   =   {x  —  a)ro%xl  +  {ij  —  b)ci)syl  +  {z  —  c)cos2;^ 
((x  — «)2  +  (y  — 6)2  +  [z  —  cy]coins  =  [ix  —  a)cosxl+  ..]2  =  o 

Insbesondere,  w  enu  /  mit  x  parallel  ist,  wenn  MP  die  recht- 
winkeligen Goordinaten^,  Y,  Z  hat,  Ä  =  MÄ^,  NP  =  J^tangxi-, 
so  ist 

Y2  +  z^-  —  X-2  lanii^ars  =  0 

9.  Die  Gerade  (|  —  a  =  a'C,  /;  —  b  =  ßl^)  des  Punctes 
^  t]  L  und  der  Richtung  cißi  projicirt  den  Punct  x  y  z  der 
Linie  [v  =  0,  ic  ==  0)   unter  den  Bedingungen 

a;  —  a  =   az,       y  —  h   =  ßz 

Dann  sind  a,  b,  x,  ?/,  z  durch  4  Gleichungen,  mithin  a,  b  durch 
eine  Gleichung  verbunden.  Indem  man  in  dieser  Gleichung 
a,  b  durch  ^  —  aZ,  r^  —  ßL  versetzt,  findet  man  die  Gleichung 
u  ^  Q  des  G y  1  i n d e r s ,  welcher  die  Linie   '\v  =  0.  zu  =  0 ) 
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in  der  Richtung  «i/i|i  projicirt.  liier  ist  u  nur  von  2  Va- 
riablen <! —  aC,   r]  —  ß'C  abhängig. 

Man  kann  «,  b  eliniiniren,  und  hat  I   Gleichungen 

ß  ß 

für  ^',  >;,  C,  a;,  ?/ ,  z,  mithin  eine  Gleichung  für  ^,  /;,  C,  die 
Gleichung  des  Cylinders.  Z.  B.  für  den  Cylinder,  welcher  die 
Ellipse 

x^-        iß 


/2 

=     1,  C    =    0 


projicirt,  hat  man 


a  ß  ^'  »j2         "*"  «2 

Auf  einer  Geraden  des  Gyliuders  «,  6  constanl,  d§  =  ad'C, 
drj  =  /:?(/l',  folglich  (6)   ist 

die  parliale  Differentialgleichung,  welcher  alle  Cylinder  der 
Richtung  «|/y|l   genügen. 

Wenn  die  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  v  =  0  in  x\y\z 
berührt  wird,  die  Richtung  a\ß'.\   enthält,  so  hat  man 

V  =  0,       ViU  +  v^ß  +  v^  ^  0 

für  den  l'unct  x\y  z  des  scheinbaren  Conlours  der  in  der 
Richtung  cc:ß\\  gesehenen  Fläche  ?'  =  0,   und 

^-^^^    =    ^^  =   'Q-  Z,      V  =  0,      v\u  +  v-,ß  +  t?3  =   ü 
a  ß  ^ 

für  den  Punct  B\t]\K  des  der  Fläche  i->  =  0  umgeschriebenen 
Cylinders  der  Richtung  cc\ß':\.  Monge  a.  a.  0.  Vergl.  Caucuy 
a.  a.  0.    Leroy  Anal.  appl.  ä  la  geom.  des  3  dim.  c.  14. 

10.  Wenn  man  aus  den  Gleichungen  y  =  0,  iü  =  0  für 
X,  ?/,  z  die  Gleichungen  Ä  =  0  ohne  x.  Y  =  0  ohne  ?/,  Z  =  0 
ohne  z  componirt ,  so  sind  Ä  =  0 ,  Y  =  0 ,  Z  =^  0  Cylinder 
der  Richtungen  x,   y,   z,   welche   die   Linie    (r  =  0,    w  ^=  0) 
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projicircii.     Auf   den   eoordiiiiflcn   l-^boncii   erliiilt  iiiiiii  dii'  l'rti- 
jectionen  der  Linie 

(A'  =  0,  a;  =  0),     {Y  =(),?/  =  0),     (Z  =  (i,  ^  =  0) 

(leren  zwei  zur  Construclion  der  Linie  genügen. 

Ein  Cylinder  ist  durch  seinen  Normalschnitl  ItesUniinl.  Die 
Pliinschnille  des  Cylinders  sind  affine  Figuren.  Ein  Cylinder 
2ter  Ordnung  ist  entweder  elliplisch,  oder  hyperbolisch,  oder 
parabolisch,  je  nachdem  ein  Pianschnilt  desselben  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  oder  eine  Parabel  ist.  Auf  dem  elliplischen 
(Zylinder  liegen  Kreise  von  2  verschiedenen  Stellungen;  auf  dem 
Holalionscylinder  liegen  nur  Kreise  einer  Stellung. 

Aufgabe.  Sturm  1824  Gerg.  Ann.  14  p.  302.  Das  Dreieck 
AA'A"  soll  aus  dem  Punct  P{x\i/\z)  auf  eine  gegebene  Ebene 
nach  BB'D"  projicirt  werden,  so  dass  die  Projection  DB'B" 
eine  gegebene  Fläche  hat.  Die  El)enen  AA'A".  BB'ß"  seien 
die  coordinirten  Ebenen  xy ,  yz,  und 

^l(a|6  0),     A'{a'  b'  0),  .  .,     B{0\pq),     B'iOji'q'),.. 

Nun  sind  AB,  AP  parallel,   also 


!Z  = 


P 


b  = 


2)  —  b 

y  —  b  ; 

—  a{y  —  b) 


P 


bx  —  ay 


u.  s.  w.    Daher 


1 

az 

bx  —  ay 

X  —  a 

X  —  a 

a  z 

b'x  —  ay 

1 

X  —  a 

X  —  a 

1 

a  z 

h"x  —  a"y 

2BB'B' 

smyz 


\      a     b    \ 

1     a'   b'  \x'^z  =  k{x  —  u){^x  —  a' ){x  —  a") 
1     a"  b"\ 


d.  h.  P  liegt  auf  einem  Cylinder  3ter  Ordnung,  dessen  Gerade 
die  Richtung  y  haben,  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  bei- 
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den  gegebenen  Ebenen.  Wenn  a"  null  ist,  so  ist  der  Cylinder 
2ter  Ordnung;  wenn  a'  und  a"  null  sind,  so  ist  der  Cylin- 
der plan. 

11.    Bei  rechtwinkeligen  Coordinalen  ist 

[x  —  ay  +  {y  —  iy-  +  [z  —  cy  =  « 

eine  Kugel  um  das  Gentrum  a  b\c^  und 

fx  +  gy  +  hz  =  ß 

eine  zu  der  Richtung  f  g  h  normal  gestellte  Ebene  (§.  49,  7),  also 

{x  -a)2  +  {tj  —  bf  +  (z  —  cy  =   «,      fx  -i-  gy  +  hz  =  ß 

ein  Parallelkreis  einer  Rotationsfläche  (surface  de  revolution) 
u  =  0,  deren  Axe  die  Richtung  f'gji  und  den  Pnnct  a  b\c 
enthalt.  Wenn  a,  ji  durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  so 
giebl  es  eine  Serie  von  Parallelkreisen,  welche  die  Rotations- 
lläche  erfüllen.  Eine  solche  Gleichung  ergiebl  sich,  wenn  der 
Parallelkreis  eine  gegebene  Linie  schneidet.  Aus  den  Differen- 
tialgleichungen (6) 

u^dx  +  u-idy  +  ii^dz  =   Ü 
{x  —  (i)dx  +  [y  —  h)dy  +  [z  —  c)dz  =   0 
fdx  +  gdy  +  hdz   =  0 
folgt 

:    Ml       X  —  a      f   \ 

\  U2     y       h     g  ^    =   0 

!  «3      c  —  c     h   \ 

die  gemeinschaftliche  partiale  Differentialgleichung  aller  Rota- 
tionsflächen, deren  Axe  den  Punct  a\b  c  und  die  Richtung 
f\g  h  enthält.     MoNciE  a.  a.  0. 

Wenn  z.  B.  u  =  a;'^  4-  3/^  -t-  2'^  —  "ixyz  —  l:.  so  ist  «  =  0 
eine  Rotationsfläche  mit  der  Axe  x  =  y  =  z  (Salmon  a.  a.  0.), 
weil  /,  (/,  A,  o,  6,  c  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  bei  allen 
a-,  y,  z 

\  f    X  —  a     X-  —  yz  \ 
(7     y  —  h     y2  —  ^^  1    _,   Q 

1  Ä     z  —  c     z^  —  xy  I 
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In  rl(M-  Thiil  hat  man  hei  a  =  f^   b  =  g,   c  =  h  und  f  =  g  =  k 


\    y    y^ 
1     z    «2 


I  X    x'^    xyz  I  \  \     X    yz 

=   \  y     y^     xyz  '   :   xyz  »=   '  1     y     zx 
j  z     «2     xyz  1     z     xy 


13.  Insbesondere  sei  die  Gerade  z  die  Axe  der  Uotalions- 
lliiche  u         0,  und 

X'i  +  y'i-    =    f»2 

ein  Uolalionscylinder  derseil>en  Axe,  welcher  von  der  l-^hene 
z  =  eonst  in  einem  Parallelkreis  der  Uotalionsfläche  geschnitten 
wird.  Eine  (Ueichung,  welche  o  und  z  verbindet  (§.47,6), 
ist  die  Gleichung  der  Rolationslläche,  nachdem  man  q  durch 
a-,  y  ausgedrückt  hat.  Auf  einem  Parallelkreis  hat  man  dq  =  0, 
dz  =  0,  folglich  bei  allen  Gleichungen  zwischen  o  und  z  in  allfn 
l*unclen  der  Holationslläche  u  =  0 

Mitix  +  u^dy  =  0  «1     ?<2 

xdx  +  ydy     =^   0  '  x      y 

wie  oben,  wenn  /,  g,  a,  b,  c  null  sind. 

Beispiele.  I.  Wenn  der  Kreis  ADB'  (§.  25,  4),  welcher  in 
A  von  der  Geraden  z  berührt  wird,  um  die  Axe  z  rotirt, 
so  ist 

/)'Z)2  =  AD'.D'B',      2-2  =  Q{2a  —  Q) 

(a;2  +  y2+;j2)2    =    4a2(ic2  +  2/2) 

Diese  Rotationsfläche  wird  von  dem  Cylinder  x'-  -{- y^  =  2«x 
in  der  von  Archytas  benutzten  Linie  geschnitten   (2). 

II,  Wenn  der  Meridiain  der  Kreis  [q  —  f)^  +  z^  =  a^  ist, 
also  Q-  ■+-  z-  +  c2  —  a2  =  2co,  so  hat  man  -die  Rotations- 
fläche 

(a;2  4.y2  4.2r2  +  c^_rt2j2    =     4c2(a;a  +  y2) 

von  verschiedener  Gestalt,  je  nachdem  c  — a  positiv,  null, 
negativ;  die  Spira  (torus)  ,  deren  Planschnitte  Persels  unter- 
schieden hatte   (1).    Die  Ebene  x  =  a  giebl  den  Planschnitt 
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(l/'^  +  S'i  +  C^y^     =     4c2(«2  +  y2) 

d.  i.       (y2  — C2)2  +   2c2(^2  +  c2)   +   0*    =    4ff2c2 

[(y_c)2  +   .2][(y+C)2+.2]     =    4a2c2 

eine  Ciissinisehe  Linie   (§.  26,  6). 

III.  Wenn  der  Meridian  der  Kegelschnitt  z^  =  ^,^2  4.  gj^;  -+-  c. 
(1.  i.  ao-  —  z-  +  c  =  — 2io,  so  hat  man  die  Rotationsfläche 

(aa;-'  +  a7/2_~2  +  c)2  =  4&2(a;2  +  y2) 

welche  bei  fe  =  0    zweiter  ürdnung  ist.  ein  Sphäroid  oder  ein 
Conoid   ('!). 

IV.  Wenn  die  Rotationsfliiche  die  Gerade 

X  =   mz  +  >i,       y  =   m'z  +  n' 

enthält,  so  ist  o-  =  [mz-\-n)'^  +  (w'r  +  n')2  ein  Meridian,  nnd 
zwar  eine  Hyperbel.    Die  Rotationsfläche 

x2  + y2— [mz  +  7i)i  —  [m'z  +  n'Y  =   0 
ist  das  von  Wren  betrachtete  Cylindroid   (1). 

V.  Wenn  die  Rotationsfläche  den  Kegelschnitt 


^  a2         c2 


enthält,   so   ist  o'^  =  a'^  —  "^  •\- h-  ein   Meridian,    und   zwar 


'2^2 
W 

die  Ellipse 

g2  2;2  „2  +  J}2 

a-  c2  «2 

Auf  der  Rotationsfläche  hat  man 

a;2  +  y2        z'^   _   a2  +  Tß 
52       ■*"  "cä   ~~    "a2 
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§.  54.    Die  Flächen  ri^ler  Ordnung. 

1.     Wenn   u^-  eine  Form   livn  (Jrjidt's  des  Piincles  x'y'z,  und 

so  ist  Mj-  =  0  ein  Kegel  /ter  Ordnung  niil  dem  Cenlrnm  O'O  0 
(§.  53,  3),  und  /'  =  0  eine  Fläche  nler  Ordnung.  Die  Fläehe 
ist  transscendenl ,  wenn  n  unendlich,  und  die  Function  nicht 
algebraisch  ist. 

Wenn  in  allen  Puncten  f  -i-  gh  =  0 ,  so  ist  die  Fläche 
/•  =  0  reducibel:  sie  besteht  aus  den  Flächen  niederer  Ord- 
nungen g  =  Q  und  /i  =  0 ,  niid  in  allen  Puncten  der  Linie 
(,y  =  0,   h  =  0)   hat  die  Fläche  mehr  als  eine  Tangentenebene. 

Die  Fläche  erster  Ordnung  ax  -i-  b^/  +  cz  +  d  =  0  ist 
plan  (§.  49).  Die  Fläche  ?tter  Ordiuing  hat  mit  dieser  Kl»ene 
die   IManlinic  yiicv  Ordnung 

f  =  0,      ax  +  .  .   =   0 

und  mit  der  unendlichfernen  Ebene  die  unendlichferne  Linie 
des  Kegels  Titer  Ordnung  u^  =  0  gemein  (§.  20,  4).  Mit  den 
(ieraden  dieses  Kegels  sind  die  Geraden  parallel,  von  welchem 
die  Fläche  /  =  0  in  unendlichfernen  Puncten  l)erührt  wird. 

3.    Die  Fläche  ?iter  Ordnung  /  =  0  hat  mit  der  Geraden 

y  =  ax  +  a,      z  =  ßx  +  b 

n  Puncte  gemein.  Denn  nach  der  Substitution  dieser  Werthe 
von  7/.  z  in  f  hat  man  eine  Gleichung  nten  Grades  für  x;  durch 
X  werden  y ,  z  eindeutig  bestimmt.  Daher  ist  die  Ordnung  der 
Fläche  unabhängig  von  den  3  Geraden,  mit  welchen  die  Coor- 
dinaten  eines  Punctes  der  Fläche  parallel  sind   (§.  20,  3). 

Wie  die  Ordnung  einer  Fläche  durch  die  Menge  der 
Puncte  bestimmt  wird,  welche  die  Fläche  mit  einer  (ieraden 
geraein  hat,  so  wird  die  Ordnung  einer  Linie  (nicht  nur 
einer  Planlinie)  durch  die  Menge  der  Puncte  bestimmt,  welche 
die  Linie  mit  einer  Ebene  gemein  hat.  Demnach  hat  die  Fläche 
Titer  Ordnung  /  =  0  mit  der  Fläche  mter  Ordnung  ^  =  0  die 
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Linie  imtAcr  Ordnung  (/=  0.  g  =  0)  gemein.  Denn  man 
setzt  für  z  eine  lineare  Function  der  x,  y,  und  erhält  2  Glei- 
chungen für  X,  y,  u.  s.  w. 

Wenn  P,  Q,  i?,  S  gegebene  Functionen  k\cn  Grades  der 
Parameter  t.  u  sind,  und 

X  :  1/  :  z  :   l   =   P  :  Q  :  E  :  S 

(§.  44,  3),  so  liegt,  x  y  z  auf  einer  baryeeutrischen  Fläche 
(Baryc.  Calc.  §.  101  ff.),  welche  aber  im  Allgemeinen  nicht  Ater 
Ordnung  ist,  sondern  höherer  Ordnung.  Denn  auf  der  Geraden 
(a;  =  0,  ?/  =  0)  hat  man  [P  =  0,  Q  =  0)  für  i\n.  Nun  ist 
t\u  durch  dieses  System  /et deutig  bestimmt,  also  hat  die  Fläche 
die  Ordnung  fc^  Yergl,  die  Steinersche  Fläche  I8G3.  Clebsch 
Grelle  .1.  67  p.  1.    Fiedler-Salmon  Raumgeom.  II  p.  464. 

Wenn  aber  z.  B.  x  :  y   :  z   :   \   =  ps   :  qs  :   rs   :   S,   d.  h. 

X  1J  z  s  ' 

wo  p,  q.  r  lineai'e  Functionen  der  /,  u  sind,  s  eine  lineare  Form 
der  p.  qj  r,  und  S  eine  quadratische  Form  der  p.  q.  r:  so 
gehn  5,  -S'  durch  die  Substitution  p  ==  ).x,  ü  =^  ^-V^  r  =  Iz 
über  in  Am^,  l'^u^^  \vo  ?«, ,  »2  Formen  ersten  und  zweiten  Gra- 
des der  x^  }j,  z.  Nun  ist  ä  =  Xs ,  also  u.^  =  Wj,  d.  h.  der 
Puuct  x\y\z  liegt  auf  einer  Fläche  2ter  Ordnung. 

3.  Die  n  Puncte,  welche  die  Fläche  ?iter  Ordnung  mit  einer 
(ieraden  gemein  hat,  sind  real  oder  nicht,  endlichfern  oder 
nicht,  gesondert  oder  nicht.  Wenn  zwei  vereint  sind,  so  wird 
die  Fläche  von  der  Geraden  2punctig  berührt:  wenn  auch  zwei 
andre  vereint  sind,  so  hat  die  Gerade  mit  der  Fläche  2  Con- 
tacte,  und  ist  eine  Doppeltangente  der  Fläche,  u.  s.  w. 

Wenn  die  resultirende  Gleichung  nicht  existirt,  so  hat  die 
Gerade  alle  Puncte  mit  der  Fläche  gemein,  und  ist  eine  Gerade 
der  Fläche  (Kante,  acies,  arete,  edge).  Und  wenn  die  Gerade 
mehr  als  n  Puncte  mit  der  Fläche  n\QV  Ordnung  gemein  hat, 
so  ist  die  resultirende  Gleichung  nicht  vorhanden :  die  Gerade 
liegt  auf  der  Fläche.    Yergl.  §.  20,  3  und  §.  40,  5. 
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Die  l'^lx'iio  onlliiill  eine  Doppelserie  von  (ieinden  (^5.  2^.  I). 
In  der  Thal  giel>l  die  Suh.slilutioii  y  =  a.i  -*-  «,  y  =  {ix  -\-  h 
bei  der  Fläche  erster  Ordnung  die  Resultante  E  -H  Fx  =  0, 
wo  Zs,  F  Functionen  der  a ,  a,  ß,  b  sind.  Diese  (ih'ieluiiiii 
existirl  niehl,  wenn  E  =  0,  /•'  =  0,  so  dass  von  den  4  Koor- 
dinaten der  (Jeraden  2  frei  l)leil)en. 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung  euthält  2  Serieu  von  (ieraden. 
Die  Resultante  E  +  Fx  -h  Gx'-  =  0  existirl  nicht  ,  wenn 
E  =  0,  /'  =  0,  G  =  0,  wobei  eine  (loordinate  der  Geraden 
frei  bleibt.  Die  beiden  Serien  sind  real  auf  den  hyperbolischen, 
nielil  real  auf  den  elliptischen  Flächen,  vereint  auf  dem  Kegel 
iU'v  Ordnung,  Sie  waren  in  einem-  besondern  Fall  von  Wrkx 
bemerkt  worden  (§.  53,  12.  lY),  und  wurden  durch  Mox(;i:  be- 
kannt.   Yergl.  GirvsLKs  Apercu  liisl.  V  §.  4ü. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  enthält  27  Gerade.  Die  Resul- 
tante E  -i-  Fx  +  Gx^  +  Ilx'^  =  0  existirl  nicht,  wenn  /?,  F, 
(r,  II  null,  also  bei  bestin)mten  Coordinaten  der  Geraden. 
Caylev  und  S.u.mox  1849  Gambridge  and  Dublin  math.  .1.  \ 
\).  118.  252.  Steiner  1856  Grelle  .1.  53  p.  134.  Vergl.  SciiiiöTKit 
Grelle  J.  62  p.  265,  Reye  Geom.  d.  Lage  II,  26  und  Fu;i)i.eii- 
Salmon  Raumgeom.  II  n°  284  tf.,  sowie  die  daselbst  gegel)enen 
Gitate. 

Eine  Fläche  ?jter  Ordnung  enthält  nur  l)ei  n  —  3  bestimm- 
ten Relationen  ihrer  Goefficienlen  eine  Gerade.  Eine  Regel- 
lläche  enthidt  eine  Serie  von  Geraden. 

4.  Ein  Punct  der  Fläche,  in  dessen  Nähe  die  Fläche  unter- 
sucht werden  soll,  wird  durch  Translation  des  Goordinalen- 
Trieders  (§.  47,  1)  zum  Nullpunct  0  der  Goordinaten  .r,  //,  z 
eines  beliebigen  Punctes  der  Fläche  /  =  0  gemacht.  Daiui  ist 
nach  Formen  der  x^  y,  z  geordnet 

f    =     Ml    +    «2    +    •  •  «„ ,  "(I    =    t^ 

Die  Gerade  [y  ^  ax,  z  =  ßx)  des  Punctes  O  (vergl,  §.  38) 
hat  mit  der  Fläche  /  =  0  einen  Punct  0  und  ?j  —  1  andre 
Puncle  gemein,  weil  /  nach  der  Sul)Stilution  durch  x  theilbar 
ist.  Wenn  die  Gerade  auf  der  Ebene  w,  =  0  liegt,  so  enthält 
sie  2   Puncle  0  und    »  —  2    andre   Puncle  der  Fläche,   weil   /" 
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nach  der  Substitution  durch  x'^  theill)ar  ist.  Wenn  die  Gerade 
zugleich  auf  dem  Kegel  «.^  =  0  liegt,  so  enthält  sie  3  Puncte 
0  und  n  —  3  andre  Puncte  der  Fläche. 

Daher  gehn  durch  den  Punct  0  der  Fläche  eine  Doppelserie 
von  Geraden,  deren  jede  den  Punct  0  und  n  —  1  andre  Puncte 
der  Fläche  enthält.  Darunter  sind  ausgezeichnet  eine  Serie 
von  Geraden,  welche  die  Fläche  in  0  2punctig  berühren:  diese 
Geraden  erfüllen  die  Ebene  t<j  =  0 ,  die  Tangenten  ebene 
der  Fläche  mit  dem  Contact  0.  Unter  denselben  Geraden  sind 
wiederum  ausgezeichnet  die  2  Geraden  (i<j  =  0,  «2  =  0), 
welche  die  Fläche  in  0  3punctig  berühren  und  zugleich  schnei- 
den, die  osculirenden  Tangenten  (Inflesionstangenten) 
Z,  V  der  Fläche,  welche  real  sind,  oder  nicht  real,  oder  vereint. 

Die  osculirenden  Tangenten  sind  von  Dupin  1813  bemerkt 
worden  Developpements  de  geom.  p.  52.  Durch  harmonische 
Theilung  des  ^Yinkels  ll'  findel  man  Paare  von  realen  Tan- 
genten, welche  mit  den  osculirenden  Tangenten  in  Harmonie 
sind,  conjugirte  Tangenten  Dipin's  (p.  44).  Insbesondere 
findet  man  durch  Halbirung  des  Winkels  ll'  und  des  Neben- 
winkels die  beiden  zu  einander  normalen  realen  Principal- 
tangenten,  die  Tangenten  der  Linien,  welche  unter  allen  durch 
O  gehenden  Linien  der  Fläche  die  grösste  oder  die  kleinste 
Krümmung  hal)en,  die  Tangenten  der  Krümmungslinien.  Die 
Principaltangenten  waren  von  Faler  Mem.  de  Berlin  1760  p.  119 
entdeckt  worden;  die  Krümmungslinien  hat  Monge  hinzugefügt 
Mem.  de  Paris  1781.    Apphc.  de  l'anal.  \V. 

5.  Eine  Ebene  der  Geraden  /  hat  mit  der  Fläche  nter  Ord- 
nung eine  Planlinie  ?iter  Ordnung  gemein,  welche  in  0  von  der 
Geraden  l  3punctig  berührt  wird.  Die  Tangentenebene  selbst 
hat  mit  der  Fläche  die  Planlinie  (/ =  0,.  it,  =  0)  gemein, 
welche  unbedingt  singulär  ist,  von  welcher  der  Contact  0  ein 
Doppelpunct  ist  mit  den  Tangenten  Z,  V .  Plücker  1829  über 
die  Gontacte  von  Flächen  Grelle  J.  4  p.  359.  Denn  die  Gera- 
den des  Punctes  O  auf  der  Tangentenebene  haben  mit  der 
Planlinie  je  2  Puncte  0  gemein,  während  Z,  V  mit  derselben  je 
3  Puncte  0  semein  haben. 
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Wenn  ein  Planschnill  der  Flüche  einen  Doppelpuncl  0  hat, 
so  sind  dessen  Tangenten  nscidirende  Tangenten  der  Fläche: 
entweder  ist  die  El)ene  des  Planschuittes  eine  Tangentenebeue 
der  Fläche,  oder  der  Punct  O  ist  kein  einfacher  Puncl  der 
Fläche  (6).  Wenn  der  Planschnitl  2  Doppelpuncte  hat,  so  hat 
seine  Ebene  2  Conlacte  mit  der  Fläche.     U.  s.  \v. 

Allen  Punclen  der  F'läche  entsprechend  giebl  es  eine  Doppel- 
serie von  Tangentenebenen  mit  einem  Contact,  darunter  eine 
Serie  von  Ebenen  mit  2  Gontacten,  und  bestimmte  i^bencn 
mit  3  Gontacten.     Salmon  Anal.  Geom.  of  3  dim.  233. 

0.  1.  Insbesondere  kann  es  sich  ereignen,  dass  u.,  unbe- 
dingt null,  während  u.^  nicht  l)ei  allen  x,  y,  z  null  ist.  Dann 
giebt  es  3  Gerade  (u,  =  0,  i«3  :=  0)  der  Tangentenebene,  welche 
4  Puncte  0  und  n  —  4  andre  Puncte  der  Fläche  enthalten. 
Diese  3  Geraden ,  von  welchen  die  Fläche  in  0  4punctig  be- 
rührt und  nicht  zugleich  geschnitten  wird,  theilen  die  Tangen- 
lenebene  in  6  Winkel,  in  welchen  InÜexionstangenten  liegen, 
die  wiederum  Principaltangenten  einschliessen. 

11.  Wenn  überhaupt  m,  nicht  bei  allen  a-,  ?/,  z  null  ist,  so 
ist  der  Punct  0  ein  einfacher  Flächenpunct,  und  die 
Fläche,  deren  Puncte  ohne  Ausnahme  einfach  sind,  wird  eine 
ordinäre  Fläche  genannt.  Wenn  dagegen  u^  unbedingt  null 
ist,  und  «2  nicht  unbedingt  null,  so  ist  der  Punct  0  ein  zwei- 
facher Flächenpunct  (Knoten),  vind  die  F'läche,  deren  Puncte 
nicht  alle  einfach  sind,  wird  eine  singulare  Fläche  genannt. 
Z.  B.  ein  Kegel  ist  eine  singulare  Fläche,  weil  sein  Centrum 
kein  einfacher  Punct  der  Fläche  ist.  Die  Fläche  F  =  0  hat 
einen  Doppelpunct  a  h  c  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
Discriminante  der  Function  F  nuU  ist,  d.  h.  dass  die  erste 
Differentialgleichung  der  F  =  0 ,  aus  welcher  die  Gleichung 
der  Tangentenebene  formirt  wird,  in  dem  Punct  a  h  c  nicht 
existirt,  dass  also  a,  ö,  c  dem  System 

(F,  =  0,   F^  =   0,   i^,   =   0,   F^  =  0) 

genügen  (§.38,8  und  9) . 
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i!l.  Wenn  »,  uiihodiiiiil  null,  u^  nicht  uubcdinul  null  isl.  so 
ist  der  Punct  0  ein  !)o j)i)elpunct  der  Fläche.  Alle  Gernden 
des  Fundes  O  enthalten  je  2  Puncle  O  und  n  —  2  andre  Puncto 
der  Flache:  die  Geraden  des  Kegels  11.2  =  0  enthalten  je  3 
Puucte  0  und  n  —  3  andre  Puncte  der  Flache ;  die  6  Geraden 
(i<.^  ^0,  z<3  =  0)  enthalten  je  4  Puncte  0  und  7i  —  4  andre 
Puucte  der  Fläche.  Alle  Geraden  des  Kegels  2ter  Ordnung 
berühren  die  Fläche  in  0  Spunctig,  6  dersel])en  sind  oscu- 
lirende  Tangenten  der  Fläche.  Au  die  Stelle  der  letztem  treten 
8  Gerade  des  Kegels,  welche  die  Fläche  4punclig  berühren, 
wenn  Uy   unl)edingt  null,   v^  nicht  unbedingt  null  ist.    U.  s.  \v. 

In  ihrem  Doppelpunct  hat  die  Fläche  einen  Tangentenkegel 
2ter  Ordnung  (§.  53,  8),  der  real  ist,  oder  nicht,  oder  redu- 
cibel.  und  im  letzten  Fall  aus  zwei  Tangenlenebenen  besteht, 
die  eine  reale  Gerade  gemein  haben  oder  zusammenfallen. 
Doppelpuncte  der  letztern  Arten  sind  biplanar,  uniplanar 
genannt  worden.    Fieüler-Salmox  Raumgeom.  11  p.  321. 

Wenn  ferner  Uj,  u.,  unbedingt  null  sind,  u-^  nicht  unbe- 
dingt null,  so  ist  der  Punct  O  ein  dreifacher  Punct  der 
Fläche.  Die  Geraden  des  0,  welche  die  Fläche  berühren, 
liegen  auf  dem  Kegel  3ter  Ordnung  u^  =  0,  u.  s.  w. 

IV.  Es  kann  sich  ereignen,  dass  nicht  nur  ein  einzelner 
Punct  a  bic  oder  eine  Mehrzahl  solcher  Puncte,  sondern  auch 
eine  Linie  solcher  Puncte  dem  angegebenen  System  von  Glei- 
chungen (II)  genügen.  Dann  hat  die  singulare  Fläche  nicht  nur 
eine  bestimmte  Menge  mehrfacher  Puncte ,  sondern  auch  eine 
Linie  mehrfacher  Puucte,  eine  Doppellinie  (Knotenlinie,  nodale). 
Jede  reducible  Fläche  hat  eine  Doppellinie.  Doppelpuncte  von 
Flächen  und  Doppellinien  derselben  sind  betrachtet  worden  von 
Braxdes  Höhere  Geometrie  1824  11  p.  199  11".,  Magnus  Aufgaben 
11  §.  81,  Gregory  Solid  geom.  c.  13,  besonders  von  Salmox  Geom. 
of  3  dim.  239.  Vergl.  Cayley  1852  Cambr.  and  Dublin  math. 
J.  t.  7  p.  171.  Steiner  1857  Grelle  J.  53  p.  139.  Varietäten 
Ifacher  Flächenpuncte  sind  es,  welche  bei  Poisson  1832  Grelle 
J.  8  p.  280  vorkommen. 
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7.  Kiiie  Gerade  a  einer  KegeUliiche  nlvv  Ordnuiiii  wird 
von  heslininiten  Geraden  b,  c.  .  .  derselben  Fläche  gesehnillen 
(§.  48,  7),  Der  gemeinschaftliche  l'uncl  der  Geraden  a  nnd  b 
ist  ein  Doppelpunel  der  Uesjellläche,  welche  daselbst  von  einer 
Ei)cne  der  a  und  von  einer  l^Zbene  der  b  berührt  wird  (§.  53, 
5.  IV).  Jede  Rei^elfliiche  höherer  als  2ter  Ordnnni;,  insbesondere 
eine  Developpable,  ist  eine  si  nizn  i  iire  l'liiciie  :  sie  liat  auf  jeder 
ihrer  Geraden  Doppel[)nncte,  mithin  eine  Üoppellinic. 

Eine  (icrade  p,  welche  der  Ues^elüäche  nicht  aniiehörl,  hat 
mit  der  Regelllüche  n  Puiicle  A,  B,  ,.  gemein.  Wenn  den 
PiMU't  Ä  die  Gerade  a  der  Regellläche  enthält,  so  wird  die 
Regeilläche  von  der  Ebene  /»a  in  einem  bestinnnten  l'iinct  der 
Geraden  a  berührt.  Die  (Jerade  p  enthält  demnach  n  Tangenten- 
ebenen  der  Regellläche  7i(er  Ordnung,  die  nicht  developpable 
Regellläche  «ter  Ordnung  ist  eine  Fläche  «terClasse.  Vergl, 
unten   (10). 

Die  Regelfläche  wird  von  ihrer  Tangenlenebene  ;>«  in  dem 
l'uncl  ^1,  der  (ieraden  a  berührt  nnd  in  einer  Planlinie  ntcr 
Ordnung  geschnitten,  von  welcher  A^  ein  Doppelpunct  ist  (5). 
Diese  Planlinie  ?iler  Ordnung  enthält  die  Gerade  a,  nnd  l)esleht 
daher  aus  dieser  Geraden  und  einer  Planlinie  (n  —  1)ter  Ord- 
nung. Die  Gerade  hat  mit  der  Planliuie  (n  —  l)ler  Ordnung 
ausser  dem  Punct  A^  noch  n  —  2  Puncte  A^^  A^,  .  .  gemein, 
welche  Doppeli)uncle  der  Planlinie  niev  Ordnung  sind.  Die 
Regelfläche  wird  aber  von  der  Ebene  pa  in  A^  berührt,  mit- 
hin in  ^2  5  -^3  )  •  •  iii^'ht  berührt :  also  sind  A2  ,  A^  ,  .  .  nicht 
einfache  Puncte  der  Regelfläche  (5).  Demnach  hat  die  Regel- 
fläche «ter  Ordnung  eine  Doppellinie,  auf  jeder  ihrer  Ge- 
raden 7t  —  2  Doppelpuncte.  Cavlev  1852  Cand)r.  and  Dublin 
math.   J.   l.  7    ]>,  171.      Dass    die    Doppellinie    der    Regelüäche 

(''7^)ter  Ordnung   ist,    wurde   von   Cmasles  1866  C.  R.  t.  62 
p.  579  augegeben, 

Ueber  die  Classification  der  Regelflächen  Caylev  Philos. 
Trans.  1863 — 64.  Gournerie  Recherches  sur  les  surfaces  reglees 
1866.  Plücker  Ann.  di  Mat.  1867  p.  160.  Schwarz  Grelle  .1.  67 
p.  23.    Ueber  die  Developpablen  Schwarz  1865  Grelle  J.  6i  [).  1. 
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8.    I.  Wenn  ;:  eine  gegebene  Function  der  x.   i/,  so  dass 

dz  ^  2"^^  +  ^<il/ 
d2>  =  rdx  +  sdy,      dq  =  sdx  +  tdy 

h{x,tj)  I  s     t 

so  liegt  der  Puncl  P[x  y  z]  auf  einer  gegebenen  Fiaciie.  Er 
sei  ein  einfacher  Punct  der  Fläche,  und  Cl[^  tj  C)  ein  Puncl 
der  Ebene ,    von  \\  elcher  die  Fläche  in  F  berührt  wird :    dann 

ist  (§.53,  5) 

i;  —  z   =  2){i  —  ae)  +  q{v  —  !j) 
und  insbesondere  für  ^  =  x  -h  h ,  >]  =  y  +  Ic 

Wenn  der  Punct  E[x  +  h\y  +  k  Z)  auf  der  Fläche  liegt,  so 
hat  man  nach  dem  Taylorschen  Satz 


folglich 


Z—z=  i>7t  +  qk+  \{r}fi  +  lshk  +  tV-)  + 


■     QR  =  Z—t  =   i{rh^  +  2shk  +  tk'^)  + 


II.  Bei  gegebenem  Verhällniss  k  :  k  hat  die  Ebene  PQR 
eine  bestimmte  Stellung,  und  QR  ist  durch  h'^  theilbar.  Wenn 
r,  s,  t  nicht  alle  null  sind,  so  bestimmt  die  Gleichung 

rli-  +  2shk  +  tk-  =  0 

2  Stellungen  der  Ebene  PGiR  der  Art,  dass  Qi?  durch  P 
theilbar.  Diese  Stellungen  sind  nicht  real,  vereint,  real',  je 
nachdem  rt  —  s-  positiv,  null,  negativ.  In  den  beiden  ersten 
Fällen  ist  rh-  -t-  isltk  -H  tk'^  eine  definite  Form  der  h^  k,  in 
dem  letzten  Fall  ist  sie  indefinit. 

III.  Für  den  Punct  R  der  Fläche,  welchen  die  Gerade  PQ, 
der  Tangenteuebene  enthält,  hat  man  das  System 

Z  —  z  =  2^h  +  qk,      k  =   ah,      QR  =   0 
Also    enthält    die    Gerade    PQ    2    Puncte   P   unbedingt,     und 
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3  Pmiflo  P  imlcr  der  Bedingung  rk-  -t-  Ishk  -l-  tk'^  =  0;  die 
Tangenlenebene  enthalt,  wenn  r,  6-,  t  nicht  alle  null  sind,  2 
osculirende  Tangenten  der  Fläche  (4) 

t  —  z  =  ph  +  qk,       rh^  +  2shk  +  tk^  =   0 

nicht  real,  real,   vereint,  je  nach  dem  Werlh  rt  —  s'^. 

Für   die   gemeinschaftlichen   Puncte    der   Fläche   und    ihrer 
Tangenlenehene  hat  man  das  System 

Z—  ^  =  l}h  +  qk,      QU  ==  0 

Die  Projection  dieser  Planlinie  durch  Parallelen  der  ?  auf  die 
Ebene  z  =  0  ist  QB  =  0.  Dieselbe  enthält  den  Puncl  {h  =  0, 
k  =  0)  mit  den  Tangenten  r/t-  +  'ishk  ■+-  tk-  =  0.  Also  ist 
auch  die  Linie,  welche  die  Fläche  mit  ihrer  Tangentenebene 
gemein  hat,  eine  singulare  Planlinie ,  von  welcher  der  Beriih- 
rungspuncl  P  ein  Doppelpunct  ist  mit  den  Tangenten 

^  —  z  ^  ph  -^  qk,       t'h-  +  2shk  +  tk-  =  0 

den  die  Fläche  in  P  osculirenden  Tangenten  (5),  entweder  ein 
conjugirter  Punct,  oder  ein  Knoten,  oder  eine  Spitze. 

IV.    Bei  verschwindenden  /<,  k  hat  man 

QR  =   },{rh^  +  2shk  +  tk^) 

Wenn  nun  rt  —  s'^  nicht  negativ  ist,  so  ist  QB  dehnit  und 
wechselt  nicht  ihr  Zeichen:  in  der  Nähe  des  Punctes  P  liegt 
die  Fläche  einerseits  der  Tangentenebene,  und  erscheint  einem 
auf  der  Tangentenebene  stehenden  Betrachter  entweder  concav 
oder  convex.  Wenn  aber  7't  —  s'^  negativ  ist,,  so  ist  QB  in- 
definit: in  der  Nähe  des  Punctes  P  liegt  die  Fläche  beider- 
seits der  Tangenteuebene ,  und  schneidet  die  letztere  in  einer 
Linie,  welche  in  P  von  den  osculirenden  Tangenten  der  Fläche 
berührt  wird;  einem  auf  der  Tangentenebene  stehenden  Be- 
trachter erscheint  die  Fläche  bei  positiven  QB  concav,  bei 
negativen  QB  convex.  Diese  Unterscheidung  wurde  zuerst  ge- 
macht von  Melsmer   (1776)   Mem.  presentes  t.  10  p.  491  ff". 

Bei  rt  —  s'^  =  0  isi   QB  =  ^{rh  +  sk)^  :  r.     Die  Fläche 
hat   iu  P  eine  osculirende  Tangente,   sie  liegt  in  der  Nähe  von 
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P  einerseits  der  Tangenlenebene,  und  wird  von  der  lelzlerii  in 
einer  Linie  geschnitten,  von  welcher  P  eine  Spitze  ist  ;mi  der 
osculirenden  Tangente  der  Fläche.  Salmgx  Geom.  of  3  diin.  23H 
iiat  l)enierlit,  dass  in  diesem  Fall  die  Tangentenebene  2  Con- 
lacte  hat,  welche  in  P  vereint  sind. 

V.  Für  einen  gemeinschaftlichen  Puncl  R  der  Fläche  und 
eiiiei'  Ebene,  welche  njit  der  die  Fläche  in  P  l)erührenden  Eigene 
parallel  ist,   hat  man 

Z  —  z   =  ph  +  (^k  +  ^{rh'-+  ..)  +  .. 
Z  —  z  —  c  =  ^>/i  +  (jk 

also  auch  c  =  ^irh'^-i-  ••)"*"  ••  ^^^^'  ^^^^  Projeclion  der  binie 
li  durch  Parallelen  der  z  auf  die  Ebene  2  =  0.  Bei  verschwin- 
ilenden  A,  k  ist  c  verschwindend  2ter  Ordnung,   und 

/•7j2  +  2shk  +  /Ä-2   =   2c 

Aus  ihrer  Projection  erkennt  man  die  Planlinie:  die  Fläche  hat 
mit  einer  E])ene,  welche  mit  der  die  Fläche  in  P  berührenden 
Ebene  parallel  ist  in  verschwindender  Distanz,  eine  Linie  ge- 
mein ,  w  eiche  in  der  Nähe  des  Puucles  P  ein  Kegelschnitt  ist. 
Die  Asymptoten  desselben  sind  mit  den  die  Fläche  in  P  oscu- 
lirenden Tangenten  parallel.     Der  Kegelschnitt  ist  daher 

eine  Ellipse  bei  positiver  rt  —  s-, 

eine   Hyperbel  bei   negativer    rt  —  s-,    die    conjugirte 
Hyperbel  nach  Vertauschung  von  c  mit  — c, 

eine  aus  2  parallelen  Geraden  l)eslehende  Parabel  bei 
rt  —  «2  =  0. 
Dli'in  1813  Deve4oppements  de  geom.  p.  149  und  p.  48  hat  diese 
Linie  als  Indicatrix  des  Flächenpuuctes  P  bezeichnet,  und 
die  Puncte  einer  Fläche  unterschieden  in  Puncte  mit  elliptischer, 
hyperbolischer,  paraboHscher  Indicatrix.  Demnach  ist  ein  ein- 
facher Fläehenpunct  mit  2  osculirenden  Tangenten 
elliptisch,  hyperbolisch,  parabolisch,  je  nachdem  die 
Determinante  rt  —  s-  daselbst  positiv,  negativ,  null  ist. 

9.  1.  Linien  der  Fläche,  welche  durch  den  Punct  P  gehn, 
hal>en  daseli)st  verschiedene  Krümmungen;  die  Grenzen,  z\^ischen 
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wclclioii  (liosc  Krilmimingcii  schwanken,  sind  \i>ii  dein  WCrili 
jihhiiniiiir,  weic-licn  die  Delei'niinanle  rt  —  s'^  in  r  li.il.  l-^ii.iu. 
.Mi:is.\m:k  a.  a.  0.  Von  demselben  Werth  liän|zl  aber  aueli  ab 
tlie  von  (i.viss  1827  (l)is(|n.  generales  circa  siipeilicies  cnrvas) 
definirle  Krüniniunii ,  welche  die  Fliielie  in  /'  hal.  Delerni. 
§.  \i.  10.  Demnach  ist  elliptisch  ein  Puncl,  in  welchem  die 
l'lachc  posilive  KriimmiuiL:  hal,  li\  j)erb(>lisch  ein  Piincl .  in 
welchem  die  Fläche  negative  Krümmunu  hal. 

Imii  elliptischer  Punct  der  Fläche  ist  eye  lisch  (ond>ilic, 
Moxiii  Apj)lic.  §.  XV  f.).  wenn  die  osculirendcn  Tangenten  Kreis- 
Asymptoten  sind;  die  Flüche  hal  daselbst  die  Krümmung  einer 
Kugel.  VAn  hyperbolischer  l'unct  ist  gleiehseitig-hy  |)er- 
bolisch,  wenn  die  osculirenden  Tangenten  normal  zueinander 
sind.  Die  Flüche  is.t  in  einem  elliptischen  (hyperbolischen)  Punct 
el)enso  gekrihnmt,  wie  eine  bestimmte  elliptische  (hyj)erl)olische) 
Flüche  2ter  Ordnung  in  einem  Scheitel. 

H.  \\'enn  in  einem  Punct  der  Fläche  die  Determinante 
)-l  —  ■■<'-  null  ist,  so  ist  die  Krümmung  der  Fläche  daselbst  ver- 
schwindend ,  und  der  Punct  entweder  ein  einfacher  Punct  der 
Fläche  oder  ein  mehrfacher.  In  dem  ersten  Fall  ist  die  Fläche 
in  der  Nähe  des  Punctes  plan ,  und  hat  2  vereinte  oder  mehr 
als  2  osculirende  Tangenten  (6).  In  dem  zweiten  Fall  ist  die 
Fläche  in  der  Nähe  des  Punctes  conisch;  die  verschwindende 
Krünnnung  aber,  welche  der  Kegel  an  einer  seiner  Geraden 
hat.  ist  verschieden  nach  der  Krünuuun»,  welche  der  Kuael- 
schnitt  des  Kegels  auf  der  Geraden  hat. 

Wenn  rt  —  s^  jj^  allen  Puncten  der  Fläche  null  ist,  so  ist 
die  Fläche  eine  Developpable  (11).  Wenn  /■/  —  s'^  constant  ist, 
so  hal  die  Fläche  nur  elliptische  oder  nur  hyperbolische  Puncte. 

III.  Im  Allgemeinen  ist  nicht  z  explicite  als  Function  der 
a.-,  y  gegeben,  sondern  F  ist  eine  gegebene  F'orm  «ten  Grades 
der  a;,  y,  z,   w^ 

dF  =  F^  dx  +  F2di/  +  F^dz  +  F^div  . 
und  der  Punct   F\-\-\—\   liegt  auf  der  Fläche  /der  ürdnunü 
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F  =  0.  Die  Determinante  rt  —  s'^  wird  dann  ausgedrückt 
(Detorni.  §.  12,  12)  mit  Hülfe  der  von  Hesse  eingeführten  Deter- 
minante 

o[x ,  y,  z,  w) 

einer  Covariante  4  («  —  2l)ten  Grades  der  a-,  y,  2,  ?/j  (l)ei  n  =  '2 
einer  Invariante).  Die  beiden  rt  —  s^  u^d  detF  sind  in  dem- 
selben Flächenpunct  nicht  eines  Zeichens,  oder  beide  null. 

Die  Fläche  4(n  —  2)ter  Ordnung  detF  =  0  ist  die  zu  der 
Fläche  ?iter  Ordnung  F  =  0  gehörende  «Hessesche  Fläche«, 
ihre  «Kernfläche«  bei  Steiner  (3).  Sie  schneidet  die  gegebene 
Fläche  in  der  von  Dupin  p.  195  erwähnten  Demarcations- 
linie.  Vergl.  Determ.  §.  13,  6.  Auf  der  Demareationslinie  liegen 
alle  Puncle  der  Fläche,  welche  weder  elliptisch  noch  hyper- 
bolisch sind :  die  ])arabolischen  Flächenpuncte ,  die  einfachen 
i\uicte  mit  3  oder  mehr  osculirenden  Tangenten,  die  mehr- 
fachen Flächenpuncte,  die  Doppellinie.  Ein  Zweig  der  Demar- 
eationslinie, der  keine  Doppellinie  ist,  trennt  ein  Feld  ellipti- 
scher Puncte  der  Fläche  von  einem  Feld  hyperbolischer  Puncte. 
Ein  Feld ,  elliptischer  (hyperbolischer)  Puncte  kann  cyclische 
(gleichseitig-hyperbolische)  Puncle  oder  eine  Linie  solcher  Puncte 
enthalten.  Eine  Regelfläche  hat  beiderseits  ihrer  Doppellinie 
nur  hyperbolische  Puncte   (§.  53,  5.  IV). 

10.  1.  Wenn  M  eine  Form  ?Hten  Grades  der  Ebene  a\b\c\d 
(§.  49,  9),  so  werden  durch  die  Gleichung  1/  =  0  die  Coor- 
dinaten  der  Ebene  von  2  Parametern  a,  /3  abhängig.  Dem  Paar 
(x\ß  entspricht  die  Ebene  o  fe|c|d  der  Doppelserie,  und  zwar 
mehrdeutig ,  wenn  o,  b^  c,  d  nicht  rationale  Functionen  der 
a,  ß  sind;  dem  Paar  Ci'\ß'  entspricht  die  Ebene  a"\h' \c'\d' . 
Für  einen  gemeinschaftlichen  Punct  x\y\z  dieser  beiden  Ebenen 
hat  man  das  System   [u  =  0,  w'=  0),  wo 

u  =  ax  +  hy  +  cz  +  d,      u'  =  a'x  +  b'y  +  c'z  +  d' 

Die  zweite  Gleichung  des  Systems  kann  durch  u' —  u  =  0 
ersetzt  werden,  und  bei  verschwindenden  a' —  a,  ß' —  ß  durch 
du  =  0    d.  i. 
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oa  oß 

Also  wird  die  Ebene  u  ^  0  von  der  Ebene  du  =  0  bei  be- 
stimmtem Verhäitniss  da  :  dß  in  einer  bestimmten  Geraden 
geschnitten;  l)ei  allen  VerlüiUnissen  da  :  'l(i  in  einer  Sei-ie  von 
(ieraden,  welche  den  l'iinct  x  y\z 

("  =  «'    0«  =  ^'   hß^V 

enthalten.  Jede  El)ene  der  Üoppelserie  hat  mit  den  unendlich- 
nahen Ebenen  einen  bestimmten  Punct  i^emein:  diese  Puucte  er- 
füllen eine  Fläche,  die  Enveloppe  der  Doppelserie  il/ =  0. 
Man  hat  3  Gleichungen  für  x,  y,  z,  a,  ß,  also  eine  Gleichung  für 
X,  7/,  z,  die  Gleicliung  der  Enveloppe.  Nach  Wahl  von  a,  ß  hat 
mau  3  Gleichungen  für  a-,  y.  z\  nach  Wahl  von  x,  y  hat  man 
3  Gleichungen  für  0,  a,  /i. 

IL  Wenn  A',  L  lineare  Formen  der  Ebene  ah  i\d  sind, 
so  hat  das  System  (A'  =  0,  A  =  0,  if  =  0)  m  Lösungen, 
d.  h.  die  Gerade  (A'  =  0,  A  =  0)  enthält  m  Ebenen  der 
Doppelserie  M  =  0 ,  welche  die  Enveloppe  der  Dop])elserie 
berühren.  Nach  der  Menge  der  Tangentenebenen  einer  Fläche, 
welche  eine  Gerade  enthalten,  wird  die  Classe  der  Fläche 
l>estimmt  (§.  28,  2),  wenn  die  Fläche  nicht  eine  Developpable  ist. 
Die  Enveloppe  einer  Doppelserie  wten  Grades  ist  eine  Fläche 
mter  Classe. 

Dem  System  (A  =  0,  il/  =  0)  genügt  eine  Serie  Ebenen: 
die  Ebenen  des  Punctes  (A  =  0),  welche  die  Enveloppe  der 
71/ =  0  berühren,  also  die  Tangentenebenen  des  Kegels,  W'clcher 
(las  Centrum  A  =  0  hat,  und  der  Enveloppe  umgeschrieben  ist. 

IIL  Eine  El>eue  a\ß  der  Doppelserie  M  =  0  enthält  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  als  eineu  Punct  der  Envelo])pe,  Wenn 
aber  die  Discriminante  der  Form  M  null  ist  (6),  d.  h.  wenn 
die  Doppelserie  singulär  ist,  so  giebt  es  in  derselben  eine 
zweifache  oder  eine  mehrfache  Ebene  «  /?,  welche  2 
oder  mehr  Puncte  (Contacte)  der  Enveloppe  enthält.  Die  Reci- 
proke  einer  ordinären  Fläche  ist  eine  singulare  Doppelserie 
Ebenen.    Vergl.  §.  38,  15. 
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Kille  n'(liK*il)lc  Doppelserie  Ebenen  besieht  aus  Doppelserien 
niederer  Grade;  ihre  Enveloppe  ])esteht  aus  Enveloppen  niederer 
Classen. 

11.  I.  Wenn  ferner  L  eine  Form  Zten  Grades  der  Ebene 
a\h\c\d^  so  werden  durch  das  System  (/.  =  0 ,  ü/  =  0)  die 
Coordinaten  der  Ebene  von  einem  Parameter  abhängig.  Dem 
Werth  a  des  Parameters  entspricht  eine  Ebene  der  Serie  (mehr- 
deutig, wenn  a.  b,  c,  d  nicht  rationale  Functionen  des  Para- 
meters sind) ;  dem  System  genügt  eine  Serie  Ebenen.  Die  dem 
Parameter  a  entsprechende  Ebene  u  =  0  wird  von  der  dem  Para- 
meter a'  entsprechenden    Ebene    u'  =  0    bei  verschwindender 

Differenz  a' —  a  in  der  Geraden  I«  =  0,      -  =  ^'l  geschnitten. 

Diese  Gerade  liegt  auf  einer  l)estimmten  Regelfläche,  welche  ent- 
lang der  Geraden  von  der  Ebene  u  =^  0  berührt  wird. 

Die  Gerade  (u  =  ü,  --  =  o|  hat  aber  mit  der  in  ver- 
schwindender Distanz  folgenden  Geraden  einen  bestimmten 
Punct  x\y''z  gemein,  weil  das  System 

du  ,  du        ^du 

i<  =^   0 ,        :,      =   0 ,        u  +  du   =    0,        ,      +  fZ  -7—   =   0 
da  da  da 

mit  dem  System  der  3  Gleichungen 

du  d'^u 

t(  =  0,       -,     =  ü,        ,-^  =  0 
da  du' 

congruirt.  Also  (§.  48,  8)  ist  die  RegelÜäche  eine  Developpable : 
die  Enveloppe  der  Serie  [L  =  0,  Af  =  0)  i§t  eine  Deve- 
loppable.    Plücker   1832    Grelle    .1.   9    p.   128.     Ihre    Geraden 

|h  =  0,    ~  =  o|  berühren  die  Linie 

du  d^u 

da  da^ 

die  Enveloppe  der  Serie  von  Geraden,  die  arete  de  rebrousse- 
ment    der  Developpablen.     Für   die  Developpable   hat  man  das 

System    (»  =  0,    3-'  =  *^)?   also    nach  Elimination    von    a    eine 

Gleichung  für  x.  y.  z.  Für  die  Linie  hat  man  das  System  der 
3  Gleichungen,  oder  ein  Svstem  von  2  Gleichungen  für  x,  y,  z. 
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II.  ViXv  (Ion   Piinct  x' y\z  {\vv  Va\\v\u\\\w  li.il   m.iii 

ax  +  by+cz  +  d  =  0 

iiiso   lilr  den  ;iiif  der   l'Jivi'loppo  lioLicndoii    Boiicii   (/./    d n  dz 

adx  +  hdy  +  cdz  =  0 
D.iIhm"  sind 

^z  —  a  hz  —  h 

dar  c  Ciy  c 

gegebene  iMiiiclioncn  von  ct.  .Mithin  isl  q  von  ]>  ;d>liiingiii, 
folglich 

s     t   '  ^{oc,y) 

diis  von  Monge  Meni.  ])r('S.  l.  1)  p.  '-Wi  gegebene  Crileriiun  einci' 
Developpjiblen.  Uie  I)eveioppid)le  isl  ein  Tiieil  ihrer  kein- 
lliiehe;  auf  der  Developpablen  gie])l  es  keine  eigentliehe  iJeniar- 
calionsbnie,  sondern  anstatt  derselben  die  durch  den  andern 
Theil  der  Kernfläche  besliinmle  Doppellinie. 

III.  Die  Ebenen  der  Serie  [L  =  0,  J/ =  0)  sind  die  ge- 
meinschaftlichen Tangentenebenen  von  2  bestimmten  Flächen, 
den  Knveloppen  der  beiden  Doppelserien  ;  sie  sind  die  Tangen- 
tenebenen einer  Developpablen;  sie  sind  die  osculirenden  Ebenen 
der  Linie,  deren  Tangenten  die  Developpable  «-füllen.  Bei 
linearem  A'  hat  das  System  (Ä'=0,  L  =  0,  iV/  =  0)  Im 
Lösungen,  d.  h.  durch  den  Punct  Ä'  =  0  gehn  Im  Ebenen  der 
Serie    (Z/  =  0,    J/  =  0),  Tangentenebenen   der  Developpal)len 

[u  =  0.  ^^  =  o|,  osculirende  Ebenen  der  Linie  (m  =  o,  ~  =  o, 
\  da  )  \  da 

_^  =  ()|.  Nach  der  Menge  der  Tangentenebenen  einer  Deve- 
da'^         / 

loppablen  und  nach  der  Menge   der  osculirenden  Ebenen  einer 

Linie,    welche    einen    Punct    enthalten,    wird    die   C lasse   der 

Developpablen  und  der  Linie  bestimmt.    Gayley'1845  Liouv. 

J.  10  p.  246.     Schröter  1859   Grelle  J.  56  p.  27.     Salmon   1862 

Geom.  of  3   dim.  294.    Also  sind  die  Ebenen  der  Serie   [L  ^=  0, 

M  =  0)  die  Tangentenebenen  einer  Developpablen  T/ftter  G lasse, 

und  die  osculirenden  Ebenen  einer  Linie  /?«ter  Glasse. 
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§.  55.    Relation  der  Puncte  Ton  Fläclien  und  Linien. 

1.  \Yenii  die  Function  /  des  Pimctes  x  y\z  in  dem  ge- 
gel)eneu  Punct  a?,  |  y^  j  2,  einen  gegebenen  Werlh  hat ,  so  sind 
die  Coefficienten  der  /  durch  eine  Gleichung  verl)unden.  Daher 
sind  l:  Coefficienten  der  /  von  den  übrigen  al)hängig,  \venn  die 
Fläche  /=  0  fc  gegebene  Puncte  enthält.  Wie  §.  41.  Z.  B.  Durch 
2  Puncte  gehn  eine  Doppelserie  Kugeln:  durch  3  Puncte,  die 
nicht  auf  einer  Geraden  liegen,  gehn  eine  Serie  Kugeln;  durch 
4  Puncte  eines  Kreises  desgleichen ;  durch  4  Puncte ,  die  nicht 
auf  einem  Kreis  liegen,  geht  eine  bestimmte  Kugel;  5  Puncte 
einer  Kugel  sind  in  bestimmter  Relation.    Yergl.  §.  45,  7. 

3.    Die  Function  nten  Grades  /  hat  im  Allgemeinen  ( "  ..  '  ) 

Glieder.    Algebra  §,  2,  9.    Also  sind  zur  Bestimmung  einer  all- 
gemeinen Fläche  nter  Ordnung 


"    =(     3     j- 


Puncte  derselben  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt  hinreichend; 
n  -\-  I  Puncte  der  Fläche  haben  bestimmte  Relation,    Hierbei  ist 

0'=   0,      r=   3,      2'=   9,      3'=   19,     4'=   34 

Durch  3  Puncte  einer  Geraden  wird  eine  Ebene  nicht  be- 
stimmt. Zur  Bestimmung  einer  allgemeinen  Fläche  2lter  Ordnung 
sind  9  Puncte  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt  hinreichend. 
Wenn  3  derselben  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist  die  Gerade 
eine  Linie  der  Fläche  (§.  54,  3) ;  wenn  mehr  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  bleibt  die  Fläche  unbestimmt.  Wenn  von  den  9 
Puncten  5  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt 
eine  Linie  der  Fläche ;  wenn  mehr  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so  bleibt  die  Fläche  unbestimmt.  Wenn  von  den  9  Puncten  6 
auf  einer  Ebene,  aber  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so 
ist  die  Ebene  ein  Theil  der  Fläche,  weil  jede  Gerade  der  Ebene, 
welche  den  6ten  Punct  enthält ,  eine  Linie  der  Fläche  ist. 
Die   von   der   Brüsseler  Academie    1825    gestellte   Aufgabe,    aus 
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9  gegebenen  Punclen,  weh-lie  eine  FUi(;lie  2ler  Ordnung  be- 
stimmen, einen  andern  Punct  der  Fläche  zu  conslruiren,  ist 
zuerst  von  Hessi:  1842  Grelle  .1.  24  ]).  36  gelost  worden.  Vergl. 
SciiitöTKK  ()l)ernaclien  2.  Or.  §.  ;j3. 

Wenn  J\  y  Functionen  der  Grade  n,  m  bedeuten,  so  ist 
/• -j-  lg  =  0  eine  Fläche  der  Ordnung  n  oder  m,  welche  bei 
allen  /  die  Linie  (/ =  0,  </  =  0)  enthält,  welche  abci-  (hircii 
Puncle  dieser  Linie  nichl   vollkomnien  bcslinitiil  werden   kann. 

3.  Von  3  Flächen  /  =  0,  (?  =  0,  /<  =  0  der  Ordnungen 
k^  l,  III  haben  je  2  eine  Linie  gemein;  alle  3  haben  im  Allge- 
meinen keine  Linie,  sondern  eine  (iruppe  von  fcZ???- Puncten, 
ein  Polygon  gemein,  entsprechend  d(Mi  Lösungen  des  Systems 
der  3  Gleichungen  ftlr  a?,  ,?/,  z.  Ueber  die  Beweise  dieses  (auf 
§.  40  sich  stützenden)  algebraischen  Fundamentalsatzes  vergl. 
BfezoiT  Mem.de  Paris  1761  und  Kqu.  algebr.  1779.  Poissox  1802 
J.  de  l'ec.  polyt.  Cah.  II  p.  199.  Lacroiv  Compl.  d'algebre  p.  20. 
Serrkt  Alg.  super.  Sect.  2  c.  5.  Salmon  Lcssons  IV  und  Geom. 
of  3  dim.  299.     Hesse  Raumgeom.  IX. 

Wenn  die  Linie  (/  =0,  (/  =  0)  mit  der  Fläche  h  =  0 
mehr  als  klm  Puncte  gemein  hat,  so  haben  die  3  Flächen  eine 
Linie  gemein  (§.  44,  4):  die  Linie  (/ =  0,  ^  =  0)  liegt  ent- 
weder ganz,  oder,  wenn  sie  reducibel  ist,  wenigstens  zum  Theil 
auf  der  Fläche  A  =  0.  Die  3  Flächen  können  eine  Linie  und 
ein  Polygon  gemein  haben. 

4.  Wenn  n'  Puncte  so  gegeben  sind,  dass  sie  eine  Fläche 
nter  Ordnung  bestimmen,  so  giebt  es  eine  Serie  Flächen  nter 
Ordnung,  welche  n' —  1  jener  Puncte  gemein  haben,  und  eine 
Doppelserie  Flächen  nter  Ordnung,  welche  n' — 2  jener  Puncte 
gemein  haben. 

Wenn  /  =  0  und  </  =  0  Flächen  nter  Ordnung  der  er- 
wähnten n' — 1  Puncte  sind,  so  ist  f -k- lg  =  0  eine  andre 
Fläche  nter  Ordnung  derselben  Puncte,  welche  die  Linie  (/=  0, 
^  =  0)  enthält.  Der  Parameter  l  kann  nicht  durch  einen  Punct 
dieser  Linie  bestimmt  werden,  wohl  aber  durch  jeden  Punct, 
welcher  dieser  Linie  nicht  angehört.  Alle  Flächen  nter  Ordnung 
der  n' —  1  Puncte   haben  die  Linie  gemein,    welche   durch    die 

Baltzer,  anal.  Geom.  30 
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n' —  I   Füiicle  l>esliiniiil  wird:   n'  Pimcle  der  Linie  sind  in  be- 
stimmter Relation. 

Zur  Bestimmung  der  Linie,  welche  zwei  Flächen  '2ter  Ord- 
nung gemein  haben ,  sind  8  der  Puncte  erforderlich ,  deren  9 
eine  Fläche  2ter  Ordnung  bestimmen;  alle  Flächen  2ter  Ord- 
nung der  8  Puncte  haben  die  Linie  gemein.  Wenn  die  Linie 
aus  einer  Geraden  und  einer  Linie  3ter  Ordnung  besteht,  so 
sind  zur  Bestimmung  jener  2,  zur  Beslinunung  dieser  6  Puncte 
erforderlich.    Vei'gl.  unten  §.  56. 

5.  Wenn  f  =  0 .  (/  =  0,  k  =  0  Flächen  nter  Ordnung 
derselben  n' —  2  Puncte  (4)  sind,  und  wenn  die  3  Flächen  eine 
Linie  nicht  gemein  haben,  so  ist  f  -i-  Lg  -t-  [ih  =  0  eine  andre 
Fläche  nter  Ordnung  derselben  Puncte,  welche  das  Polygon 
(/  =  0,  ^  =  0,  h  =  0)  enthält.  Die  Parameter  /.  /(  können 
nicht  durch  2  Puncte  des  Polygons  bestimmt  werden,  wohl 
aber  durch  2  Puncte,  welche  nicht  beide  einer  der  Linien 
(/ =  0 ,  </  =  0],  .  .  angehören.  Alle  Flächen  wter  Ordnung 
der  n  — 2  Puncte  haben  n^  Puncte  gemein,  ein  Polygon, 
welches  durch  die  n  —  2  Puncte  bestimmt  wird:  n  —  I  Puncte 
des  Polygons  sind  in  bestimmter  Relation. 

Die  Flächen  2ter  Ordnung,  welche  von  9  eine  Fläche  2ler 
Ordnung  bestimmenden  Puncten  7  enthalten,  enthalten  einen 
bestimmten  8ten  Punct.  Von  den  8  Puncten,  welche  3  Flächen 
2ter  Ordnung  gemein  haben,  wenn  sie  eine  Linie  nicht  gemein 
haben,  ist  einer  diuch  die  7  andern  bestimmt.  Plücker  1828 
Gergonne  Ann.  19  p.  133.  Einen  besondern  Fall  dieses  Satzes 
hatte  kurz  zuvor  ein  Ungenannter  gegeben  Grelle  J.  3  p.  200. 
Vergl.  Steiner  daselbst  p.  205.  Eine  Relation  der  8  Puncte  ist 
von  Hesse  1840  Grelle  .L  20  p.  297,  26  p.  147  entdeckt  worden. 
Vergl.  unten  §.  58  und  Schröter  Oberflächen  2.  Or.  §.  72. 

6.  Wenn  die  Flächen  /=  0,  </  =  0,  /<  =  0  die  Ordnungen 
n,  n  —  cf,  n  —  u  —  ;t»  und  keine  gemeinschaftliche  Linie  haben, 
so  ist  die  Linie  (/=0,  ^  =  0)  durch  weniger  als  n  —  I  ihrer 
Puncte  bestimmt,  und  das  Polygon  (/ =  0 ,  ^  =  0,  A  =  0) 
ist  durch  weniger  als  n' —  2  seiner  Puncte  bestimmt. 
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Die  Linie  (/=  0,  g  =  0)  \'niu,\.  ;iuf  der  Flache  f  +  yp  =  0, 
wo  p  eine  Function  «ten  Grades  des  Puncles  x  y  z  mit  a'-h  1 
unbestimmten  Coefficienten.  Von  den  n  -k-  1  Coefficienlen  der 
./  "*"  9P  können  «'+  1  durch  Bestimmung:  der  Coefficienlen  von 
p  null  werden;  zur  relativen  Bestimmung  der  übrigen  n  — a' 
Coefficienten  yow  f  -\-  gp  sind  n' — a' — 1  Puncte  erforderlich. 
Also  sind  zur  Bestimmung  der  Linie,  welche  eine  Fläche  nler 
Ordnung  und  eine  Flüche  (n  —  «)ter  Ordnung  gemein  haben, 
n —  1  —  a'  Puncte  erforderlich;  n' — u'  Puncte  der  Linie  sind 
in  bestimmter  Relation.  Z.  B.  n  —  a  =  2,  n' —  I  —  «' 
=  /i(n  +  2):  Auf  einer  Fläche  2ter  Ordnung  können  n(n-i-2) 
Puncte  auf  unendlichviele  Arten  so  ge\\ählt  werden,  dass  alle 
Flächen  nter  Ordnung  der  «(n-i-2)  Puncte  mit  der  Fläche  2ter 
Ordnung  dieselbe  Linie  gemein  haben. 

Das  Polygon  der  n[n  —  ü)[n  —  a  —  ß)  Puncte  (/  =  0, 
(/  =  0,  Ä  =  0)  ist  durch  weniger  als  n' —  2  seiner  Puncte 
bestimmt.  Die  Verminderung  der  Anzahl  ist  von  Plvcker  nicht 
richtig  angegeben,  von  .Jacobi  genauer  bestimmt  worden.  Vergl. 
die  in  §.  41,  6  citirten  Abhandlungen. 

7.  Ebenso  sind  zur  Bestimmung  einer  Fläche  nter  Classe 
(§.  54,  10)  n  Tangentenebenen  erforderlich,  aber  nicht  unbedingt 
hinreichend.  U.  s.  w.  Man  wiederholt  die  oben  über  Functionen 
eines  Punctes  gemachten  Bemerkungen  in  Bezug  auf  dieselben 
Functionen  einer  Ebene. 

Der  Carnotsche  Satz  (§.  43,  2)  und  seine  Grundlagen  gelten 
auch  bei  einem  unebenen  Polygon,  wenn  dessen  Seiten  von 
einer  Fläche  nter  Ordnung  in  je  n  Puncten  getheilt  werden. 
Vergl.  Carnot  Geom.  de  pos.  380. 

Wenn  eine  Fläche  nter  Ordnung  /  =  0  und  ein  Puncl  P 
gegeben  sind,  so  werden  Polaren  der  Fläche  für  den  Puuct 
P  gebildet,  d.  h.  Flächen  fallender  Ordnungen,  welche  von  jeder 
Ebene  des  P  in  Planlinien  so  geschnitten  werden ,  dass  die 
Schnitte  der  Polaren  die  Polaren  des  auf  derselben  Ebene  lie- 
genden Schnittes  der  gegebenen  Fläche  für  den  Punct  P  sind 
(§.  43,  4  ft\j.  Eine  Gerade  des  P  enthält  dann  n  Puncte  R  der 
gegebenen    Fläche,    deren    harmonisches    Centrum    [n  —  w.)ten 

30* 
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Grades  Q,  durch  die  Gleichung  [QB  :  PE)n__,n  =  0  be- 
stimmt, auf  der  mten  Pohire  der  gegebenen  Flache  für  den 
Punct  P  liegt.  Man  bestimmt  durch  homogene  (loordinaten  die 
Puncte 

P{^Ay(\  ~ü\h).      Q{o<:\y\z  t) 

und  auf  der  Geraden  QP  den  Puncl 

B.{x  +  Xxf^\y  +  }.y(^\z  +  XzQ\t  +  Xtf^) 

in  welchem  die  Strecke  QP  nach  dem  Verhältniss  — It^  :  f 
getheilt  wird.  Die  Gerade  PQ  hat  mit  der  gegebenen  Fläche 
den  Punct  R  geraein  unter  der  Bedingung 

f{R)  =  i)    d.i.    ;t>o  +i>iA  +  ^A2  +  ..   =  0 

oder     2„A"  +  2,;.«-i  +  -?2_  ^-^  +  .  .   =   o 

wo  p,  =/(a),    qo  =f{P), 

ö  ö         ö         ö 


/  ö  ö  ö  ö      \  ,,  „, 


Dann  ist  f{Q)  =  0  die  gegebene  Fläche  nter  Ordnung,  i^i  =  0 
die  erste  Polare  derselben  für  den  Punct  P,  eine  bestimmte 
Fläche  [n  —  1)ter  Ordnung,  u.  s.  w.,  p^_2  "^  ^  ^^^  ("  —  ^)*® 
Polare,  eine  bestimmte  Fläche  2ter  Ordnung,  und  Pn—\  die 
(n  —  1)te  Polare,  eine  bestimmte  Ebene. 

8.  Wenn  der  Punct  P  auf  der  gegebenen  Fläche  liegt, 
so  liegt  er  auch  auf  den  Polaren;  die  Fläche  und  ihre  Polaren 
haben  in  P  alle  eine  gemeinschaftliche  Tangentenebene ,  die 
letzte  Polare  (wie  §.  43,  10). 

Nach  der  Voraussetzung  ist  qo  "^  0,  also  hat  die  für  /  auf- 
gestellte Gleichung  nten  Grades  eine  unendliche  Wurzel,  d,  h, 
einer  der  Puncte  E  fällt  auf  P.  Wenn  nun  I)  Q  auf  der 
[71  —  1)ten  Polare  q^  =  0  liegt,  so  hat  die  für  l  besiehende 
Gleichung  2  unendliche  Wurzeln,  d,  h.  die  Gerade  PQ  der 
(n —  llten    Polare    enthält    2   Puncte    R,    welche   in   P  vereint 
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sind.  Wenn  2)  Q  zugleich  auf  der  (n  —  2)ten  Polare  ^2  =  0 
liest,  so  eulhäll  die  Gerade  PQ  3  Punele  li,  welche  in  P 
vereint  sind.  Wenn  3)  Q  auf  der  (?*  —  Ijten  Polare  liegt, 
und  die   ilhrighleibende  Gleichung   (n  —  2)ten  Grades  für  / 

2  gleiche  Wurzeln  hat,  so  enthalt  die  Gerade  PQ.  2  Puncte  R 
der  gegebenen  Fläche,  welche  in  P  vereint  sind,  und  2  Puncte 
B.  welche  in  einem  andern  Punct  der  Fläche  vereint  sind. 

Der  dritte  i'all  tritt  ein.  wenn  die  Discriuiinante  z/  der 
Function  von  Ä,  welche  durch  ein  Quadrat  theilbar  sein 
soll,  null  ist.  Nun  ist  J  eine  Form  [in  —  6)ten  Grades  der 
7h !  ••?  9i     (Determ.  §.   11,   19),    ihi-    Anfangsglied    ist    theilbar 

durcli  f]n  —  i"~^%^'^      ^-    Na^'h  Definition  ist  7^^ ^q.^  eine  Form 

des  Punctes  Q  des  Grades  n  —  1  +  3,  also  ist  J  eine  Form 
des  Q  des  Grades   {n  +  2)(n  —  3). 

Die  Linie  {q^  =  0,  ^'o  =  0),  auf  der  Q  im  zweiten  Fall 
liest,  und  die -Linie  {q^  =  0,  _/  =  0),  auf  der  Q  im  dritten 
Fall  liegt,  bestehn  beide  aus  Geraden  des  Punctes  P:  denn 
wenn  Q  ein  Punct  der  Linie,  und  Q'  ein  Punct  der  Geraden 
PQ,  so-  ist  auch  Q'  ein  Punct  der  Linie.  Also  besteht  jene 
aus  2,  diese  aus   (n  +  2)(n  —  3)   Geraden  des  Punctes  P. 

Demnach  gehn  durch  einen  einfachen  Punct  P  einer  Fläche 
?iter  Ordnung  eine  Serie  Tangenten  der  Fläche,  welche  auf  der 
Ebene  5,  =  0  liegen,  darunter  2  osculirende  Gerade  '//(  =  0. 
q.2  =  0)  wie  §.  54,  4,  und  (n  +  2)  (n  —  3)  Doppeltangenten 
(7i  =  0,  _/  =  0).  Dabei  sind  die  uneigentlichen  Doppeltan- 
genten mitgezählt .  welche  die  Fläche  in  dem  einfachen  Punct 
berühren  und  einen  Doppelpunct  der  Fläche  enthalten.  Salmox 
Geom.  of  3  dim.  244. 

9.  Wenn  der  Punct  P  nicht  auf  der  gegebenen  Fläche 
liegt,  so  enthält  die  Gerade  PQ 

2  Puncte  E,  welche  in  Q  vereint  sind,  wenn  Q  der  Linie 
{p^_^  =  0,  p,  =  0)  angehört,  dem  scheinbaren  Contour  der  aus 
P  gesehenen  Fläche  (§.  53,  5) ; 
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3  Puncte  i2,  welche  in  Q  vereint  sind,  wenn  Q  dem  Poly- 
gon  [po  =  0,  p,  =  0,  p.-,  =  0)   angehört; 

2  Puncte  R,  welche  in  Q  vereint  sind,  und  2  Puncte  E, 
welche  in  einem  andern  Punct  vereint  sind,  wenn  Q  dem 
Polygon   [pq  =  0,  />,  =  0,  J'  =  0)  angehört. 

Hier  ist  J'  die  Discriminante  der  Function  (n  —  2)ten 
Grades 

eine  Form  (2n  — 6:ien  Grades  der  y-^,  ...Pn-  I^as  Änfangs- 
glied  derselben  ist  theilbar  durch  P3"""  ^y'„_i'*^  ^  und 
PaPh  —  \  ist  ^"^^  Form  von  Q  des  Grades  n  —  3  +  1  ;  also  ist 
J'  eine  Form  von  Q,  des  Grades   (n  —  2)  (71  —  3).     Folglich: 

Die  Fläche  nter  Ordnung  aus  P  gesehn  hat  einen  schein- 
baren Conlour  (;>o  =  0,  p^  =  0)  der  Ordnung  n{n  —  1).  Auf 
demselben  giebt  es  n{n  —  \)[n  —  2)  Puncte  Q  der  Art,  dass 
die  Geraden  PQ  die  Fläche  in  Q  osculiren,  und  n[n  —  I) 
•  („  —  1)[n  —  3)  Puncte  Q  der  Art,  dass  die  Geraden  PQ, 
Doppeltangenten  der  Fläche  sind.  Aber  die*  Gerade  PQ, 
welche  die  Fläche  in  Q  und  in  Q'  berührt,  ist  nicht  verschie- 
den von  der  Geraden  PQ',  welche  die  Fläche  in  Q'  und  in  Q, 
berührt:  also  giebt  es 

.U(n— l)(n  — 2)(»  — 3)   =    12  ^""1 
Doppeltangeuten  PQ,   und  der  scheinbare  Contour  hat 

-{:)-<:)  =  k:)("7') 

scheinbare  Doppelpuncte  Q,  in  \\  eichen  er  von  der  Geraden 
PQ,  nochmals  getroffen  wird.  Dem  scheinbaren  Contour  zuge- 
rechnet sind  die  mehrfachen  Puncte  der  Fläche.  Mitgezählt 
sind  als  osculirende  Gerade  diejenigen,  welche  die  Fläche  in 
einem  mehrfachen  Punct  2punctig  berühren;  als  Doppeltan- 
genten diejenigen,  welche  die  Fläche  in  einem  einfachen  Punct 
2punclig  berühren  und  einen  mehrfachen  Punct  derselben  ent- 
halten, sowie  diejenigen,  welche  2  mehrfache  Puncte  der  Fläche 
enthalten.    Salmon  Geom.  of  3  dim.  245  ff. 
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10.  I.  Wenn  der  Piiiict  J'  iiiclit  aul  der  i4eiiel)eiieii  Flache 
liegt,  und  die  Gerade  PQ  2  vereinte  Puncte  ir"  der  Flüche  ent- 
halt, so  ist  die  Gerade  rQ  eine  Gerade  des  Kei^eis,  welcher 
aus  dem  (UMitruin  P  der  Flache  urniieschriebon  ist,  und  den 
scheinbaren  Contour  der  aus  P  gesehenen  Flache  enthält.  Auf 
diesem  Kegel  liegt  der  IMinct  U,  wenn  er  der  Gleichung  J"=  0 
genügt,  wo  J"  die  Discriminante  der  Function  nten  Grades 
Po  +  P\^-  -*-  •  •  '^'-  '^'»s  Anfangsglied  der  Form  J"  ist  Iheilbar 
durch  /'i"  "■';>„_,""" ',  und  p,  p„ __ ,  ist  eine  Form  von  Q 
des  (ii-ades  n  —  1  -t-  I .  Also  ist  J"  eine  Form  von  Q,  des 
Grades  n[n —  1),  und  der  der  Fläche  umgeschriebene  Kegel 
J"  =  0  hat  die  Ordnung  n{n  —  1),  die  Ordnung  des  schein- 
baren Gonlours  dei-   Fläche.     .Ioachimsthai..     Vergl.  §.  43,  16. 

11.  Die  F^bene  PQS.  von  welcher  die  Fläche  in  Q  berührt 
NNird,  ist  zugleich  die  Ebene,  von  welcher  der  umgeschriebene 
Kegel  längs  der  Geraden  PQ  l)erührt  wird.  Wenn  nun  die 
Fläche  von  der  Geraden  PQ  in  Q  und  in  Q,',  und  daselbst 
von  den  Ebenen  PQS  und  PQ'ä'  l)erührt  wird,  so  wird  der 
Kegel  längs  der  Geraden  PQ  von  den  beiden  Ebenen  PQaS' 
und  PQ'aS'  berührt.  Also  ist  die  Gerade  PQ  eine  Doppellinie 
des  Kegels;  die  Puncte  der  Doppellinie  sind  biplanare  Doppel- 
pvmcle  des  Kegels,  uniplanare  bei  vereinten  Q  und  Q'  (§.54,7). 
Daher  ist  der  einer  ordinären  Fläche  nter  Ordnung  um- 
geschriebene Kegel  singulär,  er  hat  Doppelgerade,  und  zwar 

12  II  biplanarer  und  61  ^j  uniplanarer  Doppelpuucte;  er  hat 

mehr  Doppelgerade,  wenn  die  Fläche  nler  Ordnung  singulär 
ist  d.  h.  mehrfache  Puncte  enthält.  Ein  Planschnitt  dieses 
Kegels,  die  Centralprojection  eines  scheinbaren  Conlours  der 
Fläche,  ist  eine  singulare  Linie  n[n —  1)ter  Ordnung  mit  min- 
destens 12  (^)  Doppelpuncten  und  ^{'oj  Spitzen,  mithin  (§.  43, 13) 
höchstens  der  Glasse 

Salmü>    a.  a.   0. 
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III.  Dieselbe  Classe  hat  auch  die  Fläche  niev  Ordnung 
und  der  ihr  umgeschriebeue  Kegel.  Poncelet  Grelle  J.  4  p.  30. 
Denn  die  Fläche  wird  von  einer  Ebene  der  gegebenen  Geraden 
PF'  in  Q  berührt .  wenn  Q  auf  den  ersten  Polaren  der  ge- 
gebenen Fläche  für  die  Puncte  P  und  P'  liegt,  also  dem 
Polygon 

(i'ü  =  0,    2h  =  0,    i/,  =  0) 

angehört.  Das  Polygon  hat  7i  [n —  1)-  Puncte  Q  der  Art,  dass 
PP'Q  eine  Ebene  der  Geraden  PP'  ist,  von  welcher  die  ge- 
gebene Fläche  berührt  wird.  Mitgezählt  sind  dabei  die  un- 
eigentlichen Tangentenebenen ,  in  dem  Fall  dass  Q  ein  mehr- 
facher Punct  der  Fläche  ist. 


§.  5G.    Die  uuebeueu  Linien. 

1.  Durch  i',  r  werden  Functionen  des  Punctes  x  y  z  der 
Grade  /;,  /  bezeichnet.  Die  Linie  (z<  =  0.  r  =  0)  ist  der 
Schnitt  der  Fläche  tter  Ordnung  «  =  0  und  der  Fläche  ^ter 
Ordnung  w  =  0.  Mit  einer  Ebene  hat  sie  kl  Puncte  gemein, 
und  hat  demnach  die  Ordnung  t/  (§.  54,  1  und  2).  Auf  der 
unendlichfernen  Ebene  hat  sie  kl  unendlichferne  Puncte, 
nach  welchen  ebensoviel  Zweige  der  Linie  sich  erstrecken. 

Die  Linie  (w  =  0,  /^  r=  0)  ist  redueibel,  und  besteht 
aus  den  Linien  (t<  =  0,  /  =  0)  und  (w  =  0,  </  =  0)  niederer 
Ordnungen.  Unter  einer  Linie  /:/ler  Ordnung  soll  der  ganze 
Schnitt  (die  Serie  aller  gemeinschaftlichen  Puncte)  einer  Fläche 
Ater  Ordnung  und  einer  Fläche  /ter  Ordnung  verstanden  wer- 
den. Die  Linie  tZter  Ordnung  hat  mit  einer  Fläche  ???ter  Ord- 
nung klm  Puncte  gemein;  w'enn  sie  mit  ihr  mehr  Puncte  ge- 
mein hat,  so  liegt  sie  ganz  oder  (w-enu  sie  redueibel  ist)  zum 
Theil  auf  der  Fläche  ?«ter  Ordnung   (§.  55,  3). 

3.  Die  Linie  (m  =  0,  i'  :=  0)  liegt  auf  der  Fläche  u  -\-  ).v 
=  0  bei  allen  Z,  und  wird  durch  je  2  Flächen  dieser  Serie 
bestimmt    (§.55,4).     Die    Serie   enthält    eine  bestimmte  Menge 
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sin^ulärer  Flächen  mit  iiiclii-t.ii-licti  l'uncU-n .  (Mi(s|)rcc|if'ii(l 
dem  System   (§.  5i,  0.   11) 

?<1    +   kVi     =    0,        11-2    +   ?-V2    =    0,        «3    +    Xv-^    =    0,        »1    +    kVi    =    0 

für  vr ,  y,  z,  l.  AuvSMülimsweise  kann  unter  den  singuliiren 
Flächen  der  Serie  eine  reducihcl  sein,  indem  z.  B  », -4-/|V? 
=  /(/.  Dann  ist  die  gegebene  Linie  (u  =  v,  v  =  0)  reducibel: 
sie  hat,  wenn  v  nicht  höhern  (Irades  als  u  ist,  die  l)o[)[)elpnncle 
(«  r=  ü,/=  0,  ^  =  0),  die  gemeinschaftlichen  i'uncte  der  beiden 
Linien,  aus  welchen  die  reducible  Linie  besteht.  Vergl.  unten  (5). 
Wenn  insbesondere  /  linear  ist,  so  isl  die  Linie  ganz  oder  zum 
Theil  plan  oder  gerad. 

Die  beiden  Linien  [u  =  0,  /  =  Ol  und  [u  =  0,  ^  =  0), 
\\ eiche  das  Polygon  (rt  ==  0  ,  /' =  0 ,  ^  =  0)  gemein  haben, 
liegen  auf  der  Fläche  u  •+■  Ifri  =  0  bei  allen  l. 

Wenn  insbesondere  eine  Linie  2 .  2ter  Ordnung  (auf  2 
Flächen  iXev  Ordnung  liegend)  einen  Kegelschnitt  eiUhält,  so 
enlhält  sie  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  mit  dem  erstem 
2  Puncte   gemein    hat,    die  Doppelpuncte   der  reduciblen    Linie 

2  .  2ter  Ordnung.  Monge  Gorresp.  sur  IFa-oIc  iiolyl.  t.  2  p.  321. 
CiiASLEs  ebendas.  t.  3  p.  13.  Poncelet  Propr.  proj.  600.  Binet 
in  Lerov  Geom.  des  3  dim.  206.  Magnus  Aufgaben  II  §.  69 
und  §.  79.  Ueber  einen  besondern  Fall  dieses  Satzes  vergl. 
Stereom.  §.  5,  17. 

Wenn  die  Linie  2  .  2ter  Ordnung  eine  (icrade  enthält,  so 
enlhält  sie  noch  eine  Linie,   welche  mit  einer  beliebigen  Ebene 

3  Puncte,  und  mit  jener  Geraden  2  Puncte,  die  Doppelpuncte 
der  reduciblen  Linie  2  .  2ter  Ordnung,  gemein  hat.  Hesse  1843 
Grelle  J.  26  p.  147.    Vergl.  unten   (11). 

3.  Wenn  eine  Linie  mit  einer  Ebene  n  Puncte  gemein  hat, 
so  ist  sie  7iter  Ordnung,  aber  im  Allgemeinen  nicht  der  ganze 
Schnitt  von  2  Flächen.  Wenn  n  eine  Primzahl,  so  ist  die  Linie 
nicht  der  ganze  Schnitt  von  2  Flächen;  deun  die  Ordnung  einer 
solchen  Linie  ist  keine  Primzahl.  Eine  Linie  3ter  Ordnung  ist 
ein  Theil  einer  Linie  2  .  2ter  Ordnung,  oder  einer  Linie  3  .  2ter 
Ordnung,  u.  s.  w.     Eine   Linie   ?iter  Ordnung    kann   ein   Theil 
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einer  reduciblen  Linie  klier  Ordnung  sein,  deren  andrer  Theil 
eine  Linie  n'ler  Ordnung  ist,  so  dass  n  •+■  n'  =  kl. 

Die  Linie  AB  erster  Ordnung  hat  mit  einer  Eigene  AB 
mehr  als  einen  Punet  gemein,  und  liegt  auf  dieser  Ebene,  wie 
auf  allen  Ebenen  AB.  Daher  ist  die  Linie  erster  Ordnung  plan 
und  gerad. 

Die  Linie  ABC  'i\\g\\.qv  Ordnung  hat  mit  der  Ebene  ABC 
mehr  als  2  Puncte  gemein,  und  liegt  entweder  ganz  oder  zum 
Theil  auf  dieser  Eigene.  Der  letztere  Fall  tritt  ein,  wenn  die 
Linie  zweiter  Ordnung  aus  2  Geraden  AB^  CD  besieht,  die 
nicht  auf  einer  Ebene  liegen.  Aber  die  beiden  Geraden  (p  ^  0, 
g  =  0)  und  (r  =  0,  s  =  0),  wo  />,  g,  r.  s  lineare  Functionen 
des  Punctes  x  y  z  bedeuten,  sind  nur  ein  Theil  der  Linie  2  .  2ler 
Ordnung  [pr  =  0,  qs  =  0). 

Der  Kegel  2ter  Ordnung  der  Geraden  12,  13,  14,  15,  16 
hat  mit  dem  Kegel  2ter  Ordnung  der  Geraden  21,  23,  24,  25, 
26  eine  Linie  2  .  2ter  Ordnung  gemein .  bestehend  aus  der  Ge- 
raden 12  und  einer  bestimmten  Linie  dritter  Ordnung. 
Wenn  diese  Linie  3ter  Ordnung  mit  einer  Fläche  2ler  Ordnung 
mehr  als  6  Puncte  gemein  hat,  so  liegt  sie  avif  ihr. 

4.  I.  Die  Ebenen,  welche  den  Punct  A  einer  Linie  nler 
Ordnung  enthalten,  enthalten  je  n  —  1  andre  Puncte  der  Linie. 
Darunter  sind  ausgezeichnet  eine  Serie  Ebenen,  welche  je  2 
Puncte  A  und  n  —  2  andre  Puncte  der  Linie  enthalten:  die 
Ebenen  ,  welche  die  Linie  in  A  2ininctig  berühren  ,  und  eine 
bestimmte  Gerade  gemein  haben,  von  welcher  die  Linie  in  A 
2punctig  berührt  wird.  Darunter  ist  eine  bestimmte  Ebene  aus- 
gezeichnet ,  w  eiche  3  Puncte  A  und  n  —  3  andre  Puncte  der 
Linie  enthält,  von  welcher  die  Linie  in  A  3punctig  berührt 
wird.  Diese  osculirende  F^beue  ist  von  Tinseal  1780  Mem.  pres. 
t.  1)  p.  606  ijestimmt  worden. 

Normal  zu  einer  Tangente  der  Linie  steht  eine  Normalen- 
ebene der  Linie,  welche  mit  der  osculirenden  Ebene  die 
Hauptnormale  der  Linie  gemein  hat  (n.  principale,  Calchy 
Applic.  XVI).  Die  Normale  der  osculirenden  Ebene  hat  den 
Namen    Bi normale   erhalten    ( Saint -Venant    18ii     J.    de  l'Ec. 


.   §.  36.    Die  unebenen  Linien.  475 

polyt.  Gab.  30    p.    17),  weil    sie    nonual   isl    zur  Taniienle    und 
zur  Haiiptnormale. 

II.  Wenn  A,  ß,  C.  D  l'uncle  der  Linie  sind,  welche  ver- 
sehwindende Distanzen  von  einander  haben,  so  ist  die  Gerade 
AB  die  Tangente  der  Linie,  welche  die  Richtung  der  Linie 
in  A  angiebt;  die  Ebene  ABC  ist  die  osculirende  Ebene  der 
Linie,  welche  die  Stellung  der  Linie  in  ^angiebt;  das  Tetra- 
eder AB  CD  =  DCBA  (§.  16,  i)  ist  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  die  Linie  daselbst  links-gewu nden  ist  oder  rechls- 
ge wunden.  Die  Tangenten  der  Linie  erfüllen  die  der  Linie 
zugehörige  Developpable,  welche  von  den  osculirenden  Ebenen 
der  Linie  berührt  wird   (§.  5i,  IL. 

Wenn  eine  Ebene  n  Puncle  der  Linie  enthalt ,  so  hat  die 
Linie  die  Ordnung  n  (1).  W^enn  ein  Puncl  m  osculirende 
Ebenen  der  Linie,  Tangentenebenen  ihrer  Developpablen,  ent- 
hält, so  hat  die  Linie  und  ihre  Developpable  die  Classe  vi 
(§.  54,  10  und  11).  Wenn  eine  Gerade  /•  Tangenten  der  Linie 
schneidet,  so  hat  die  Linie  den  Rang  /•.  ihre  Developpable  die 
Ordnung  r.     Cayi.ev  1845  Liouv.  .1.  10  p.  245. 

III.  Unter  den  Puncten  der  Linie  giebt  es  unbedingt  einen 
(mehrdeutig)  bestimmten,  in  welchem  die  Linie  plan  isl  (ohne 
Torsion,  AB  CD  =  0),  und  einen  (mehrdeutig)  bestimmten 
Puncl,  in  welchem  die  Linie  gerad  ist  (ohne  Flexion,  ABC 
=  0).  Diese  Puncte  sind  von  Moxge  Mem.  pres.  1785  t.  10 
p.  542,  Applic.  §.  27  unterschieden  worden  als  einfache  oder 
doppelte  Inflexionen,  von  Ti.nseai  p.  604  desselben  Bandes  als 
plane  oder  lineare  Intlexionen.  (]ayle\  a.  a.  0.  hat  die  oscu- 
lirende Ebene  des  einen  Punctes,  die  Tangente  des  andern,  den 
Puncl  selbst  stationär,  genannt. 

5.  Nur  ausnahmsweise  kann  die  Linie  einen  mehrfachen 
Puncl  mit  mehr  Tangenten  oder  mehr  osculirenden  Ebenen 
haben.  Wenn  jede  Ebene  des  Punctes  .4  der  Linie  k  Puncte  A 
und  n  —  k  andre  Puncte  der  Linie  enthält,  so  isl  A  ein  tfacher 
Puncl  der  Linie  mit  einer  Mehrheil  von  Tangenten  oder  oscu- 
lirenden Ebenen.  Die  Linie  ist  singulär,  wenn  sie  einen 
mehrfachen  Puncl  hat,  ordinär,  wenn  sie  nur  einfache  Puncte 
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hat.  Die  Linien,  aus  welchen  eine  rediicible  Linie  besteht, 
hal)en  geraeinschaftliclie  Punete  (2),  welche  Doppelpiincle  der 
reduci])len  Linie  sind. 

Wenn  die  Flächen  u  =  0,  r  =  0  den  Piincl  ^1(0J0|0) 
gemein  haben  und  beide  dasell)sl  von  derselben  Ebene  berührt 
werden,  so  ist  A  ein  mehrfacher  Punct  der  Linie  [u  =  0, 
V  =  0).  Plücker  1829  Grelle  J.  i  p.  359.  Vergl.  Salmon  Geom. 
of  3  dim.  128.    Wenn  nach  Formen  des  Punctes  x\y  z  geordnet 

u  =  f\  +  f,  +  f.j  +  _,      V  =  fi+g2+9i  +  -- 

so  ist  (§.  54,  5)  A  sowohl  ein  2facher  Punct  der  Planlinie  (tr=  0, 
f^  r=  0)  mit  den  Tangenten  (/,  =  0,  /j  =  0),  als  auch  ein 
2facher  Punct  der  Planlinie  (y  =  0,  /j  =  0)  mit  den  Tan- 
genten (/|  =  0,  g.y^  =  0).  Der  Punct  A  ist  zugleich  ein  2facher 
Punct  der  Fläche  u  —  v  =  0  mit  dem  Tangentenkegel  f^  —  g^ 
=  0.  Die  Linie  (m  =  0,  *;  =  0)  liegt  auf  der  Fläche  u  —  y  =  0, 
also  wird  sie  in  A  von  den  Geraden  (/j  =  0,  f.^  — ^'■i  =  0) 
berührt.  Daher  ist  A  ein  2facher  Punct  der  Linie  [u  =  0, 
t?  ==  0)   mit  den  Tangenten   (/,  =  0,   f^  — g-i  =  0). 

6.  Der  Kegel,  durch  welchen  die  Linie  Ä:/ter  Ordnung 
i^u  =  0,  v  =  0)  aus  dem  Centrum  P  projicirt  wird,  ist  klier 
Ordnung  (§.  53,  3).  Wenn  P  ein  einfacher  Punct  der  Linie  ist, 
so  hat  der  Kegel  die  Ordnung  kl  —  1 ;  denn  eine  Ebene  des 
P  enthält  den  Punct  P  und  /./  —  I  andre  Puucte  der  Linie, 
mithin  kl  —  1  Gerade  des  Kegels.  Wenn  P  ein  2facher  Punct 
der  Linie  ist,  so  hat  der  Kegel  die  Ordnung  kl  —  2;  denn 
eine  F^bene  des  P  enthält  2  Punete  P  und  kl  —  2  andre  Punete 
der  Linie,   mithin  kl  —  2  Gerade  des  Kegels.    U.  s.  w". 

Die  Gerade  PQ  enthält  k  Punete  i?  der  Fläche  u  =  0  unter 
der  Bedingung  (§.  55,  7) 

ro+2h>-  +  Yh^'  +  ■■  =  0 

Dieselbe  enthält  l  Punete  .s'  der  Fläche  v  =  0   unter  der  ähn- 
lichen Bedingung 
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Die  Gerade  PCL  enthüll  einen  Puncl  der  Linie  (u  =  0,  y==0), 
und  ist  eine  Gerade  des  projicirenden  Kegels,  wenn  einer  der 
Piincte  S  auf  einen  der  Puncte  li  füllt,  d.  h.  wenn  die  beiden 
Gleichungen  für  Ä  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  halten,  also 
die  Resultante  ü  der  beiden  Functionen  von  '/.  null  ist  (Deterrn. 
§.  II,  i).  Demnach  ist  /)  ==  0  der  projicirende  Kegel  /;/ler 
Ordnung.    Sai.mon  Geom.  of  '.\  diiii.  117,  7. 

In  der  That  haben  die  Formen  p^.  /'| ,  .  .,  p  i)^  />  i ,  •  •  des 
Punctes  Q  die  Grade  Ä:,  fc  —  I ,..,/,/—  I ...  •  Nun  ist  I) 
eine  Form  /ten  Grades  der  /?(, ,  /j,  ,  ..  und  ^ten  Grades  der 
p'o,  p\,  ...  Ihr  Anfangsglied  ist  theilbar  durch  P(^  p'i  ,  durch 
eine  Form  i.7ten  Grades  von  Q.     Also  hat  D  den  Grad  kl. 

7.  Es  giebt  eine  bestimmte  Menge  Gerade  eines  Punctes  P, 
Gerade  des  die  Linie  projicirenden  Kegels,  welche  2  Puncte  der 
Linie  enthalten.  Cavi.ey  I8iö  Liouv.  .1.  10  p.  246.  Die  nahern 
Bestimmungen  sind  von  Salmon  Geom.  of  3  dini.  '\\\  gegeben 
worden. 

Wenn  Q  ein  Punct  der  Linie  ist,  und  wenn  die  Linie  von 
der  Geraden  PQ  nochmals  in  R  getroffen  wird,  sind  (6)  Pq, 
p'o  null,  und  die  beiden  Gleichungen  für  ?.  haben  eine  von  0 
verschiedene  gemeinschaftliche  Wurzel.  Daher  ist  die  Resul- 
tante D'  der  beiden  Functionen  von  /. 

der  Grade   k —  I,  l —  I  null.    Die  Resultante  D' ist  eine  Form 

[l l)ten   Grades  der  p^,  p.,,  ...    und  eine   Form    [k —  l)ten 

Grades  der  p\,  p'.^,  ■•■  Ihr  Anfangsglied  ist  theilbar  durch 
P\^~^ p'l^~^  1  durch  eine  Form  [k  —  \)[l  —  1)ten  Grades 
von  Q.  Demnach  ist  D'  eine  Form  von  Q  des  (^rades 
(A;  —  1)(/  —  I),  und  Q  ein  Punct  des  Polygons 

[u  =  0,    V  =  0.    D'  =  0) 

der  Puncte,  welche  die  Linie  («  =  0,  r  =  0)  mit  einer  be- 
stimmten Fläche  (fc — \)[l  —  1)ter  Ordnung  gemein  hat.  Das 
Polygon  hat  kl[k —  \)[l —  I)  Puncte  Q  der  Linie  der  Art, 
dass    von    der    Geraden   PQ   die    Linie   nochmals    in    R.    und 
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zugleich  von  der  Geraden  FR  die  Linie  nochmals  in  Q  getroffen 
wird.  Also  hat  die  Linie  Ä:/ter  Ordnung  aus  einem  beliebigen 
Punct  P  gesehn 


.,,(,_,)(,_!)   =   2(J)(;) 


scheinbare  Doppelpuncte.  Nicht  mitgezählt  sind  dabei  die 
wirklichen  Doppelpuncte,  welche  die  Linie  hat  in  dem  Fall, 
dass  die  Flächen  ^{  =  0  und  v  =  0  in  einem  Punct  oder  in 
mehr  Puncten  sich  berühren  (5),  oder  dass  die  Linie  reducibel 
ist ;    denn   die   gemeinschaftliche  ^Yurzel   0  war  ausgeschlossen. 

8.  Auf  dem  die  Linie  aus  P  projicirenden  Kegel  D  =  0 
(6)  giebt  es  soviel  Doppelgerade  PQ  mit  den  Tangenten- 
ebenen  PQQ'  und  PRE\  als  die  Linie  scheinbare  Doppel- 
puncte und  wirkliche  Doppelpuncte  hat.  Dieser  Kegel  ist 
unbedingt  singulär,  und  wird  von  einer  Ebene  in  einer  sin- 
gulären  Linie  geschnitten,  welche  ebensoviel  Doppelpuncte  be- 
sitzt.   Vergl.  §.  55,  10.  IL 

Der  Planschnitt  des  Kegels  hat  die  Ordnung  kl  und  min- 
destens 21  II  I  Doppelpuncte,  während  eine  irreducible  Plan- 
linie   derselben    Ordnung  ( ''   „      )    Doppelpuncte    haben    kann 

(§.  42,  1).  Die  plane  Cenlralprojection  einer  ordinären  Linie 
kliev  Ordnung  hat  also 

Doppelpuncte  weniger,  als  eine  irreducible  Planlinie  derselben 
Ordnung  haben  kann. 

Eine  Linie  2  .  2ter  Ordnung  hat  2  scheinbare  Doppelpuncte, 
und  kann  keinen  oder  einen  oder  (wenn  sie  reducibel  ist)  zwei 
Doppelpuncte  haben.  Eine  plane  Gentralprojection  dieser  Linie 
ist  keine  ordinäre  Linie  4ter  Ordnung,  sondern  hat  2  oder  3 
oder  4  Doppelpuncte.  Das  unbedingte  Vorhandensein  von  2 
Doppelpuncten  war  von  Chasles  Apercu  V,  51  ff.  bemerkt 
worden. 
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9.  Zwei  Linien  nler  und  7t'ler  Ordniinu  lial)en  aus  einem 
Punet  iiesehn  /i?i'  seheinl>are  iienie  insehaftliche  Puncle. 
Wenn  eine  Gerade  des  F  die  eine  Linie  in  Q,  und  die  andre 
in  /.'  tritll.  so  ist  sie  eine  gemeinschaftliche  Gerade  der  con- 
centrischen  Kegel,  durch  \Aelche  die  I)eiden  Linien  aus  P  pro- 
jicirt  werden.  Diese  Kegel  haben  die  Ordnungen  n,  n'  (6), 
also  nn'  gemeinschaftliche  Gerade  (§.  53,  7).  Mitgezählt  sind 
die  Puncte,  welche  die  beiden  Linien  g<'inein  haben. 

Eine  reducible  Linie  klXov  Ordnung  bestehe  aus  den  ordi- 
nären Linien  A,  V  der  Ordnungen  n,  n',  so  dass  n-f-n'  =  kl. 
Die  beiden  Linien  haben  ?in' scheinbare  gemeinschaftliche  Puncte, 
darunter  d  gemeinschaftliche  Puncte,  dieDoppelpuncte  der  ganzen 
Linie.  Wenn  die  Linie  k  aus  P  gesehn  h  scheinbare  Doppel- 
puncte  hat,  so  giebt  es  auf  dieser  Linie  2ä  Puncte  Q  der  Art, 
dass  die  Gerade  PQ  die  /.  in  einem  andern  Punct  trilH.  und 
nn'  Puncte  Q  der  Art,  dass  die  Gerade  PQ,  die  V  tritit.  Die 
Puncte  Q  derselben  Linie  l  der  Art,  dass  PQ  die  ganze 
Linie  in  einem  andern  Punct  tritlt.  sind  die  Puncte,  \^elche  die 
K  mit  einer  bestimmten  Flüche  A- —  l)(^ —  Ijter  Ordnung  ge- 
mein hat  (7) ;  die  Puncte  Q  der  l  der  Art,  dass  PQ  die  ganze 
Linie  in  demselben  Punct  trifft ,  sind  die  Doppelpuncte  der 
ganzen  Linie.     Also  hat  man 

2/i  +  nn'  =   »(^•— 1)(Z  — 1)  +  d 

und  bei  //  scheinbaren  Doppelpuncten  der  l' 

2h'+  nn    =   n\k  —  l){l  —  l)  +  d 
folglich 

h  +  h'+  nn'—  d  =  21  „  l(  2  ) 
h  —  h'^    \{n  —  n'){k  —  \){l-^\) 

W  enn  z.  B.  eine  Linie  i  .  2tei-  Ordnung  aus  einer  Linie  ;Uer 
Ordnung  und  einer  Geraden  besteht,  so  ist  ä' =  0.  folglich 
h  =  I.  j  =  2.  Vergl.  Salmon  Geom.  of  3  dim.  313.  Da  die 
Linie  3ter  Ordnung  einen  scheinbaren  Doppelpunct  hat,  so  ist 
ihre  plane  Centralprojeclion  keine  ordinäre  Planlinie  3ter  Ord- 
nung. Diese  letztere  Bemerkung  ist  von  Chasles  a.  a.  0.  ge- 
macht worden. 


I^Q  Cap.  X.    Flächen  und  Linien. 

10.  I.  Unter  den  unebenen  Linien  nler  Ordnung  sind  zu- 
erst die  barycentrischen  Linien  (§.  44,  3  und  §.  42,  12) 
der  Untersuchung  zugänglich  gemacht  worden  durch  Möbius 
Baryc.  Calc.  §§.  95.  96.  98.  132.    Es  seien 

P   =    rt„  +  rt,  ^  +  .  .   +  rt„^" 
(>   =   i,i  +  fc,  ^  +  .  .  ,       7?   =    Co  +  c,  /  +  .  .  ,      S  =   dn  +  dit  +  .  . 

gegebene  Functionen  ??ten  Grades  des  Parameters  /,  ohne  einen 
allen  gemeinschaftlichen  Divisor,  nicht  ausdrückbar  durch  nie- 
dere Potenzen  eines  andern  Parameters;  insbesondere  sei  5 
keine  lineare  Form  der  P,  ü,  R,  und  (i„  nicht  null.  Wenn 
dann 

X  :  y  :  z  :  \    =   P  :  Q  :  B  :  S 

so  entspricht  jedem  t  ein  bestimmter  Punct  oc\y\z  einer  bary- 
centrischen Linie  nter  Ordnung.  In  der  That  hat  diese  Linie 
n  Puncte  der  Ebene 

ax  +  by  +  cz  +  d  =   0 

entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung 

aP  +  bQ  +  cB  +  dS  =  0 

nten  Grades  für  t.  Die  n  unendlichfernen  Puncte  der  Linie 
sind  durch  die  Gleichung  S  ^  0  gegeben.  Der  Punct  x\y\z 
kann  durch  Lineal-Construction  gefunden  werden. 

IL    Das  System  P—Sx  =  0,   Q  —  Sy  =  0,  B  —  Sz  =  0 
hat   kn  ■+■  3  Coefficienten,  deren  3  durch  die  Substitution 

_  a  +  ßu 
~  1  +  yti 

null  werden  bei  bestimmten  a,  ß,  y.  Zur  Bestimmung  der. 
übrigen  in  Coefficienten  sind  ebensoviel  Gleichungen,  also  z.  B. 
2n  gegebene  Puncte  der  Linie  erforderlich,  aber  nicht  unbe- 
dingt hinreichend.  Zur  Bestimmung  einer  barycentrischen  Linie 
2ter  Ordnung  sind  4  Puncte  nicht  hinreichend.  Eine  barycen- 
trische  Linie  3ter  Ordnung  ist  durch  6  Puncte  derselben,  deren 
nicht    'i    auf  einer   Ebene   Hegen,    bestimmt.      Zur   Bestimmung 
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oiiKT  h.iiycen Irischen  Linie  iler  Ürtlnunu  sind  8  Puncle  der- 
soil)en  erforderlich,  zur  Besliinniunt;  einer  Linie  2  .  2ler  Ordnunii 
elu'iisoviel  (^.  55.  iff.i.  Znr  Bestinnniinii  einer  li;iryc(!n(rischen 
Linie  Gier  (Jrdnung  sind  \  2  I'niu^le  derselben  erl'orderiich.  zur 
lU'sliniinnni;  einer  Linie  3  .  iler  Oidnnnii    lö. 

III.  Wenn  x'  y'  z  ein  Punct  des  Kci^els  ist,  dnrch  welclien 
dei'  Pnnct  x  y  z  der  barycentrischen  Linie  nns  dem  Cenlruni 
a  b  c  pi'ojicirl  wird,  so  ist   (§.  53,  3) 


X 

—  a 

= 

F- 

-aS 

z 

—  c 

R^ 

-cS 

■L. 

-h 

Q- 

-bS 

0 

—  c 

R- 

-cS 

y  —  h 
z' —  c 

füiiilicll 

{R  —  cS)x'-»r{uS~R)z'+cV~aE  =  0 
{R  —  cS)i/  +  {bS-~Q)z'-hcQ  —  hR  =   0 

Dieses  System  giehl  noch  Elimination  von  t  die  Gleichung  für 
den  Punct  x'  >j'  z'  des  die  Linie  projicircnden  Kegels.  Wenn 
niMi  z.  B.  z'  =  0,  so  verhalten  sich  x'  :  y'  :  \  wie  Functionen 
/den  Grades  von  t.  d.  li.  der  Punct  x'  y'  0  liegt  auf  einer  bary- 
centrischen Planlinie  nter  Ordnung.  Demnach  ist  eine  plane 
Ceutralprojectiou  einer  barycentrischen  Linie  nter  Ordnung  eine 
barycentrische   Planlinie    derselben   Ordnung.      Die   letztere  hat 

1^1  Doppelpuucte  (§.  42,  12),  welchen  ebensoviel  schein- 
bare oder  wirkliche  Doppelpuucte  der  projicirlen  Linie  enl- 
s])rechen.  Also  gehört  eine  barycentrische  Linie  zu  den  singu- 
larsten  Linien  ihrer  Ordiumg. 

.IV.  Eine  barycentrische  Linie  Iler  Ordnung  ist  gerad. 
Denn  das  System  P  —  8x  =  ^,  Q  —  %  =  0,  R  —  Sz  =  ^ 
für  a:,  3/,  2,   t  giebt  2  lineare  Gleichungen  für  a:,  y.  z. 

Eine  barycentrische  Linie  2ter  Ordnung  ist  plan.  Denn  sie 
hat  2  Puncte  der  Ebene  ax-^hy  -\-  cz  -\-  d  =  0,  entsprechend 
'den  Wurzeln  der  Gleichung  aP-j- 6  Q  +  c7? -i- r/.S  =  o.  Diese 
Gleichung  2ten  Grades  existirt  nicht  l)ei  3  linearen  Gleichungen 
für  a  :  b  :  c  :  d.  welche  die  Ebene  der  Linie  bestimmen. 

Eine  barycentrische  Linie  3ter  Ordnung  ist  im  Allgemei- 
nen uneben,  und  liat  einen  scheinbaren  Doppelpunct  (vergl.9). 

Baltzer,  anal.  G-eom.  31 
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Wenn  sie  ans  P  gesehn  die  2  scheinbaren  Doppelpunete  Qß, 
QJR'  hat,  so  hat  sie  4  Puncte  der  Ebene  PQQ',  und  liegt 
ganz  auf  derselben.  Wenn  sie  einen  Doppelpunct  hat,  so  wird 
sie  aus  demselben  durch  einen  Kegel  (3  —  2)ter  Ordnung  pro- 
jicirt   (6),  und  ist  plan. 

11.  Eine  l)aryeentrische  Linie  3ter  Ordnung  liegt  auf  2 
bestimmten  Flachen  2ter  Ordnung,  welche  eine  Gerade  gemein 
haben,  Möbils  §.  132.  Vergl.  Joachimsthal  I8ö9  Grelle  J.  56 
p.  4i.  Die  barycentrische  Linie  hat  mit  der  Geraden,  welche 
auf  den  beiden  Flachen  liegt,  2  Puncte  gemein,  real  oder  nicht 
real  oder  vereint,  die  l)o])pelpuncte  der  reduciblen  Linie  2  .  2ter 
Ordnung  (2). 

Nach  der  Voraussetzung  hat  man  das  System 

a,j  +  «1^  +  a-^t'^  +  a^P  —  Sx  =  0 

fcu  +  hit  +  h-it-  +  h^t^  —  Sy  =   0 

Co  +  Cit  +  c-if^  +  c^t^  — Sz  =0 

f7,|  +  f?,  /  +  d-.f'  +  (IsP  —  S  =0 

homogen  linear  für  /",  /',  t'^,  ^',  S.  Wenn  die  Determinante 
der  ersten  4  Colonnen,  nach  ihrer  ersten  Zeile  durch  (oq^iO^'^s) 
bezeichnet,  nicht  null  ist  (10,  I),  so  hat  das  System  die  Lösung 

1   :  t  :  f^  :  P  :  S  ==  2^  :  q  :  r  :  s  :  {a^  «i  02  «3) 

wo  p  =  (x- «,  «2  «3))  1  =  (^0  ^  ^'2  ^';{)7  ••  gegebene  lineare 
Functionen  der  x,  y,  z  sind.  Die  Functionen  p,  g,  r,  s  bilden 
eine  geometrische  Progression,  also  hat  man   für  a?,  3/,  z 


q   r    s 

p  ^    q    ~    r 

qr—ps  =   ü,      q- — pr  =   0.      r^  —  (7s   =   0 

d.  h.  die   barycentrische  Linie    liegt    auf  3  bestimmten  Flächen 
2ter  Ordnung,  und  enthält  die  4  Eckpuncle  des  Tetraeders 

^;  =  0,      q  =  0 ,      r  =  U,      s  =  0 

Die  3  Flächen,    die   erste   ein   hyperbolisches  Hyperboloid,    die 
l)eiden  andern  Kegel,  haben  paarweise  die  Geraden 

(^j  =  0,   g  =  0).     (?  =  0,  r  =  0),     {>•■=  U.  s  =  0) 


§.  Ö6.    Dio  unclicncn   Linien.  483 

gemein;   jede   dieser  Geraden   enlhiill   •>   l*uncl('  der  harycenlri- 
schen  Linie. 

]'2.  l'-ino  fJnic  2  .  2ler  Ordnung,  von  welcher  eine  Gerade 
ein  Tiieii  isl,  eiiliiiill  ausser  der  Geraden  eine  l)arycenlrische 
Linie  3ter  Ordnung,  die  mit  der  Geraden  2  Funcle  (real  oder 
niehl,  gesondert  oder  nicht)  gemein  hat.  Wenn  p,  g,  r  und 
p,  q\  r'  lineare  Functionen  des  Punctes  a;,  ?/,  z  sind,  so  ist 
von  der  Linie  2  .  2ler  Ordnung 

qr' — q'r  ■=  0,      rp' — r'p  =   0 

die  Gerade   (?•  =  0,  ?•' =  0)   ein  TheiL     Weini   nun 

p  q  r 

so  hat  man  '.\  lineare  (ileichungen    (/  =  1,  2,  3) 

(«.  -  a.t)x  +  {ßi-hit)tj  +  {yi-c.t)z  +  6.  -  d-t  =  0 

niilhin  x  :  y   :  z   :    1  =  P  :    LI  :   R   :   S,  wie  gegebene  Functio- 
nen 3ten  Grades  von  /. 

Auf  der  Linie  8ler  Oi'dnung  liegen  die  3  Paare  von  ge- 
gebenen  Puncten 

^;  =  U,  2^'  =  *i>  qr'  —  qr  =  0 
q  =  0,  q'  =  0 ,  rp'  —  r'p  =  0 
r   =    0,       r'  =    0,       pq' — p'q    =    0 

real  oder  nicht,   gesondert  oder  nicht,    durch  welche  die  Linie 
bestinunl  ist. 

Unebene  Linien,  von  welchen  auf  einer  Ebene  3  Puncte 
liegen ,  sind  demnach  barycenlrische  Linien ,  und  wesentlich 
verschieden  gestaltet  nur  insoweit,  ids  ihre  unendlichfernen 
Puncte  entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung  *S  ==  0  nicht 
alle  real  und  nicht  alle  gesondert  sind.  Ueber  diese  Linien 
vergl.  Fiedler- Salmon  Raumgeom.  II,  74  ff".  Schröter  Oberfl. 
2.  Or.  §.  31 — 3'j,  und  die  daselbst  angezeigten  Quellen. 

13.  Eine  barycentrische  Linie  4ter  Ordnung  hat  3 
scheinbare    Do])|)el|)uncte    (10.  II),    und    gehört   daher    nicht  zu 

31* 
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den  ordinären  Linien  2  .  2ter  Ordnung,  welche  deren  nur  2  be- 
sitzen (7).  Sie  ist  im  Allgemeinen  nicht  der  Schnitt  von  2 
Flächen  2ter  Ordnung,  sondern  liegt  auf  einer  bestimmten 
Flüche  2ter  Ordnung.     Denn  man  kann  die  Flache 

ax-  +  h^ß  +  cz^  +  d  +  Iftjz  +  Igxz  +  Ihxij 
+  llx  +  Imy  +  2«;?  =   0 

so  bestimmen,  dass  die  Resultante 

aF'-  +  &(?2  +  ci?2  +  (?6'2  +  -ifQ^  +  -iffPB  +  -IhPQ 
+  -IIP  +  2mQ  +  -InR  =   0 

d.  i.  «0  +  «I  /  +  .  .  -I-  a^t^  =  0,  nicht  existirt.  Die  9  Coeffi- 
cienten  «q  .  «, ,  ..  sind  lineare  Formen  der  10  Coefficienten 
«,  Z>,  .  .  .  Wenn  eine  der  Determinanten  9ten  Grades  des  Sy- 
stems «Q  ^  0  ,  «j  =  0 ,  .  .  nicht  null  ist,  so  ist  a  :  6  :  .  , 
eindeutig  bestinunt ,  d.  h.  es  giebt  eine  l)estimmle  Fläche  2ter 
Ordnung,  auf  welcher  die  barycentrische  Finie  liegt.  Wenn 
alle  Determinanten  9ten  Grades  null  sind ,  und  eine  Determi- 
nante 8ten  Grades  nicht  null  ist,  so  giebt  es  eine  bestimmte 
Serie  Flächen  2ter  Ordnung,  auf  welchen  die  barycentrische 
Linie  liegt.     U.  s.  w. 

Wenn  die  l»arycentrische  Linie  4ter  Ordnung  auf  einer 
bestimmten  Fläche  2fer  Ordnung  liegt ,  und  nicht  eine  Linie 
2  .  2ter  Ordnung  ist,  so  ist  sie  z.  B.  ein  Theil  einer  Linie  3  .  2lter 
Ordnung.  Denn  sie  wird  aus  einem  auf  ihr  liegenden  Punct 
0  durch  einen  Kegel  ;5ter  Ordnung  projicirt  (6;,  welcher  mit 
der  Fläche  21er  Ordiuing,  auf  welcher  die  bai'ycentrische  Linie 
liegt,  eine  Linie  3 .  2ler  Ordnung  gemein  hat.  Theile  dieser 
Linie  sind  die  beiden  Geraden  der  Fläche  2ler  Ordnung,  welche 
den  Punct   O  enthalten. 

14.  Eine  ordinäre  Linie  2  .  Siter  Ordnung  hat  2  schein- 
bare Doppelpuncte.  Sie  liegt  auf  einer  Fläche  2ter  Ordnung, 
welche  mit  ihr  9  Puncte  (mehr  als  4  .  2)   gemein  hat. 

Eine  Linie  2. 2t er  Ordnung  mit  einem  Doppelpunct 
ist  barycentrisch,  z.  B.  die  Linie   (5) 
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l)iii'cli   die  Suhsliliilioii   //  =  Kx^  z  =  ,«:c  liiidcl   m;iii 

m  X  =   n ,      m  X   =  n 

folglich  in  —  ni'  =  0   für  /,   //.    d.    i. 

a?ß  +  hjx^  +  c  +  If/i  +  2(j).  +  2h).ii  =   d 

Üiosof  (ikMchiiiiiz  wird  iiiicli  §.  i2,   8  |^eiiü|il  dui-ch 

\   :  7.  :  H   =  p  :  q  :  r 

WO  // ,  (/ ,  '■  bcsliiiiiiitc  i|u;idi";ilisflio  Fuiiclioncn  von  l  sind. 
Hiernach  gehl  mx  =  n  über  in  Tx  =  2js.  wo  *•  eine  fiiiadra- 
lische,  7'  eine  hicjiiadralische  Funclion  von  t  isl.     Also  hal  man 

l^ne  Linie  2.2ler  Ordnunsj;  inil  i  l)()})i)elpunclen 
ist  harycentrisch  und  rcducihel.  und  besteht  entweder  aus 
einer  (leraden  iiiul  einer  Linie  :jler  ürdiuing,  oder  aus  2  IHan- 
linicn  2ter  Ordiuuig. 

Zwei  Species  der  Linien  2 .  2ter  und  iter  Ordnung  siiul 
unterschieden  worden  von  Salmon  1850  Canibr.  and  Dublin 
nialh.  .1.  t.  5  p.  23.  Geom.  of  3  diin.  315;  sowie  von  Stei-xer 
I85G  Crelle  J.  53  p.  138,  insbesondere  nach  den  Developpul)len, 
welche  von  den  Tangenten  dieser  Linien  erfüllt  werden.  Die 
Developpable  einer  barycentrischen  Linie  iter  Ordnung  hat  (3 
Puncte  einer  Geraden  und  (3  Tangentenebenen  eines  Punctes; 
die  Developpable  einer  ordinären  Linie  2 .  2ter  Ordnung  hat 
8  Puncte  einer  Geraden  (Ghasles  Apercu  V,  52)  und  12  Tan- 
gentenebenen eines  Punctes. 

Die  Developpable  einer  Linie  3ter  Ordnung  hal  i  Puncte 
einer  Geraden  (GiiasleS  Apercu  Note  33,  14)  und  3  Tangenten- 
ebenen eines  Punctes  (Schröter  Crelle  J.  56  p.  27). 


Capitel  XL 
Die  Flächen  2ter  Ordnung. 


§.  57.   Die  Species  dieser  Flächen. 

1.    Eine  quadralische  Form  «  der  a-,  3/,  2,  t  hat   10  Glieder 

ax-  +  hiß  +  cz"^  +  dt- 
+  'ifijz  +  2gxz  +  2hxi/  +  ilxt  +  Imyt  +  2nzt 

Sie  wird  nach  Formen  der  x,  »/,  z  t!;eordnet 

■II  =   dß  +  2t{lx+  my  +  nz)  +  ax-  +  .  . 

Insbesondere  nacli  den  linearen  Formen  der  er,  ?/,  z,  t 

j)  =  ax  +  /t?/  +  ß's:  +  /^ 

2  =  hx  ■¥  hy    +  fz  +  mt 

r  =  gx  -i-  fy    +  cz  +  nt 

X  =  /.r   +  my  +  nz  +  dt 


geordnet,  ist  u  =  px 


'^ly 


st,  so  dass 


det  II  =   det(jj,  r/,  r,  s)   ^ 


rt 

h 

9 

l 

/* 

b 

f 

m 

ff 

f 

c 

n 

l 

m 

n 

d 

=   aa'+  hh'  + 


Daher  sind  auch  x,  y,  z,  t  lineare  Formen  der  p,  g,  ?-,  s,  und 
u  eine  (juadratische  Form  derselben.    Vergl.  §.  33. 

Unter   der  Bedinsuns    2«  :^  0    liegt  der  Punct    r  rr  t  '^^^^ 

^     ^  ö  ■     t  \  t  \  t 

einer  Fläche  2ter  Ordnung  (§.  54,  1).  Wenn  deli<  nicht  null 
ist,  so  ist  die  Fläche  w  ==  0  ordinär;  bei  det  w  =  0  ist  die 
Fläche  u  =  0  s insular  oder  reducibel. 
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2.  WCiiii  fk'lu  =  0,  so  ist  unbedinsil 

l'p  +  nt'q  +  u'r  +  il's    =    0 

Diiher  isl ,  wenn  z.  H.  d'  nirlil  null,  *•  eine  lineare  Form  der 
y,  q^  r;  folglich  sind  auch  a,  v/,  r,  /  lineare  Formen  der  ;>,  5,  r, 
und  ?(  eine  ([uadralische  Form  derselben.  Als(»  isl  r<  =  0  eine 
siuiiuläre   Fläche   2ter  Ordnung,   ein   keiicl   mit   dem  Cenlrum 

^>  =  0,     2  =  ü,      ?•  =  ü 
X  :  y  :  z  :  t   =  l'  :  m'  :  n'  :  d' 

Der  Kegel  hat,  wenn  u  eine  detinite  lernäre  Form  ist,  ausser 
dem  Centrum  keinen  realen  Punct ;  wenn  n  eine  indefinite  ter- 
näre  Form  ist,  so  ist  u  =  0  ein  realer  Kegel.  Die  Transfor- 
mation der  gegebenen  Form  u  in  eine  lernäre  Form  wird  da- 
durch bewirkt  (§.  33,  2),  dass  man  der  Reihe  nach  a-,  ^,  2,  t 
ersetzt  durch 

d  -^  d  d  d 

In  dem  Fall,  dass  d'  =  0,  wird  der  Kegel  ein  Cylinder. 
Zur  Transformation  von  u  genügt,  wenn  z.  B.  l'  nicht  null  ist, 
die  Substitution 

,,x  ,x  ,x 

X  —  l  Y'         y  —  m  j,  z  —  11  j,  t 

Wenn  endlich  u  auf  eine  binäre  Form  sich  reduciren  lässt, 
oder  auf  das  Quadrat  einer  linearen  Form,  so  ist  2«  =  0  eine 
reducible  Fläche  2ter  Ordnung,  bestehend  aus  2  Ebenen, 
welche  eine  reale  Gerade  gemein  haben ,  oder  aus  2  vereinten 
Ebenen. 

3.  1.  Wenn  eine  Form  u  der  o;,  y,  z.  t  durch  eine  lineare 
Substitution,  deren  Determinante  nicht  null  ist ,  in  die  Form  v 
der  x\  y\  2',  t'  transformirt  worden  ist,  so  sind  die  Flächen 
u  =  0  und  r  =  0  colli neare  Figuren  der  entsprechenden 
Puncle  X  y  zi  und  x'  y'  z' ,  t'  (§.  52,  6). 

IL  Die  ordinäre  (juadralische  Form  u.  d.  h.  eine  Form, 
deren  Determinante  nicht  null  ist,  kann  auf  verschiedene  Arten 
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in  ')  (ilieder  ziisamraengefasst  ^^el•den,  Quadrate  linearer  For- 
men der  X,  1/,  z,   t   (§.  33,  5).     Wenn  u  z.  B.  durch 

ausgedrückt  worden,  wo  x^ ,  ^^ .  Tj  ,  l^  lineare  Formen  der  a-,  ?/,  z,  t, 
so  ist   (§.  33.  i) 

Die  Form  der  a-j ,  .  .  lial  die  Determinante  aß  yd  desselben 
Zeichens,  wie  die  Determinante  der  gegeljenen  Form. 

III.  Wenn  eine  ordinäre  ({uadralische  Form  der  x,  y,  z,  i 
sowohl  durch 

als  auch  durch 

ausgedrückt  wird,  wo  .'•, ,  ^, ,  2,.  ?,  und  a^,  ?/2,  ~o,  i-^  ^'^^  ^^^^~ 
ander  unabhängige  lineare  Formen  der  x^  y,  2,  t  sind,  so  sind 
nicht  nur  die  Determinanten  uj'Jyd  und  a'ii'y'd'  desselben  Zei- 
chens (II),  sondern  es  sind  auch  unter  den  Coefficienlen  «',  /?', 
y',  ö'  ebensoviele  eines  bestimmten  Zeichens,  als  unter  den 
Coefficienten  a,  ß,  y,   ö  (§.  33,  6). 

4.  Demnach  kaiui  eine  gegebene  ordinäre  quadratische 
Form  u  oder  —  >>  der  x,  y,  r,  t  durch  eine  der  3  Formen  aus- 
gedrückt werden 

^1^  +  l/i''  +  ^1^  +  tr- 

Xj-^  +  yi2   +  Zi'-i  —  /,2 

a'i-'  +  2/r  — ^r  — <i^ 

wo  x, ,   (/] ,  2j ,   /j  lineare  Formen  der  x,  y,  2,   f  sind. 

In  dem  ersten  Fall  ist  u  eine  definite  Form,  also  «  =  0 
eine  ordinäre  F'läche  2ter  Ordnung ,  welche  keinen  realen 
Punct  hat. 

In  dem  zweiten  Fall  hat  u  eine  negative  Determinante, 
also  ist  u  =  0  eine  ordinäre  Fläche  2ter  Ordnung,  deren 
Puncte  sämmtlich  elliptisch  sind  (§.  54,  9.  111),  eine  ellip- 
tische Fläche  2ter  Ordnung. 


§■.  .'»7.'    Dio  .S|)ccics  dieser  l'lächcii.  4S9 

in  (loiii  (liiUcii  l'jill  hat  u  eine  positive  Dolcriniiumlo. 
also  isl  u  =  0  eine  ordinäre  Fläche  2ler  Ordnung,  dei'en  IMincle 
sämnillicli  hyperbolisch  sind,  eine  hyperbolische  Fläche 
i2ter  Ordnunt;. 

l'ls  giebl  '.\  Species  ordinärer  Flächen  2  ler  Ordnung, 
Zwei  Flächen  derselben  Species  sind  collineai-,  also  zwei  irna- 
i^inäre  Flächen,  zwei  elliptische  Flächen,  zwei  hyi)erl)oIisch(> 
Flächen.    Delenn.  §.  l:5,  12. 

5.  Wenn  die  (|uadratisclu!  I'orin  u  (hn*  x,  ?/,  z,  l  ein 
(^)na(lral  ist,  so  besieht  die  Fläche  r«  =  0  aus  2  vereinten 
l^benen.  Wenn  u  durch  2  Quadrate  (ein  Producl)  ausdrückbar 
ist,  so  besteht  die  Fläche  u  ^^  ^  aus  2  Ebenen,  welche  eine 
reale  Gerade  gemein  haben,  während  die  Ebenen  ilbrigcüis  nicht 
real  sein  können.  Die  beiden  Ebenen  können  parallel  sein, 
eine  derselben  kann  Unendlichfern  sein. 

Von  der  ordinären  F'orm  u  kann  man  2  Quadrate  ablösen, 
eines  von  a-,  davS  andre  von  ij  nicht  unabhängig,  so  dass  man 
im  Allgemeinen  eine  (juadratischc  Form  v  der  2,  t  übrig  be- 
hält. Wenn  nun  v  ein  Quadrat  ist,  so  isl  die  Fläche  u  =  0 
ein  Kegel.  Wenn  v  ein  Quadrat  nicht  ist,  so  kann  v  insbe- 
sondere ein  Producl  sein  von  t  mit  einer  linearen  Form  der 
r,  t.  Demnach  findet  man  bei  /;  =  1 ,  wenn  x, ,  y^ ,  z^  lineare 
Functionen  der  o-,  y,  z  sind,  die  erste  von  x-,  die  zweite  von 
y.  die  drille  von  z  nicht  unabhängig,  eine  der  folgenden  6  Glei- 
chungen ordinärer  Flächen  2ter  Ordnung  mit  realen  Coeffi- 
cienlen : 

«2  /,2  ^2 


2      + 

--     + 

.^-' 

= 

t>, 

x^ 

+ 

Vi, 

^2 

1 

=  0, 

;.2 


a^i-        Vi- 


+  1  =  0 


7? 


+  c,  =   0 


Die    erste    dieser   Flächen   ist  imaginär,    die    3    folgenden  sind 
elliptisch,  die  beiden  letzten  hyperbolisch. 
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6.  Die  iiiiondlichforncn  Punele  der  Fläche  2ter  Ordnung 
n  =  0  liegen  auf  dem  Kegel  2ler  Ordnung   (§'.  54,  1) 

ax"^  +  htf-  +  cz'^  +  '~fy^  +  'l(jxz  +  'llixy  =  0 

dessen  Cenlrum  der  rsuUpuncl  ist.  Die  unendlichferne  Linie 
der  Flache  u  =;  0  ist  nicht  real,  real,  reducibel,  je  nach  dem 
Kegel,  welchem  sie  angehört. 

Mit  einer  Ebene  hat  die  Fläche  u  =  0  und  der  Kegel  je 
eine  Linie  2ter  Ordnung  gemein;  mit  einer  parallelen  Ebene, 
welche  den  Nullpunct  enthält,  hat  der  Kegel  2  Gerade  gemein : 
die  unendlichfernen  Puncte  der  beiden  Linien  2ter  Ordnung 
liegen  auf  den  beiden  Geraden  des  Kegels.  Die  Linien  der 
Fläche  n  =  0,  welche  auf  parallelen  Ebenen  liegen,  haben  da- 
her gemeinschaftliche  unendlichferne  Puncte,  und  sind  (§.  24,  1) 
je  nach  der  Stellung  der  i)arallelen  Ebenen  entweder  Parabeln, 
oder  ähnliche  Ellii)sen ,  oder  ähnliche  Hyperbeln  in  perspecti- 
vischer  Lage,  oder  conjugirte  Hyperbeln.  Eine  der  Hyperbeln 
kann  aus  2  Geraden  bestehn,  wekMie  mit  den  Asymptoten  der 
andern  Hyperbeln  parallel  sind. 

Die  unendlichferne  Linie  ist  nicht  real  auf  den  Flächen  I 
und  II,  real  auf  den  Flächen  111  und  V;  auf  den  Flächen  IV 
und  VI   besteht   sie  aus   2  unendlichfernen  Geraden,    real   oder 

nicht,  welche  einen  realen  Punct  enthalten. 

« 

A.  Bei  nicht  realer  unendlichferner  Linie  ist  die  Fläche 
entweder  nicht  real  (F.  oder  elliptisch  (II).  In  dem  letztern 
Fall  ist  dieselbe  eine  geschlossene  Fläche,  auf  welcher  reale 
Parabeln,  Hyperbeln,  Gerade  nicht  liegen,  und  wird  ein 
EUipsoid  genannt.  Zu  den  F^llipsoiden  gehören  die  beiden 
Sphäroide,   das  platte  und  das  lange,  und  die  Kugel. 

B.  Bei  realer  unendlichrerner  Linie  ist  die  Fläche  entweder 
elliptisch  (HI)  oder  hyperbolisch  (V),  dem  Kegel  (und  dem 
Gegenkegel)  eingeschrieben  oder  umgeschrieben,  also  getheill 
durch  den  Kegel  oder  ungetheilt.  Solche  Flächen  heissen 
Hyperboloide,  das  elliptische  bestehend  aus  zwei  durch  den 
Kegel  (Asymptotenkegel)  getrennten  Feldern  (nappes,  sheets), 
und  das  hyperbolische  ungetheilt  ä  une  nappe.  Auf  den 
Hyperboloiden    liegen     Ellipsen,     Parabeln,     Hyperbeln:     reale 


g.  37.     Die  Spccies  dieser  Fijulieri.  iOI 

Gerade    licjieii     auf    einem    li\  peilMilisclien  .     iiiciil     aiil     cincrii 
elliptisehen   Ilyix'rholoid. 

(J.  Bei  rediicil)lei'  iiiiendlichrernei'  IJiiie  \Niid  die  l'läche 
ein  I*aral)<)loid  genannt,  und  ist  entweder  elli[)tisch  (IV)  oder 
iiyperboliscli  (VI).  Das  elliptische  Paraboloid  hat  einen  realen 
nnendliehferncn  l'iinet,  welchen  seine  beiden  übrigens  nicht 
realen  unendliehfernen  Geraden  gemein  haben;  auf  dem  ellip- 
tischen Paraboloid  liegen  also  keine  Hyperbeln,  aber  Parabeln 
und  Ellipsen.  Das  hyperbolische  Paraboloid  hat  2  reale  un- 
endlichh nie  Gerade;  auf  demselben  liegen  keine  Ellipsen,  aber 
l*ai'abeln  und  Hyperbeln. 

Die  verschiedenen  Species  der  Flächen  2ter  Ordnung  sind 
zuerst  von  Eulkr  1748  Introd.  Append.  c.  V  bestinnnt  worden. 
Er  unterschied  EUiptoide,  elliptisch-hyperbolische,  hyperl)olisch- 
hyperbolische,  elliptisch-parabolische,  parabolisch-hyperbolische 
Flächen.  Die  jetzt  gebräuchlichen  Namen  Ellipsoid  (statt 
EUiptoid),  Hyperboloid,  Paraltoloid  wurden  durch  die  Ecole 
polytechnique  (Bior,  J.acroix)  eingeführt.  Das  weniger  correcte 
Ellipsoide  war  von  Clairaijt  \ll'i  Figure  de  la  terre  beiläufig 
statt  Spheroide  elliptique  gebraucht  worden.  Die  obige  Ent- 
wickelung  der  einzelnen  Species  ist  von  mir  in  den  Leipz. 
Berichten  1873  p.  530  und  Determ.  1875  §.  13.  12  angezeigt 
worden. 

?.  Die  Ebenen  (5)  x,  =  0 ,  1J^  =  0 ,  z^  =  0  bilden  ein 
(im  Allgemeinen  nicht  orthogonales)  Trieder  der  Art,  dass  die 
mit  der  Kante  desselben  [y^  =  0 ,  z^  ^=  0)  parallelen  Chorden 
einer  jeden  unter  den  6  Flächen  von  der  Ebene  Xj  =  0  halbirt 
werden :  die  Richtung  der  Geraden  und  die  Ebene  sind  con- 
jugirt.  Vergl.  §.  33,  10.  Denn  die  Gerade  (y,  =  /i,  ^^  =  y), 
welche  mit  der  Kante  (?/,  =  0 ,  2,  =  0)  parallel  ist,  hat  mit 
der  Fläche  die  Puncte  [x^-  =  «"-,  t/j  =  /i,  z^  =  y)  gemein, 
deren  Mitte  auf  der  Ebene  a-,  =  0  liegt.  Ebenso  sind  die 
Richtung  der  Kante  (z,  =  0,  x,  =  0)  und  die  Ebene  y^  ==  0 
conjugirt. 

Bei  den  Flächen  I,  II,  III,  V  sind  auch  die  Richtung  der 
Kante    (a-j  =  0,    ?/,  =  0)    und   die    Ebene    z,  =  0    conjugirt. 


im 
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Die  hehlen  Püiicle  der  Flächen  (ic,  =  «,  yj  =  ß,  z^  =  y) 
und  (a-j  =  —  a,  y^  =  — /:?,  z^  =  — ;')  sind  Geiienpunete.  der 
Punel  (a;j  =  0,  ?/j  =  0,  r,  =  0)  ist  ein  Cenlrnm  der  Flächen. 
Ihre  das  Cenlrum  enthaltenden  Chorden  sind  üiameler  der 
Flächen.  Die  Ebenen  iCj  =  0 ,  ?/j  =  0,  z^  =  0  bilden  ein 
Trieder  conjngirter  Diameierebenen  der  Flächen. 

Dagegen  enthalten  die  mit  der  Kante  (a.-,  =  0 ,  y,  =  0) 
parallelen  Geraden  je  einen  endlichfernen  Pnnct  der  Parabo- 
loidc  IV  und  VI,  und  einen  unendlichfernen  Pnnct  derselben. 
Bei  den  Paraboloiden  sind  die  Richtung  dieser  Kante  und  die 
uuendlichfernc  Ebene  conjugirl;  das  Centrum  dieser  Flächen 
ist  der  uneudlichferne  Puncl  jener  Richtuna. 


8.     Wenn    der   Pnnct   x\y  z   der    Fläche    «  =   0    an    dem 
Trieder  der  Ebenen   x-^  =  0,  ?/, 


0,  Cj  =  0   die  Coordinaten 


S.  5S.     I'olaion  tind   l'nlo.  ',9;} 

a, ,  y, ,  2|  lial,  SO  sind  die  lelz(t'ni  diii-cli  die  (ileicliuiiii  ??  =  0 
verlmnden,  welehe  aus  v  =  0  dadureh  enlslehl ,  dass  x^  y,  z 
durch  lineare  Funeüonen  der  .r, ,  _y, ,  £,  ersetzt  werden  (§.47,1 
und  2),  und  zwar  durch  bestimmte  Functionen,  weil  x, ,  y, ,  2, 
gegel>ene  lineare  Functionen  der  x^  //,  z  sind. 

Aus  den  verschiedenen  Gleichungen  für  den  Punct  x,  «/,  z, 
an  dem  Trieder  x^y^z^  findet  man  die  vorstehenden  Gestalten 
der  5  realen  Flachen  2ter  Ordnung,  indem  man  die  Linien 
zeichnet,  in  welchen  die  Flächen  von  Ebenen  geschnitten  wer- 
den,  die  mit  den  coordinirten  Ebenen  parallel  sind. 

Wenn  an  dem  Trieder  xyz  der  Punct  x^y^  2,  der  Glei- 
cliung  (•  =  0  genügt,  und  wenn  die  Function  v  der  a:, ,  ^j ,  2, 
durch  eine  lineare  Substitution  in  die  Function  u  der  a;,  ;y,  z 
übergeht,  so  sind  i(  =  0  und  r  =  0  affine  Flächen  der  ent- 
sprechenden Puncte  xy  z  und  a-,  _y,  2,  (§.  ö2,  8).  Affin  siiul 
denmach  je  zwei  F^llipsoide ,  je  zwei  elliptische  Hyperboloide, 
u.  s.  w.     MuBus  Barvc.  Calcul  5^.  172  tt". 


§.  58.    Polaren  und  Pole. 

1.  Wie  §.  57,  I  sei  xi  =  px  -f-  qy  -h  rz  ■+■  st.  Wenn  in 
den  Puncten  P  [x^  y^  z^\t^)  ^  Q  [x^  \  y.^  ^2  ;  '•> )  ^'^  Form  p  die 
Werthe  /7j,  p.2  hat.  11.  s.  w.,  so  hat  in  dem  der  Geraden  PU 
angehörenden  Punct 

R{x,  +  sx2  iji  +  £y2  ^i  +  ^~2  t\  +  fh) 

die   Form  p    den  Werth   /',  -\-  ep.,,  u.  s.  w.     Also   hat   daselbst 
die  Form  u  den  Werth 

wo 

P\^l    +    (hV2    +    >'\-2    +   S,  ^2     =    Ih^l    +   (j2!/l   +   '*2-l    +   ^2^    =    ^ 

Um  die  Puncte  R  zu  finden,  welche  die  Gerade  PQ.  mit 
der  Fläche  «  =  0  gemein  hat.  setzt  man 

Kl  +  2ve  +  «2f-  =  0 

zur  Bestimmung  von  £  durch  P  und  U.    Wie  §.  34. 
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3.  Wenn  l)eide  e  null  sind,  so  fallen  die  beiden  Puncle  R 
auf  P.  Die  Gerade  PQ  berührt  die  Fläche  in  P  unter  den 
Bedingungen  w,  =  0,  r  =  0,  d,  h.  wenn  Q.  auf  der  durch  P 
bestimmten  Ebene  v  =  0  liegt. 

Wenn  beide  e  unendlich  sind,  so  fallen  die  l)eiden  Puncle 
P.  auf  Q.  Die  Gerade  PQ  berührt  die  Fläche  in  Q,  unter  den 
Bedingungen  ^/.^  =  0 ,  r  =  0  ,  d.  h.  wenn  d  auf  der  El)ene 
?'  ==  0  liegt.  Die  Planlinie  [u.j  =  0.  ?;  =  0)  enthält  die  Con- 
tacle  der  Geraden,  welche  den  Punct  P  enthalten  und  die 
Fläche  berühren:  sie  ist  der  scheinbare  Contour  der  aus  P 
gesehenen  Fläche   (§.  55,  9). 

Wenn  beide  £  gleich  sind,  so  sind  die  beiden  Puncte  R 
vereint.  Die  Gerade  PQ  berührt  die  Fläche  in  R  unter  der 
Bedingung  u^u-, —  v'^  =  0,  wol)ei  u^-^ve  =  0.  Für  einen 
Punct  Q  des  Kegels,  dessen  Gerade  den  Punct  P  enthalten  und 
die  Fläche  berühren,  hat  man  u^u.,  —  v'^  =  0.  Dass  t<,?/2 —  v- 
eine  quadratische  Form  der  x.^,  y-^,  -2'  '2  '^^  >  deren  Determi- 
nante null  ist,  sowie  bei  i\  =  t-i  =  '  eine  quadratische  Form 
der  X2  —  ic, ,  y.,  —  ?/[,  c^  —  2,,  wird  wie  §.  34,  2  und  3  l)e- 
wiesen. 

Wenn  beide  f  conträr-gleich  sind  (r  =  0).  so  sind  die 
beiden  Puncte  R  mit  den  Puncten  P,  Q  in  Harmonie.  Daher 
sind  unter  der  Bedingung  r  ==  0  die  Puncte  P,  U  harmo- 
nisch mit  der  Fläche  u  =  0  d.  h.  mit  den  auf  der  Geraden 
PQ  liegenden  Puncten  der  Fläche.  Ebenso  sind  der  Punct  P 
und  die  Ebene  r  =  0  harmonisch  mit  der  Fläche,  d.  h. 
jede  Gerade  des  P  enlhäll  einen  Punct  Q  der  Ebene  und  zwei 
Puncte  R\  P"  der  Fläche  der  Art,  dass  die  Paare  PQ,  R'R" 
in  Harmonie  sind. 

3.  Dieselben  Bemerkungen  gelten,  wenn  P,  Q,  R  nicht 
Puncte  sondern  Ebenen  bedeuten,  wenn  also  w  =  0  nicht  die 
Doppelserie  Puncte  einer  Fläche  2ter  Ordnung  ist,  sondern  die 
Doppelserie  Ebenen,  welche  eine  Fläche  2ter  Classe  l)erühren. 
Die  Ebenen  P,  Q,  sind  harmonisch  mit  der  Doppelserie  Ebenen, 
wenn  sie  harmonisch  sind  mit  den  beiden  Ebenen  der  Doppel- 
serie, welche  die  Gerade  PQ  enthalten.     Bei  der  einen  Voraus- 
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Setzung  hcissl  die  Kbene  v  =  0  die  Polare  des  Puncles  r, 
hei  (lei-  iindern  Voi-ausselzunp;  heissl  der  Puncl  v  =  0  der 
Pol  der  l'lhene  J'.  \\\\\  Piinel  und  seine  Polaix;,  eine  Ebene 
und  ihi'  l'ol  sind  in  llaimonie  inil  der  DoppeiseiMc  INinclc  oder 
h^henen   n  =  0. 

Wenn  der  Puncl  <l  auf  der  l*olare  des  Puncles  J'  lieiil, 
d.  Ii.  jl^  T.j,  -+■  7,  y.,  -+-  r,  :^,  -+-  .s-,  ^^  zz=  0  ,  so  ist  p.^  x,  +  f/^;/,  -f-  r^z^ 
+  6-.2<|  =  0,  d.  h.  I'  liegt  auf  der  Polare  des  Puncles  U.  Von 
dem  mit  der  l'liiehe  u  =  U  harmonischen  Paar  PU  liegt  ein 
Puni'l  au!"  der  Polare  des  andern.  Die  Polaren  der  Puncte 
einer  Ebene  enihallen  den  Puncl,  dessen  Polare  die  l*>bene  ist. 
Die  Polaren  der  Puncte  einei"  (ieraden  haben  eine  Gerade 
gemein. 


■4-.  \\'enn  der  Punct  P  auf  seiner  Polare  liegt,  d.  h.  ;;,.r, 
+  r/,  ?/,!+  y,£;,  -i-  n^t^  =  0,  so  ist  u,  =  0,  d.  h,  J'  liegt  auf 
der  Flüche,  welche  daselbst  von  der  Polare  berührt  wird  (2), 
Die  Tangentenebeuen  der  Fläche,  welche  eine  Gerade  enthalten, 
sind  die  Polaren  der  Berührungs()uncte,  welche  auf  einer  (ie- 
raden liegen:  die  Flüche  2ter  ürdnunü  hat  i  Tangentenebenen 
einer  Geraden,   und  ist  2ter  Classe. 

1.     Die  Flüche  u  =  0  wird    in    dem  Punct   x.y.z.ll,    von 


der  F^bene   A\B  C  D   berührt,    wenn    Ax^-\-  By^ 
=  0  und 

Ä  :  B  :  C  :  D  =  p^  '.  q^  :  r^  :  S\ 

Daher  hat  man  wie  §.  :ii,  Ii 

0"     =  Axx  +  Bi/i  +  Czi  +  />/, 

/.A   ^=  axi    +  hyy  +  gzy    +  It^ 

).B  =  hxi    +  l>l/i  +  f~[    +  »ifi 

IC    =  yxy     +  fy^  +  cc,    +  nt^ 

ID  =  Ixi     4-  my,  +  «c,  +  (Ifi 

;  {)       A      B      C      D    \ 
A     a       h      y      '     ' 

=  ü 


Cz, 


Dt. 


B 

h 

b 

f 

Hl 

C 

(J 

f 

c 

n 

D 

l 

m 

n 

(l 
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für  die  Tani>eutenel)ene  der  Fläche  >/  =  0 .  mithin  rur  die 
Fläche  2tei"  Classe,  deren  Enveloppe  die  Fläche  i<  =  0  ist. 
Die  quadratische  Form  der  A,  B,  C,  D  ist  die  Adjuncte  der 
l'^rm  u  der  x  ■,  y ,  z ,  t.  Wenn  del  u  =  0 ,  so  ist  «  =  0  ein 
Kegel,  und  die  Adjuncte  ein  Quadrat  (§.  33,  3j,  d.  h.  die  Tan- 
gentenebenen eines  Kegels  enthalten  einen  bestimmten  Panel, 
das  Centrum  des  Kegels. 

11.  Wenn  U  =  aA'^  +  h  B^-  -{-  .  .  =  pA -h  q  B  +  rC  +  s  D 
eine  quadratische  Form  der  Ebene  AB  CD.  so  sind  mit 
f/  =  0  harmonisch  die  Ebenen  A^  ZJ,  C,  i  Dj  und  A^  ^21^2  ^2 
unter  der  Bedingung  pjAj -l-  «y,  Z?2  + ''1^2  "*"  *i  ^2  =  ^-  ^^^ 
Ebene  .4^  ßj  Cj  D, diat  den  Pol  pi\qi  r^  s^^  d.  h.  für  eine  Ebene 
A.2  B.2\C.2  D.2  dieses  Punctes  ist  Px^^2  -•-  •  •  ^^  0. 

Daher  ist  der  Puncl  x  y  z,t  ein  Punct  der  Enveloppe  von 
U  =  0,  wenn  er  auf  der  Ebene  liegt,  deren  Pol  er  isi.  Man 
hat  also 

Atx  +  Bii/  +  Ciz'+  T);/  =  0 


X  :  y 

(t  X 

I   X  u 

y  f' 


z  :  t   =  pt  :  qi  :  r, 


1/  s 

fi  ff 

h  f 

)»  n 


=   0 


für  einen  Punct  der  von  der  Doppelserie  Flbenen  U  =  ^  be- 
rührten Fläche  2ter  Ordnung.  Die  gefundene  (piadratische 
Form  der  x^  3/,  2,  t  ist  die  Adjuncte  der  F^orm  U  der  .4,  B^ 
C,  D.  Wenn  det  C7  =  0,  so  ist  f/  =  0  eine-  singulare  Doppel- 
serie El)enen  2ter  Classe,  die  Adjuncte  ein  Quadrat,  d.  h.  die 
Puucte  der  Enveloppe  liegen  auf  einer  bestimmten  Ebene,  die 
Enveloppe  der  singulären  Doppelserie  Ebenen  ist  eine  plane 
Fläche  2ter  Ordnung.  Vergl.  §.  2i,  8,  Diese  Enveloppe  ist 
die  von  Hesse  Raumgeom.  Yorl.  lö  Itetrachtete  »(irenziläche  2tei' 
Ordnung«. 


5.   1.   Die  Gerade  [Ax  -\-  .  .  ==  0,  A'x 
sie  enthallende  Ebene  Ax  -\-  .  .  -\-  11  (A'x  H 


.  =  0)  und  die 
=  0  berühren 
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die  Fläche   z<  =  0,  wenn   der  Berührungspunct  x^\1/^\z^\t^   der 
Geraden  die  Polare  Ax  -k-  .  .+  n(A'x-i-  .  .)  =  0  hat.    Dann  ist 

Axi  +  Bi/i  +  Czi  +  Dti  =    0,      A'xi  +  B'i/i  +  C'zi  +  D't,   =   0 


l{A  +  ^iA')  =  p,,  l{B-^fiB')  =  fy,, 


0  0  A  B  C  D 

0  0  A'  B'  C  D' 

A  A'  a  h  g  l 

B  B'  h  l  f  m 

C  C  (j  f  c  n 

D  D'  l  m  n  d 


fololich 


=  0 


II.  Die  Ebene  Ax  -\-  .  .  -\-  !.i[A'x  -f-  ,  .)  =  0  der  Geraden 
Ax  -\-  .  .  =  0,  A'x  -f-  .  ,  ^  0)  ist  eine  Tangentenebene  der 
(  =  0  unter  der  Bedinminsi   (i.  I) 


=  u 


0 

A 

+ 

i" 

A' 

B 

+ 

/uB' 

C 

+ 

fiC 

D  +  fiD' 

A  +  /iiA' 

a 

h 

9 

l 

B  +  fxB' 

h 

b 

f 

ni 

C  +  nC 

9 

f 

c 

n 

D  +  fxD' 

l 

m 

n 

d 

d.  i.  u'+  2ß'/u 


0.    Vergl.  §.  34,  16.     Dabei  ist 


Ü 

0 

A 

B 

C 

D 

0 

0 

A' 

B' 

c 

D' 

A 

A' 

a 

h 

9 

l 

B 

B' 

h 

h 

f 

in 

C 

c 

9 

f 

c 

n 

D    D'    l 


d 


det?< 


Bei  einer  ordinären  Fläche  m  =  0  sind  die  beiden  Tangenten- 
ebenen der  Geraden  vereint,  wenn  die  Gerade  eine  Tangente 
der  Fläche  ist.  Bei  einem  Kegel  u  =  0  enthält  jede  Gerade, 
auf  welcher  das  Centrum  des  Kegels  nicht  liegt,  zwei  vereinte 
Ebenen,  auf  welchen  das  Centruni  liegt,  uueigentliche  Tangen- 
tenebenen des  Kegels. 


6.     Bei  der  Fläche  2ter  Ordnung   oder  2ter  Classe   «/  =  0 
ist  die  Polare  pq  r  s  des  Punctes  x  y  z\t  oder  der  Pol  p  q  r  s 
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32 


498  Cap.  XI.    Die  Flächen  2ter  Ordnung. 

der  Ebene  x  y  z  t  unbestimmt,  wenn  daselbst  p,  5,  r,  s  null 
sind.  Ein  solcher  Punet  oder  eine  solche  Ebene  existirt,  wenn 
det«  =  0,  d.  h.  wenn  p,  g,  ?-,  s  nicht  unabhängig  von  einander 
sind,  wenn  w  =  0  ein  Kegel  2ter  Ordnung  oder  eine  Plan- 
fläche 2ter  Classe  (4).  Bei  einem  Kegel  2ter  Ordnung  hat  das 
Centrum  desselben  (§.  57,  2)  keine  Polare;  l)ei  einer  singulären 
Fläche  2ter  Classe  hat  die  Ebene  der  Enveloppe  keinen  Pol. 

Wenn  aber  deti<  nicht  null,  mithin  «  =  0  eine  ordinäre 
Fläche  2ter  Ordnung  oder  2ter  Classe  ist,  so  hat  ohne  Aus- 
nahme jeder  Punct  seine  Polare,  jede  Ebene  ihren  Pol.  Eine 
Mehrheit  von  Puncten  und  die  Polaren  dieser  Puncte  sind  reci- 
proke  Figuren,  weil  />,  5,  r,  s,  deren  Determinante  nicht  null 
ist,  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  der  x,  y,  z.  i 
sind.    U.  s.  w.  §.  52,  11. 

7.  Auf  der  Polare  eines  l)eliebigen  Punctes  A  werde  der 
Punct  B  gewählt;  auf  der  Geraden,  welche  die  Polaren  der  A 
und  B  gemein  haben ,  werde  der  Punct  C  gewählt ;  auf  der- 
selben Geraden  werde  der  Punct  D  so  bestimmt,  dass  das 
Paar  CD  harmonisch  ist  mit  u  =  0.  Dann  sind  harmonisch 
mit  der  Fläche  A  und  B.  A  und  C,  ^t  und  £),  weil  B^  C.  D 
auf  der  Polare  des  A  liegen;  ferner  B  und  C,  B  und  /),  weil 
C  und  D  auf  der  Polare  des  B  liegen;  endlich  C  und  D  nach 
der  Voraussetzung.  Also  ist  AB  CD  ein  mit  der  Fläche  har- 
monisches Quadrupel,  ein  »System  von  4  harmonischen 
Polen  oder  Polaren«,  ein  »Pol-Tetraeder« .  d.  h.  von  den  4 
Puncten  sind  je  2  harmonisch  mit  der  Fläche,  die  Ebene  von 
je  3  derselben  ist  die  Polare  des  4ten,  eine  Ebene  ist  die 
Polare  des  Punctes  der  3  andern  Ebenen,  u.  s.  w.  Dabei  ist 
der  Punct  A  3fach,  B  2fach,  C  Ifach  unbestimmt,  also  das 
harmonische  Quadrupel  6fach  unbestimmt.  In  der  That  hat 
man  für  die  12  freien  Coordinaten  der  4  Puncte  nur  6  Glei- 
chungen, welche  die  Paare  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD  ver- 
binden.   Vergl.  §.  34,  4,  insbesondere  Hesse  a.  a.  0. 


8.    Unter  der  Voraussetzung 

^i  =  ^j  ^  +  ^i  y  +  C-z  +  D^  t 

«/,.   =   A^x'+  B;/+  C.z'+  D-t' 
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füllt  bei  yi  =  0  der  Punet  x'  y'\z'  t'  auf  die  Ebene  A^  B{  C^  I)^ 
d.  i.  x^  =  0.  Die  Ptincle  x  y\z  l  and  x'  y'  z  i'  haben  an 
dem  Tetraeder  a?|  =  0 ,  a;^  =  0  ,  a?;,  =  0 ,  a-,  =  0  die  Coor- 
dinalen  a-j ,  a;^,  x.^^  x^  und  ?/| ,  /y^»  Vm  .'/p  i">'l  werden  (hircii 
X  und  y  l)ezeiehnet. 

Wenn  nun  u  =  «jo?,  -  +  «2^2'^  ~^"  ^3*3^  +  ^4^4^>  ^'^  ^'"^^ 
die  beiden  Punete  Xj  y  liarnioniseh  mit  der  Fläche  m  ==  0  unter 
der  Bedingung 

wodurch  der  Punct  /y  auf  die  Polare  des  x  ])eschriinkl  wird. 
Daher  hat  der  Punct  (a;,  =  0 ,  a'2  =  0,  a'y  =  0)  die  Polare 
y^  =  0  d.  i.  a;,  =  0,  u.  s.  \v.  Also  bilden  die  Ebenen  a-,  =  0, 
x.^  =  0,  x.^  =  0,   a-4  =  0  ein  mit  der  Flüche  iler  Ordnung 

«la^jS  +  «2'^2^  +  «s^^s^  +  «i^r  =  ^ 

harmonisches  Tetraeder.  Vergl.  §.  34,  18.  Plioker  1830  (h'elle 
J.  5  p.  19.  Salmon  (ieoni.  of  3  dim.  146.  Die  Fläche  wird  von 
dem  Kegel  a,  ajj -^  +  «2  a^j '^  +  «3  a^'n  -  =  0  berührt  längs  der 
Linie,  welche  die  Fläche  mit  der  Ebene  x^  ==  0  gemein  hat, 
d.  i.  auf  dem  scheinbaren  Contour  der  aus  dem  Pol  der  Ebene 
,T_j  =  0  gesehenen  Fläche. 

9.  Wenn  auch  u  =  ctr^x-^"^  +  cir,X(.~  +  cux-^  +  f's^s^>  so 
bilden  auch  die  Ebenen  aj^  =  0 ,  a;^  =  0 ,  a-^  =  0 ,  x^.  =  0 
ein  mit  derselben  Fläche  u  =  0  harmonisches  Tetraeder.  Zwei 
mit  einer  Fläche  2ter  Ordnung  harmonische  Tetra- 
eder sind  8  Ebenen  der  Art,  dass  eine  von  7  derselben 
berührte  Fläche  2ter  Ordnung  auch  von  der  8len  Ebene 
berülirt  wird.  Hesse  1840  Grelle  J.  20  p.  296.  Raumgeom. 
16  und  17.    Denn  man  hat 

ß^a-i'-  +  .  .  — «50:32  —  .  .  =   0 
bei  allen  x,  y,  s,   t;  folglich   (§.  36.  9) 
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ß,  A^    +  ..  —  «äA^    —  . .  =  0 

«,  ^1 D,  +  . .  —  «5  ^5  A  —  .  .   =  t> 


4  Geichungen  für  die  Quadrate  der  A,  B,  C,  D,  und  6  für  die 
Produete  ihrer  Paare. 

Aus  diesem  System  folgt ,  dass  die  Determinante  der  8 
Zeilen   (Colonneu) 

I  ^2    ^2    c'2    D2    BC    CA    AB    AI)  +  ?.BD  +  fiCD 
=  F  +  )M  +  fiH 

null  ist  l)ei  allen  A,  ;«.  Also  wird  eine  von  7  unter  den  8 
Ebenen  x^  =  0  berührte  Flache  2ter  Ordnung  auch  von  der 
8ten  Ebene  berührt.  Die  8  Ebenen  x^  =  0  sind  die  ge- 
meinschaftlichen Tangentenebenen  aller  Flächen  2ter  Ordnung 
F  -\-  IG  +  Uli  =  0,  also  die  Ebenen  (F  =  0,  G^  =  0, 
^.=  0). 

Umgekehrt  schliesst  man :  Wenn  die  Determinante  8(en 
Grades  null  ist  bei  allen  /,  f.i .  so  hat  man  8  Goefficienten  « 
(Adjuncten  einer  Colonne)  von  bestimmter  Proportion,  der  Art 
dass  «,  07^2  _^  _  _  i^^ill  ist  bei  allen  x-,  y,  z,  /,  u.  s.  w.  Drei 
Flächen  2ter  Ordnung,  welche  nicht  eine  Serie  gemeinschaft- 
licher Tangentenebenen  haben,  haben  8  gemeinschaftliche  Tan- 
gentenelienen :  beliebige  4  derselben  und  die  übrigen  4  bilden 
zwei  Tetraeder,  welche  beide  harmonisch  sind  mit  einer  ein- 
deutig bestimmten  Fläche  2ter  Ordnung. 

10.     Ebenso,  wenn  a:,  ?/   (8)  Ebenen  bedeuten: 
Die  Puncte  x^  =  0,  x^  =  0,  x^  =  0,  x^  =  0  bilden  ein  mit 
der   Fläche   2ter    Ordnung    (Doppelserie   Ebenen)     a^x^'-  ■+■  .  . 
-+■  c(^x^'^  ■=  0  harmonisches  Tetragon. 

Zwei  mit  einer  Fläche  2ter  Ordnung  harmonische  Tetra- 
gone  sind  8  Puncte  der  Art,  dass  eine  7  dieser  Puncte  ent- 
haltende  Fläche    2ter    Oi'dnunii   auch    den   8ten  Punct   enthält. 


I 
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Die  8  Funde  sind  die  aenieinschaftiichen  Puncto  von  :{  Flüchen 
2tcr  Ordnung,  welche  eine  Linie  nicht  gemein  haben. 

Wenn  von  den  mit  einer  Flüche  2ter  Ordnung  haiiiioiii- 
■schen  Tetragonen  AB  CD  und  EFCllI  der  l'imcl  E  auf  A 
lallt,  so  enthält  eine  Fläche  2ter  Ordnung  der  l'\incte  A.  B,  C, 
D,  F,  G  den  Funcl  //:  der  Kegel  iler  Ordnung  der  Geraden 
AB,  AC,  AI),  AF,  AG  enthüll  die  (ierade  All.  In  der  That 
liegen  BCD  und  FGH  auf  der  l'olare  des  A,  und  sind  har- 
monische Dreiecke  auch  mit  der  Linie  2ter  Ordnung,  welche 
die  gegebene  Fläche  2ter  Ordnung  mit  der  Polare  des  A  ge- 
mein hat.     §.  36,  10. 

Drei  Flüchen  2ter  Ordnung,  welche  eine  Linie  nicht  ge- 
mein haben,  haben  8  Puncte  gemein:  beliebige  4  derselben 
und  die  übrigen  4  bilden  2  Tetragone,  welche  i)eide  harmo- 
nisch sind  mit  einer  eindeutig  bestimmten  Flache  2ter  Ordnung. 
Hesse  a.  a.  0. 

11.     Unter  der  Voraussetzung 

({'  =  p'x  +  q'y  +  r'z  +  s't 
p'  ==   a'x  +  h'y  +  g'z  +  l't 

u.  s.  w.  ist  II  -\-  ).u'  =  0  eine  die  Linie  2  .  2ler  Ordnung 
[u  r=  0,  u'  ^^  0]  enthaltende  Fläche  2ter  Ordnung,  abhängig 
von  dem  Parameter  A.  Diese  Fläche  ist  elliptisch,  hyperbolisch, 
ein  Kegel  je  nach  dem  Werth  von  det  («  +  /»'),  einer  Function 
4ten  Grades  von  /  unter  der  Voraussetzung,  dass  detu'  nicht 
null.  Vergl.  §.  37,  6  fl'.  Die  Gleichung  det(w  +  /u')  =  0  für 
A  hat  die  Wurzeln  1^,1^,..,  so  dass  u  -H  A,w'  =0,  u  +  /.^m' 
=  0,  .  .  singulare  oder  reducible  Flächen  2ler  Ordnung  sind: 
es  giebl  4  Kegel  2ter  Ordnung,  welche  die  Linie  2.2ter 
Ordnung  enthalten.    Lam£  Examen  p.  72. 

Wenn  den  verschiedenen  Wurzeln  /,  ,  /j  ^l'^'  Gentren 
a'j  3/,  r,  <,  ,  x.^  y<^\z2  t.,  von  Kegeln  enlsjjrechen,  so  hat  man 
(§•57,2) 

Ih  +  hp'x  =   0  2h  +  ^-'P'-i   =   0 

i\  +  P-i/-',  =  Ü  r-i  +  -'•2 '''2    =  '^ 

«1     +    ^-iS'l     =     '^  -''2    +    ^2S'2      =     'J 
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also  durch  Composition 

Pi^i  +  q-iVi  +  .  .  +  h{l>'iXi+  q'.'Ji  +  ..)    =    0 

Nun  ist  p^x.2  +  .  .  =  ^2-^1  "•"  •  •?  p'i-^'^  +  •  •  =  p'i^A  +  •  • ) 
also 

{}.,-h){p\x2  +  ..)     =     0 

Weil  A,  —  /.2  nicht  null,  so  ist 

p'yXo  +  .  .     =    0,       j^jrCj   +   .  .    =    0 

ilh  +  ^-p' i)x2  +  .  .   =   0 

d.  h.  die  beiden  Centren  sind  in  Harmonie  mit  allen 
Flächen  u  -^  lu'  =  0.  Also  bilden  die  4  Centren  ein  har- 
monisches Tetragon  mit  allen  Flachen  der  Serie  u  +  Xu'  ^=  0. 
Hesse  Raumgeom.  16. 

Ebenso,  ^venn  die  Coordinaten  Ebenen  statt  Puncte  be- 
deuten, wobei  die  Ebenen  von  planen  Flächen  2ter  Ordnung 
an  die  Stelle  der  Centren  von  Kegeln  2ter  Ordnung  treten. 

1'3.  Wenn  del  (« -i-  /- «')  nicht  bei  allen  l  null  ist,  und 
wenn  die  Gleichung  det(u +  /,?/)  =  0  für  l  eine  complexe 
Wurzel  hat ,  so  ergiebt  sich ,  dass  die  quadratische  Form 
u  +  Xu'  bei  allen  /  indefinit  oder  singulär  ist.  Daher  hat  die 
Gleichung  det(M  4-  Xu']  keine  complexe  Wurzel,  wenn  eine 
der  ordinären  Formen  u  ■+■  Xu'  z.  B.  u  definit  ist.  Weierstrass 
und  Kroxecker.    Yergl.  Determ.  §.  13,   I4f.  §.  14,  13. 

Unter  Voraussetzung  einer  positiven  Form  u  ist  X^  real, 
u  -\-  /.j»'  eine  Form  der  Xj ,  a?.2,  a^g,  linearer  Formen  der  x,  ^, 
z,  t.  also  u  eine  Form  der  a?, ,  x, ,  x.^  und  einer  4ten  Vari- 
ableu. Weil  ?//  eine  positive  Form  ist,  so  bleibt  von  ihr  nach 
Abl(5sung  des  Quadrats  einer  linearen  Form  y^  der  4  Variablen 
eine  positive  quadratische  Form  v  der  Xj ,  a?2,  x-^  übrig.  Also 
hat  man 

u  +•  },u'  =  (A  —  Ai)i/+  w  -j-  Ai  u' 

=  (A  — Ai)(2/i2  +  t;'j  +  H  +  ).,u' 
=   (A  — Ai)?/i2  +  V  +  Iv' 

WO    V    ebenfalls    eine    (piadi-atische    Form    der  a-, ,   x^^   x^   ist. 
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Wenn  v  -\-  Iv'  singiiliir  isl,  so  ist  auch  u  +  kn'  sine^uliir,  d.  Ii. 
die  Wurzeln  der  Gleichung  det  (y -+- A?'')  =  0  sind  Wurzeln 
der  Gleichung  det(?f  +  Au')  =  0.  I);diei-  hndel  man  in  gleicher 
Weise,  auch  hei  /.,  =  A, , 

V  +  ?.v'  =   (A  —  ^2)2/2^  +  IV  +  kw' 
und  endlich 

w  +  Xw'  =  {^  —  h)!/3-  +  {>^  —  >-i)l/i' 
folglich  üherhaupl 

H  +  ;.«'=  (;._;i)^i2  +  .  .  +  (;._;.j)y,2 

^^^  ^1 )  3/2?  ••  lineare  Formen  der  x,  y,  z,  t  sind,  während  es 
gleichgüllig  isl,  ob  die  Wurzeln  /, ,  X^^  ..  ;dle  von  einander 
verschieden  sind  oder  nicht. 

Wenn  unter  den  ordinären  Formen  u  -\-  Xu'  keine  definil 
isl,  und  weiui  die  W^urzeln  der  Gleichung  det(M  +  ylu')  =  0 
real  nnd  von  einander  verschieden  sind,  so  kann  u  -\-  Xu'  auf 
dieselbe  Art  transformirt  werden,  wie  ä.  a.  0.  gezeigt  ist. 

Diese  Transformation  der  quadralischen  Form  u-\-  ).u'  gicbl 
unmittelbar  zu  erkennen,  dass  die  Ebenen  ?/,  =  0,  .  . ,  y^  =  0 
ein  mit  den  Flächen  n  -\-  In  ■=  0  harmonisches  Tetraeder 
bilden. 

§.  59.    Centruiu,  Diameter,  Axeii. 

1.  Der  Punct  C,  welcher  in  Bezug  auf  die  Fläche  2ter 
Ordnung  u  =  0  die  unendlichferne  Ebene  zur  Polare  hat,  ist 
das  Centrum  der  Fläche.  Denn  eine  beliebige  Gerade  des 
C  hat  mit  der  Fläche  die  Puncte  R\  R"  und  mit  der  unend-- 
lichfernen  Ebene  den  Punct  Q,  gemein ,  so  dass  J?',  R"  mit 
C,  Q  in  Harmonie  sind.  Nun  ist  Q  unendlichfern ,  folglich  ist 
C  die  Mitte  der  Cliorde  R'B".  eine  Gerade  des  C  ist  ein  Dia- 
meter der  Fläche. 

Die  Polare   des  Punctes    a-,  y^\z^' t^  ist  (§.  58,  3)   die  Ebene 

Fl  ?i  '"i  •*!  ?  ^^'^fl  zwar  unendlichfern,  wenn  pj ,  </, ,  i\    null  sind 

und  S|    nicht  null.     Das  System  p,  =  0,  ^,  =  0,  r,  =  0  giebt 

(§.  57,  2)  - 

^\   '•  y\   :  z^  '.  t^  =  l' :  m   :  n'  :  d' 
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In  dem  Puncl  l'\m'\n'\d'  ist 

/ii'  '       7  7'\  ^1  detif  , 

a  « 

nicht  null,  wenn  »  =  0  eine  ordinäre  Fläche  2ter  Ordnung  ist. 
Also  hat  die  ordinäre  Fläche  ?<  :^  0  das  Centrum  l'  m'  n  d\ 
endlichfern,  wenn  d'  nicht  null. 

3.    Durch  die  Substitution 

X   =   X^+  x' ,       ,J   =   y^  +  ij\       z   =   z^-^  z',       t   =    \ 

findet  mau  p  =  ax' -\-  hy' -\-  gz'-\-  p^,  u.  s.  w..  also 

u   =  px  +  qt/  +  rz  +  s 
=  ax''^  +  &y'2  +  cz'"^  +  2fy'z'+  2gx'z'+  Ihx'y' 
+  ^p\x'+  2qi/+  2i\z'+  PiXi  +  q^ijy  +  i\z^  +  Si 

Wenn  man  zum  NuUpuucl  der  mit  a,  y,  z  parallelen  Coordinaten 
a',  y' 1  z'  eines  Punctes  der  Fläche  m  ==  0  das  Centrum  der 
Fläche  wählt,  so  hat  mau,  weil  daselbst  p^,  q^^  r^  null  sind, 

rtx'2  +  hy''^  +  C2:'2  +  ■2fy'z'+  2(/x'z'+  2hx'y' +  — ,,     =   0 

Die  unendlichfernen  Puncte  der  Fläche  liegen  auf  dem  Kegel 

ax''^  +  .  .  +  2hx'y'  ==  0 

welcher  mit  der  Fläche  coneentrisch  und  der  Asymptoten- 
kegel der  Fläche  ist.  Eine  Gerade  dieses  Kegels  enthält  2  ver- 
einte unendlichferne  Puncte  der  Fläche,  und  berührt  daselbst 
die  Fläche.  Eine  das  Centrum  enthaltende  Ebene  hat  mit  der 
Fläche  eine  Linie  2ter  Ordnung  gemein ,  und  mit  dem  Kegel 
2  Gerade,  die  Asymptoten  der  Linie  2ter  Ordnung. 

3.  Das  Centrum  der  Fläche  ist  unendlichfern  in  der  Rich- 
tung l'  m'  n\  wenn  d'  =  0.  In  Folge  dieser  Bedingung  ist 
der  Kegel 

ax-  +  hy-  +  cz''-  +  2fyz  +  2gxz  +  2hxy  =  0 

welcher  die  uneudlichfernen  Puncte  der  Fläche  w  =  0  ent- 
hält,   reducibel.     Daher   ist   die   Fläche    e<  =  0    ein  Paraboloid 
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(§.  57,  6).  Das  unendlichferne  Centrum  licirl  aiiT  seiner  Poljii'c 
der  iinendlichfernen  Ebene;  also  isl  die  unendlichferne  Ebene 
eine  Tangentenebene  der  Fläche  (§.  58,  4).  Ein  Paraboloid  hal 
ein  unendlichfernes  Cenlruni ,  und  \Nird  daselbst  von  der  nn- 
endlichfernen  Ebene  berührt. 

4.  Die  Polare  eines  Punctes  P  der  unendlichfernen  Ebene 
ist  eine  das  Centrum  enthaltende  Diameterebene.  Eine  beliebige 
Gerade  des  P  hat  mit  der  Fläche  die  Punete  R\  R",  und  mit 
der  Diameterebene  den  Punct  Q  gemein,  so  dass  E'R"  und 
PQ,  harmonisch  sind.  Nun  ist  P  uncndlichforn.  also  ist  Q  die 
Mitte  der  ChordeÄ'i^".  Die  Mitten  paralleler  (Ihorden  der  Fläche 
2ter  Ordnung  liegen  auf  einer  Diameterebene,  der  Polare  des 
unendlichfernen  Puncles ,  welchen  die  parallelen  Chorden  ge- 
mein haben. 

Der  unendlichferne  Punct  P{ci\ß  y  0)   hat  die  Polare 

{aa  +  hß  +  gy)x  +  {hu  +  bß  +  fy)ij  +  {ga  +  .  .)z  +  {la  + .  .)t  =  U 
d.  i.    ^>«  +  qß  +  ry  =  0 

\^ eiche  das  Centrum  (p  =  0  ,  r/  =  0 ,  r  =  0)  enthält.  Dem 
Diameter  CP  der  Richtung  cc  ß  y  ist  eine  Diameter- 
ebene ö  der  Stellung 

aa  +  hß  +  gy   ha  +  bß  +  cf  ga  +  fß  +  cy 

conjugirl,  der  Art  dass  die  mit  dem  Diameter  CP  parallelen 
Chorden  der  Fläche  von  der  Diameterebene  d  halbirt  werden. 

Der  unendlichferne  Punct  P  und  seine  Polare  ^  sind  al)er 
harmonisch  nicht  nur  mit  der  Fläche  w  =  0,  sondern  auch  mit 
dem  Asymptotenkegel  derselben  (2).  Eine  Parallele  des  Dia- 
meters CP  hat  daher  mit  dem  Asymptotenkegel  die  Punete 
S',  S",  und  mit  der  Diameterebene  ö  den  Punct  Q  gemein,  so 
dass  die  Punete  S',  S"  mit  P,  Q,  die  Geraden  CS',  CS"  mit 
CP,  CQ  harmonisch  sind.  Also  sind  der  Diameter  CP  und 
die  conjugirte  Diameterebene  d  harmonisch  mit  dem  Asym- 
ptotenkegel der  Fläche,  der  Art  dass  CP  und  eine  Gerade 
CQ  der  Diameterebene  harmonisch  sind  mit  den  auf  der  Ebene 
PCQ  liegenden  Geraden  CS' ,  CS"  des  Asymptotenkegels.  Vergl. 
§.  34,  10. 
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5.  Drei  Diameter  einer  Fläche  Sier  Ordnung  heissen 
conjugirt,  wenn  Jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  conjugirt 
ist,  wenn  demnach  ihre  unendlichfernen  Puncte  und  das  Cen- 
trum, ihre  Ebenen  und  die  unendiichferne  Ebene  ein  mit  der 
Fläche  harmonisches  Quadrupel  l)ilden.  Wenn  der  erste  Dia- 
nieter den  unendlichfernen  Puncl  P  hat ,  so  liegt  der  zweite 
Diameter,  welcher  den  unendlichfernen  Punct  Q  hat,  auf  der 
Polare  des  P,  und  der  unendlichferne  Puncl  des  dritten  Dia- 
meters ist  der  Pol  der  Ebene  PCQ.  Also  ist  das  Tripel  con- 
jugirter  Diameter  3fach  unbestimmt. 

Die  Richtungen  «2  ß-i  '  ^^^  "3  i%  I  ^  ^^^  zweiten  und  des 
dritten  Diameters  sind  enthalten  in  der  Stellung,  welche  der 
Richtung  r^i  ßi  1  des  ersten  Diameters  conjugirt  ist,  u.  s.  w. 
Also  hat  man 

{aai  +  hßi  +  g)a2  +  {h('.i  +  bßi  + f)ß2  +  gui  +  fßi  +  c  =  0 

{aa2  +  hß,  +  g)ct-i  +  {hri2  +  bß2  +  f)ßi  +  ga-i  +  fß2+  c  =  0 
3  lineare  Gleichungen  für  die  6  Grössen  a.  ß. 

6.  Zwei  Tripel  conjugirter  Diameter  C/>,  CM,  CN  und 
CL'.  CM'j  CN'  liegen  auf  einem  Kegel  2ter  Ordnung,  ihre 
Ebenen  berühren  einen  Kegel  2ler  Ordnung  (§.  58,  10).  Dieser 
besondre  Fall  des  allgemeinen  von  Hesse  1840  gegebenen  Satzes 
ist  von  Göpel  1844  Grunert  Archiv  4  ]>.  205  aufgestellt  und 
direct  bewiesen  worden.  Ein  Kegel  2ler  Ordnung,  welcher 
die  conjugirten  Diameler  CL,  CM,  CN  einer  gegebenen  Fläche 
2ter  Ordnung  und  den  Diameter  CL'  derselben  enthält,  hat 
mit  der  dem  Diameter  CL'  conjugirten  Diameterebene  die  Ge- 
raden CM',  CN'  gemein,  der  Art  dass  CL',  CM',  CN'  conju- 
girte  Diameter  der  Fläche  2ter  Ordnung  sind. 

Bei  einer  Kugel  ist  jedem  Diameter  die  normale  Diameter- 
ebene conjugirt ,  je  3  conjugirte  Diameter  sind  normal  zu  ein- 
ander. Daher  liegen  3  zu  einander  normale  Gerade  CL,  CM, 
CN  und  3  zu  einander  normale  Gerade  CL',  CM',  CN'  auf 
einem  Kegel  2ter  Ordnung,  die  beiden  Trieder  berühren  einen 
Kegel    2ter   Ordnung.    Steiner   Syst.   Entw.  GO,  59.     Ein    Kegel 
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2ter  Ordnung,  welcher  die  3  zu  einander  norniiilen  GciMden 
CL,  Cü/,  CN  und  die  (ierade  CL'  enthalt,  hat  mit  der  normal 
zu  C//'  gestellten  Ebene  die  (ieraden  CM\  CiV'  gemein,  der 
Art  dass  CL\  CM',  CN'  normal  zu  einander  sind.  Der  Ketzel 
ist  ein  gleichseitiger  (§.  53,  8). 

7.  l'^in  Dianieter  «  ji  y,  welcher  noi  iiial  steht  zu  der  con- 
jugirten  Dianieterebene,  ist  eine  Axe  der  Fläche  2ter  Ord- 
nung, seine  Endpuncte  sind  Seh  eitel  derselben  (§.  22,  3). 
Bei  orthogonalen  Coordinatcn  ist  der  Richtung  a^ß  y  normal  zu 
der  eonjugirten  Stellung  (4)   unter  den  Bedingungen   (§.  49,  7) 

aa  +  hß  +  ffy  ha  +  bß  +  fy  _  </«  +  fß  +  cy  _ 

a  ß  y  "~  ^ 

filr  a  :  />   :  y  und  o,   d.  i. 

ß(rt — q)  +  ßJi  +  yj  =   (t        ,   a — Q     h  <j 

ah  +  ß(b~Q)  +  yf  =0        \  h  b-Q    f  !   =   0 

(oj  +  ßf  +y((.  — ^)    =    a  g  f  c—q\ 

Jede  Wurzel  dieser  cubischen  Gleichung  für  o  bestimmt  eine 
Axe  der  Flache;  die  Fläche  hat  bei  3  verschiedenen  Wurzeln 
der  cubischen  Gleichung  3  eindeutig  bestimmte  Axen.  Der 
Wurzel  (>,  entspricht    die  Richtung  «,  ß^  y^   einer  Axe,  so  dass 

«1  :  Ä  :  yi  =   adj(a  — ()i)  :  adj/t  :  arlj^ 
u.  s.  w.     Dabei  ist  q^  (f'i^^  "*"  A'iP'2  ~^"  /'iTi) 

=   («ß  +  /(,?i  +  r/>-i)a2  +  {hay-¥bß^  +  fy^)ß.,  +  {{fu^  +  f  ß^  +  cy^)y-. 
Denselben  Werth  hat  Q.j[aya.2-\- ß^ß.j_-{- y^y.t]^  also  ist 

Wenn  q^  —  q^  nicht  null,  so  ist  a^a^  +  .  .  =  ^ ■,  d.  h.  die 
Richtungen  «j  ß^y^^  cc.^  /i^2i/'2  ^^^^  2  Axen  sind  normal  zu  ein- 
ander (§.  öl,  I).  Ueber  die  Geschichte  der  die  Axen  einer 
Fläche  2ter  Ordnung  bestimmenden  cubischen  Gleichung  vergl. 
Determ.  8.  14,  13. 
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8.  Die  ciil)ische  Function  von  o 

\  a  —  Q     h  g  I 

I g        f         c—Q  1 
ist  die  Determinante  der  quadratischen  Form 

aa;2  +  biß  +  cz"^  +  'Ifyz  +  'Igxz  +  -llixg  —  Qix"^  +  y-  +  z'^) 

Diese  Form   kann,    weil    x^  +  y~  +  z'^    definil   ist,    bei  allen  q 
ausgedrückt  werden   (§.  58,  12)   durch 

(Pi  -q)x''^  +  {Q2  —  Q)y''^  +  {Q2.  —  q)^''^ 

wo  t)^,  ^2?  ?3  i'^^^l  sind,  und 

x'  =  A^x  +  Biy  +  C,  z 
y'  =  A2X  +  B2y  +  Coz 
z    =   .13a;  +  B^y  +  C^z 

lineare  Formen  der  x^  y^  z.    Also  hat  man  zugleich 
ax-  +  .  .  +  ilixy  =   Qix'-  +  Q2y''^  +  Qz^'"^ 

X2  +  2/2  4.   02    =    a;'2  +  j^'2   4.   2;'2 

Zufolge  der  letzten  Gleichung  ist  bei  allen  o,-,  y,  2 

(^ia;+  ..)^  +  {A^x-^  .  .)"-^  +  (^3X+  ..)2  =  a;2  +  »/'^  +  z""- 
folglich 

d.  h.   die  F^benen   a;'=  0,   */'=  0,  3'=  0    bilden    orthogonales 
Trieder,  dessen  Kanten  Axen  der  Flache  2ter  Ordnung  sind. 

9.  Dass  die  Gleichung  _/  =  Ü  für  q  reale  Wurzeln  hat, 
ist  direcl  von  Cauchy  1829  Exercices  t.  4  p.  140  bewiesen  w^or- 
den.    Vergl.  Jacobi  1835  Grelle  .1.  12  p.  125. 

Zunächst  hat  die  Gleichung  [h  —  ())(c  —  o)  —  /^  =  0  die 
realen  Wurzeln  A^  unter  h  und  c,  und  [i^  über  h  und  c,  so  dass 

(&  — e)(c  — (>)   -  /"^    =    (p  — Ai)((>  — ^1) 
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Ebenso  ist 

{c  —  Q){a  —  (j)  —  (ß  =   (p_A2)(()— ^2) 
(a-p)(&-p)  — Ä2  =  {Q-h){Q  —  (jii) 
Nun  ist 

A  =  [a-Q){h  —  Q){c  —  Q)-{a  —  Q)r 
also  bei  u  =  —  00  ,   A, ,  ji/j ,   ac 

z/( —  x>)    =    CO 
J(A,)   =  -  (&  -  ;.,)y2  _  (c  —  ;.,)Ä2  +  2-l/'(6  -  A,)(c  ^Ä7)r/7( 

=  -  [gVh  -l\-  hYc^l.Y 
^if^i)  =   (/",  — 6)5'-+  (,«,  — c)A2  +  2-|A(^i  — &)(^,^c)^A 

=    (ö'y^/«i  — ft  +  Z*!^/"!  — ^)^ 
J(qo)    =    —  c» 

Dtiher  lial   ilie  (ileicliuiiij;  ^7  =  0  je  eine  Wurxjel  zwischen 

d.  h.  3  Wurzebi  getrennt  dureli  /.j  und  //,,  getrennt  auch  durch 
/.,  und  //., ,   und  getrennt  durch  /..j   und  fl.^. 

10.  Wenn  zwei  Wurzehi  der  Gleichung  J  =  0  einander 
gleich  sind,  Q2  =  Ci  >  ^^  fallen  sie  zusammen  entweder  mit  A, 
odei'  mit  /Lt^.  entweder  mit  l.^  oder  mit  itio,  entweder  mit  /., 
oder  mit  //g.  Also  sind  die  zu  J  geliörenden  Subdeterminanten 
2ten  Grades 

{b-(>){c-^)-P,      {c-Q){a~Q)-g\      i^a  -  Q){h  ~  q)  -  T- 

theilbar    durch    q  —  p, .     Denselben    Divisor    haben    auch     die 
übrigen  Subdeterminanten  2ten  (irades 

{a  —  Q)f—g1i,      [h  —  Q)g  —  fh,      {c—o)h  —  f(/ 

Denn  man  hat 

{a-o,)[{b-e^)ic-p,)-r-]  +  (&_p,)[(c-p,)(«-P.)-i/-l 
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und  •J{Q^)  =  0,   folglich 

{('  — ei)i^  —  9\)ic  —  Q<)  —  fgh   =    0 
(a  —  pi)/" — 7/*   =   0,  u.  s.  w. 

Tn    der   Thai    findet    man,    indem    man    a  —  g    durch    «  —  o, 
-4-0,  —  o  ersetzt,  u.  s.  w. 

J    =    (rt_p,  +/>_p,  +C—P, )((),  —  p)2  +   (pi  —  p):! 

d.  h.  J  theilbar  durch   (p,  —  q]-- 

In    diesem    Fall   bleibt   von    dem    linearen   System    (7)    nur 
eine  Gleichung  übrig 

«i(«-?,)  +  ßih  +  y,,j  =   0     (1.  i.     ^i  +   '^'   +  77  =   0 


d.   h.    die    Richtung    cf,    /?,  !  )/,    ist    eine    beliebige    der    Stellung 

f   I    ö-   1   Ä 

das  System 


1  1  1  1  1 

-s^   —  i  Y^ .    Dabei  hat  man  r/  —  o,  -\-  h  —  p,  +  c  —  o.,  =  0,  also 

f  \  g    h  ^1  ^'  vj  , 


—  «:■  (i  —  p,  +  c  —  (),)  +  ß.Ji  +  ysg   =   0 
«;!/'  —  /?3(c  —  (>i  +  rt  —  ()))  +  >':,/■  =    0 

folglich  cc^f  =  /jgfjT  =  j'.^/i    für  die  Richtung  «31/^3/3,  normal 

1  I  1  I  1 
7A1  der  Stellung  ^         ,  .      Die   Fläche    ist    eine  Rolationsiläche 

mit  einer  bestimmten  Axe,  die  beiden  andern  Axen  können  auf 
der  normalen  Ebene  gewählt  werden. 

Wenn  ^|  eine  3fache  Wurzel  der  Gleichung  z/  =  0  ist, 
so  fällt  sie  zusammen  sowohl  mit  Aj ,  als  auch  mit  |tq,  u.  s.  w. 
Daher  sind  c  —  b,  f,  c  —  a,  (/  und  h  null,  z/  =  (a  —  (')•'• 
Für  o,  ß,  y  existirt  keine  Gleichung;  die  Fläche  ist  eine  Kugel, 
jeder  Diameter  derselben  ist  eine  Axe. 

Ueber  die  von  Weierstrass  und  von  Kronecker  bewiesenen 
Eigenschaften  der  Subdelerminanten  vergl.  Determ.  §.  li,  13. 

11.  Unter  Voraussetzung  rechtwinkeliger  Coordinaten  habe 
die  Fläche  ax"^  +  ,  .  +  '^/txy  +  C  =  0  die  Axen  a?',  y',  2', 
und  a^'ß^lf^,  «2l/^2'>^2»  ^s  ßsTi  seien  die  Strecken  dy,  ö.^,  d-, 
der  Axen,  so  dass 

ßi    =    rf|  cosxx',       ßi    =    rf]  COfiJ/x',  .  . 
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Wenn  nun  der  Puncl  x  y  z  die  mit  den  Axen  purtillelen 
(loordiiialen  x',  ?/'.  z'  linl,  so  isl  x  =  x'cosxx' -\-  y' <'<>sxy' 
-\-  z'cosxz',  .  . ,   d.i. 

«1        ,  Of2       ,  .      »3      ' 


ih 


y  + 


Ol  02  O3 

Diese  Sul)sliliili(>n   ist   es.   durch  welelie  man 

ax-  +  .  .  +  'Ihxy  =   Qxx'"^  +  Qiv''^  +  p3~'- 

lindel.     Denn    ,—  erhiill  tlen  Coeffieienlen 
<h- 

[aa^  +  ..)«,  +  (7ta,  +  ..)/^i  +  (i^«!  +  •.)72 

=     pißiä   +   ßi/9i2  +   p,y,2    =    PjJ,2 

und  2v^\    erlüill  den  (^oeffk-ienten 
"1  "2 

(aa,  +  ..)u-y  +  [hu^  +  ..)ß-,  +  [ga^  +  ..)y., 
=   (>i«i«2  +  Q\ßiß2  +  Qiy\Y2   =  0     (7) 

Für  den  Radius  OP  der  Flüche  0,0.'- +  0.2 !/'"  "•"  Cs-'"  +  ^' 
=  0  hat  man,  wenn  seine  Gerade  durch  r  l)ezeichnet  Nvird, 

OP2(pj.cos2a;V  + p2  cos^y  V  +  P3  cos^^V)  +  C  =  0 
wo  p|  cos "-.{,';•  -t-  «oeos-T/'r  -J-  OgCOS-^'r 

=  ?i  +  (<>2  — (>t)  cos'^y'r  +  {^z  —  Qi)  cos'^z'r 
=    es  —  (?3  —  Pi)  cos 2a; V  —  (p3  —  (J,)  cos^i/'r 

zur  Beurtheilung  der  Grenzen,  zwischen  welchen   OP-  liegt. 

12.  Unter  der  Voraussetzung  schiefwinkeliger  Coordinaten 
hat  die  Fläche  ax-  -I-  by-  +  ez-  +  rf  =  0  auf  den  conjugirten 
Diameteru  x,  y.  z  die  Radien  OE,  .  Ö-Eo?  ^^3?  ^o  dass 
a  .  OEj-  H-  f?  =  0,  u,  s.  w.  Die  Richtung  a\{j  y  ist  der 
Stellung  aa  hß'cy  conjugirt  (4),  und  normal  zu  ihr.  wenn 
(§•  w/:) 
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a  cosica;  +  ß  cosxy  +  y  cosa:«  a  cosa;«/  +  .  .  a  cossa;  + 


aa  hß  cy 

Daher  hat  man  das  lineare  System 

a(l  —  a^)  +  ß  cosxy  +  y  coszx  =  0 
a  coixy  +  ß{\  —  bg)  +  y  cosyz  •=  0 
a  coszx      +  ß  cosyz      +  y{l  —  cq)   =  0 

l  —  UQ     cosxy       coszx     1 
cosxy       1  —  bQ     cosyz        =  0 
cos2;a;       cosyz       1  — cq   \ 

Diese  cubische  Gleichung  für  q  hat  3  reale  Wurzeln  pj ,  q.^,  q^, 
wie  (8).  Durch  jede  Wurzel  wird  die  Richtung  a'ß\y  einer 
Axe  der  Fläche  bestimmt.    Die  Entwickelung  giebt 

sin-xyz        ^sin^yz        sin^zx         s\n'^xy'\ 
ahc  \     bc  ca  ab     ) 


s'm'^xyz 
abc 

sin  2//^ 
^bc 


Qi  Q2Qi 


sxn'^zx        sm'^xii 

+ ^ 

ca  ab 


1  1 

+  --   =  (?i  +  ?2  +  es 


=    QiQ<    +   ?l(>3    +   Q2Qi 


Wenn    die    Strecke    «  |3j/    eine    Einheit   der  Axe   l  ist,    so 
hat  man 

cosxl  =   «  cosa^a:  +  ß  co^xy  +  y  cosa;^   ==   gaa 
u.  s.  w.    Wenn  auf  l  die  Strecke   OD[x\y\z)  liegt,  so  ist 

X  :  y  :  z  :  OD   =   u  :  ß  :  y  :  \ 

OD  =  X  i'osxl  +  y  cosyl  +  z  coszl  =  Q{a  ax  +  bßy  +  cyz) 

=   ^?^{ax--  +  by-^  +  cz'2) 

Wenn  nun  D  auf  der  Flüche  liegt,    so  ist  OD-  =  — qc],  und 
auf  den  3  Axen 

—  Qid  =  0Z),2,      —  p2d  =  OD.^,      —Q^d  =  ODs^ 

Nun  ist  auf  den  conjugirten  Diametern  — (J  :  a  =  OE^  ~,  u.  s.  w., 
folglich 
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OiiV  .  OE.,i .  OE32  sin^xyz  =  07),2 .  01).,^  .  OD^^,   OEiE^E^^  --=  OD.D.JJ.,-^ 

OEi^  +  OE^-i  +  0^32  =  07),2  +  OZ>22  +  02)32 

OE^E^'i  +  OE^Ei^  +  OE^E^"^  =  OD,  D.^^  +  OD.Di'^  +  OD^  D^^ 

Diese  Gleichungen  geben  den  Zusainnicniiang  zwischen  '-i  con- 
jugirten  Dianietern  und  den  3  Axen  der  Fläche  2ter  Ordnung 
(vergl.  §.  35,  4),  und  sind  in  den  oben  §.  47,  5  angezeigten 
Uelaliouen  enthalten.  Sie  sind  von  Livet  und  Binkt  Corresp. 
sur  l'ecole  polyt,  1  p.  29,  2  |).  323  bemerkt  worden,  Vergl. 
Magnis  Aufgaben  11  §.  4G.  Salmon  Geoui.  ol'  3  diin.  *.)l  W. 
SciiRüTKR  Oberflächen  2ter  Ordnung  §.  58. 

13.  Wenn  ax'^  +  ly-  -»-  cz^  -H  2/3/2  -\-  %gxz  +  'i.kxy 
Singular,  ihre  oben  (3)  durch  d'  i)ezeichnete  Determinante  null 
ist,  so  hat  die  Fläche  ^^  =  0  ein  uuendlichfernes  Centrum  und 
ist  ein  Paraboloid.  In  diesem  Fall  hat  die  die  UichlAingen 
der  Axen  beslinunende  Gleichung  (7)  die  Wurzel  o.j  =  0,  und 
man  findet 

für  die  nach  dem  Centrum  gerichtete  Axe  z' . 
Durch  die  Substitution   (II)   wird  dann 

aa;2  +  .  .  +  Ihxy  =  q^x''^  +  Q2y''^ 
u   =   pix'2  +  p2?/'-  +  lLx'+  2My'+  ■2Nz'+  d 

Nun  macht  man  (wie  §.  35,  7  den  Scheitel  ;j  (/  r  zum  Anfang 
der  mit  x',  y\  z  parallelen  Coordinateu  |,  r^^  L  durch  die 
Substitution 

«'  =  i'  +  I, ,  »/'  ^  ?  +  »?.     -'='■  +  ? 
und  erhält 

indem  man  den  Scheitel  bestimmt  durch  das  System 

Q^p  +  L   =   0,       Qiq  +  M  =   0,       pii^"-  +  Q2(l-  +  .  .   =   0 
Die  dritte  Gleichung  giebl 

Baltzer,  anal.  Geom.  33 
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§.  60.    Grerade,  Kreise,  Focallinieii. 

1.     Die    Flüchen    2ter    Ordnung    mit    einem  endlichfernen 

Centrum   haben,    wenn   die  Coordinaten   x,  y,  z  eines  Punctes 

derselben  mit  3  conjugirten  Diameiern  parallel  sind  und  im 
Centrum  anfangen,   die  Gleichung  (§.  57) 

ax'^  +  hiß  +  cz"^  +  (l  =   0 

Der  Punct  /  0  0  liegt  auf  der  Fläche,  wenn  nl- ■+-  d  =  0. 
Seine  Polare  ist  die  Ebene  n/  0  0  (^,  d.  h.  a/£c+  rZ  =  0,  x  =  l, 
eine  Tangentenebene  der  Flache.  Die  Fläche  hat  auf  dieser 
Tangentenebene  die  Linie  by- -\- cz'^  =  0,  bestehend  aus  2 
Geraden  des  Berührungspunctes. 

Ebenso  auf  jeder  Tangentenebene.    Durch  die  Substitution 

*  37  =  u^x'  +  a^y' +  a^z' 

y   =  ^,a;'+  ßry'  +  ß^z' 

wird  «a,--  -\-  by'-  •\-  cz''-  =  a'x-  +  b'y-  +  c';'^,  wenn 

aajß2  +  ^ß\?2  +  <^y\y-2   =   ü  aa,2  +  hß{'^  +  cy^'^-   =   a' 

auiUi  +  hß^ßz  +  cy^y^   =   0      .      aui^  +  hß^^  +  cy^^   =   h' 
aaitt-i  +  bß^ß-i  +  cyiy-i  =  0  ««32  +  bß^^  +  cy^"^  =  c' 

Hiernach  sind  auch  a;' =  0  ,  ^'=0,  z'  =  ^  conjugirte  Dia- 
meterebenen.    Die  Gerade   [y'  =  0,  2'=  0]   hat   die  Richtung 

X  :  y  :  z   =   Uy   :  ßs   :  yi 

u.  s.  w.     Die  Richtung  x'[a^  ß^\y^)  kann  frei  gewählt  werden. 
Die  Richtung  y'[(^^\ß2  Vi)   ist  dann  in* der  Stellung  aa^  bß^'cy^ 
zu  wählen,  und  die  Richtung  z'ic^slß-sly-i)  ist  bestimmt. 
An  dem  Trieder  x'y'z    hat  die  Fläche  die  Gleichung 

a'x''^  +  b'y''^  +  c'z''^  +  d  =  0 

Der  Diameter  x'  enthält  den  Punct  m  0  0  der  Fläche,  wo 
a  iii^  +  d  ==  0,  und  m  real  ist  bei  negativem  a'd.  Die  Fläche 
wird  daselbst  berührt  von  der  Polare  des  Punctes  m  0  0,  also 
von  der  El>ene  a'm  0  0  d  d.  i.   a'i)i,i'-\-  d  =  0.  x'  =  ?«.  Daher 
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hat  die  Fläche  auf  ilii-cr  TanL!(3iilciicl)one  x  =  m  die  l.inie  2kM- 
Ordnung 

h'y'"^  +  c'z'"^  =   0 

und  auf  der  parallelen  Ebene  x'  =  m  -\-  n  die  Linie  2ler 
Ordnung 

&'f/'2  4-  c'z''^  +  a'n{2m  +  n)  =  0 

mit  den  Asymptoten  b'y"^  ■+■  c'z"^  =  0.  Wenn  die  Fläche 
elliptisch  ist,  so  ist  die  Determinante  a'b'c'd  negativ;  wenn  die 
Fläche  hypei'bolisch  ist,  so  ist  a'b'c'd  positiv.  Nun  ist  a'd 
negativ  bei  realen  Berührungspuncten,  also  b'c'  in  dem  ersten 
Fall  positiv,  in  dem  zweiten  Fall  negativ.  F^ine  Fläche  2ter 
Ordnung  hat  mit  ihren  Tangentenebenen  redacible  Linien  !2ter 
Ordnung  gemein,  bestehend  aus  2  Geraden  (osculirenden  Tan- 
genten der  Fläche),  welche  nicht  real  sind  auf  einer  ellip- 
tischen Fläche,  real  auf  einer  hyperbolischen  Fläche. 
Die  Geraden  eines  hyperbolischen  Hyperboloids  enthalten  je 
einen  unendlichfernen  Punct  der  Fläche,  und  sind  parallel  mit 
je  einer  Geraden  des  Asymptotenkegels. 

Die  Centren  der  parallelen  Fiächenschnitte  liegen  auf  dem 
Diameter,  welcher  die  Berührungspuncle  der  parallelen  Tan- 
gentenebenen enthält,  und  der  parallelen  Diameterebene  con- 
jugirt  ist. 

3.  Wenn  ax-  -\-  by-  -\-  Iz  =  ^.  so  liegt  der  Punct  x\y\z 
auf  einem  Paraholoid.  Die  Kante  z  des  Trieders  xyz  enthält 
das  unendlichferne  Centrum  der  Fläche.  Der  Nullpunct  liegt 
auf  der  Fläche,  und  hat  die  Polare  0  0  |1  0  d.  i.  2  =  0.  Also 
wird  die  Fläche  von  der  Ebene  2  =  0  berührt;  sie  hat  mit 
ihrer  Tangentenebene  die  aus  2  Geraden  bestehende  Linie 
ax'^  ■+■  by'^  =  0  gemein.  Den  Richtungen  a,-,  y  der  Tangen- 
lenebene  conjugirt  sind  die  Diameterebeneu  yz,  xz. 

Durch  die  Substitution 

y  =  ßix'  +  ßty'  +  2/1 

z.  =  y^x'  +  Y'iy'  +  ^1  +  ^' 

33*     ■ 


516  Cap.  XI.    Die  Flächen  2ter  Ordnung. 

wird  ax^  +  bi/  +  'iz  =  a'x'^  ■+■  h'y''^  +  'iz'  unter  den  Be- 
dingungen 

axyu^  +  hijißi  +  y,    =0  ««i^  +  hßy'^  =  a 

axia2  +  byiß-i  +  j'2   =   f)  ««2^  +  ^ß-x^  =  ^' 

a«!  «2  +  &Ä/?2  =  0  «-^r  +  ^2/r  +  2^,    =0 

Die  letzte  Bedingung  fordert,  dass  der  Anfang  der  neuen  Coor- 
dinaten  a;,  y,  ,s,  ein  Punet  des  Paraboloids  sei.  Dieser  Puncl 
hat  die  Polare  ax^\by^  ]  z^,  die  Ebene,  von  welcher  die  Fläche 
in  dem  Punct  a:,  yj  z^   berührt  wird. 

Die  Gerade  [x' =  0,  y' =  0)  hat  die  Richtung 

X  —  Xi  :  y  —  Vi  '•  z  —  2^1   =0:0:1 

und  ist  daher  ein  mit  der  Kante  z  paralleler  Diameter  der 
Fläche.  Die  Gerade  '\y'  =0,  z  =  0)  hat  die  Richtung  a^  ßi  "/i, 
die  Gerade  [x' =  0 ,  z' =  0)  hat  die  Richtung  «2/^2  y2- 
Zufolge  der  beiden  ersten  Bedingungen  sind  die  Bichtungen 
«j'ß,  1/^  und  «2  /?2  '/2  "^  t^^^'  Stellung  ax^  by^  I  enthalten, 
welche  die  Fläche  in  dem  Punct  a?,  y^  z,  hat.  Die  Richtung 
ß,l/9,  j'j  kann  in  der  angegebenen  Stellung  frei  gewählt  wer- 
den; die  Richtung  «2  ß2\72  ^^^  zufolge  der  dritten  Bedingung 
zugleich  in  der  Stellung  aa^^bß^\0  enthalten,  welche  der  Bich- 
tung  «j  /^ii/i    conjugirt  ist. 

An  dem  Trieder  x'y'z'  hat  das  Paraboloid  die  Gleichung 

a'x'"^  +  h'y"^  +  2^'  =  0 

und  wird  in  dem  neuen  Anfangspunct  von  der  Ebene  ;'  =  0 
berührt.  Das  Paraboloid  hat  auf  dieser  Tangentenebene  die 
Linie  a'x'^  ■+■  h'y''~  =  0,  und  auf  der  parallelen  Ebene  z'  =  m 
die  Linie  a'x''^  4-  b'y'-  +  2??i  =  0  mit  den  Asymptoten 
a'x''^  -\-  b'y'-  =  0.  Nun  sind  ab'  und  ab  desselben  Zeichens, 
u.  s.  w.  Also  gehn  durch  jeden  Punct  eines  Paraboloids  2  der 
Fläche  angehörende  Gerade ,  nicht  real  auf  einer  elliptischen, 
real  auf  einer  hyperbolischen  Fläche.  Die  Geraden  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids  enthalten  je  einen  unendlichfernen  Punct 
der  Fläche ,  und  sind  parallel  die  einen  mit  einer  Ebene ,  die 
andern  mit  einer  andern  Ebene. 

Die  Centren  der  parallelen  Flächenschnitte  liegen  auf  dem 
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Diaraeler  des  Puucles,  in  Nvelcheni  das  I'araholoid  von  einer 
parallelen  Ebene  berührt  wird. 

3.  Die  Geraden  einer  Fläche  2ler  Ordnung,  real  auf  den 
hyperbolischen  Flächen,  bilden  2  Serien  (Regeischaaren).  Vergl. 
§.  54,  3.  Monge  J.  de  l'ec.  polyl.  Cah.  1.  Möbius  Baryc.  Calcul 
§.  1 1 1 .  BoiJiLLiER  Quelelet  Corresp.  t.  4.  Die  Function  ax'^  -y-  by- 
-f-  cz'^  +  d  von  2  positiven  und  2  negativen  Gliedern  kann 
durch  pq  —  rs  ausgedrückt  werden,  so  dass  p,  </,  r .■  s  von 
einander  una])hängige  lineare  Functionen  der  x-,  ?/,  z  sind.  Also 
ist  pq  —  r«  =  0  die  (ileichung  eines  hyperbolischen  Hyper- 
boloids. Diese  Gleichung  kann  ersetzt  werden  sowohl  durch 
das  System 

1 
p  =  xr  ,       q  z=  ~  s 

X 

als  auch  durch  das  System 

1 
IJ   =   Is  ,        5   =  y  ^ 

Den  realen  W'erthen  des  Parameters  /.  entsprechen  die  Geraden 
einer  ersten  Serie,  welche  das  Hyperboloid  erfüllen  (erzeugen, 
Generatricen) ;  den  realen  K  entsprechen  die  Geraden  einer 
zweiten  Serie,  welche  dasselbe  Hyperboloid  erfüllen. 

Unter  den  Geraden  einer  Serie  sind  nicht  3  mit  einer 
Ebene  parallel;  die  Fläche  würde  die  unendlichferne  Gerade 
der  Ebene  enthalten,  also  ein  Paraboloid  sein.  Unter  den  Ge- 
raden einer  Serie  haben  nicht  2  einen  Punct  gemein.  Denn 
dem  System 


9.  = 


P  =  X  r, 


1  =  -'S 


dessen  Determinante 


1 

0 

X 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

x' 

0 

0 

1 

0 

1 

X 

=  (=<'-')(}: -1) 


nicht  null  ist,  genügen  nur  p  =  0 ,   q  =  0,    /•  =  0 ,   6=  0. 
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Dabei  würden  aber  alle  Geraden  der  Serie  einen  Puncl  ge- 
mein haben,  und  die  Fläche  ein  Kegel  sein,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 

Dagegen  hat  eine  Gerade  /.  der  einen  Serie  mit  einer  Ge- 
raden A  der  andern  Serie  einen  Punct  gemein,  beslinmit  durch 
das  System 

p  \  r[  :  r  :  s  =  x}.  :  \   :  X  :  X 

Jede  Ebene  einer  Geraden  erster  Serie 

j)  —  xr  +  i.{xq  —  s)   =    0     d.i.    ^J  —  ?.s  +  x{?.q  —  r)   =   0 

enthält  eine  bestimmte  Gerade  zweiter  Serie,  Die  beiden  Ge- 
raden sind  parallel  bei  einer  bestimmten  linearen  Gleichung, 
welche  l  mit  /.  verbindet,  hier  z  -t-  Ä  =  0.  Die  El)ene  der 
beiden  Geraden  ist  in  jedem  Fall  eine  Tangentenebene  der 
Fläche.  Denn  pq  —  rs  hat  die  Fluxionen  q,  p,  — s,  — r;  also 
hat  an  dem  Tetraeder  ^^=0,  q  =  Q,  r  =  0,  6-  =  0  der 
Punct  xZj1|A|x  die  Polare 

l\x?.\ — x\ — Ji     d.  i,    p  +  xlq  —  xr  —  Xs  =  0 

4.  I.  Durch  3  Gerade  x,  x',  x"  der  einen  Serie  ist  die  andre 
Serie,  also  das  Hyperboloid  bestimmt.  Wenn  auf  x"  die  Puncte 
A" ,  ß",  ..  liegen,  so  haben  die  Ebenen  xyl"  und  y.'A",  aB" 
und  '/.'B'\  .  .  die  Geraden  der  andern  Serie  gemein,  welche  x 
in  A,  B,  .  .j  und  x'  in  A',  B',  .  .  schneiden.  Das  Doppelver- 
hältniss  der  Puncte  A,  B,  C,  D  ist  das  Doppelverhältniss  der 
El)enen  x"^l,  x"i?,  x"C,  x"£),  und  dieses  wiederum  das  Doppel- 
verhältniss der  Puncte  A',  B',  C\  D'.  Auf  21  Geraden  einer 
Serie  werden  daher  von  den  Geraden  der  andern  Serie  colli- 
neare  Figuren  abgetheilt,  und  i  Gerade  einer  Serie  werden  von 
jeder  Geraden  der  andern  Serie  nach  demselben  Doppelver- 
hältniss geschnitten.  Steiner  syst.  Entw.  51,  III.  Chasles  Apercu 
note  9. 

II.  Durch  3  Gerade,  welche  nicht  mit  einer  Ebene  par- 
allel sind,  und  deren  nicht  2  einen  Punct  gemein  haben,  wer- 
den 3  Paare  paralleler  Ebenen  bestimmt,  also  ein  Parallelepiped 
auf  der  Basis  AB  CD,    dessen  Gegenpuncte  A  und  A',    B  und 
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Zy',  ..  sind.  Die  Geniden  Ali,  CA',  ß'C'  liegen  auf  ciiiein 
Hyperboloid,  welches  eonecntrisch  ist  niil  deniParjdlelepipcd, 
und  die  Geraden  (zweiler  Serie)  BC,  A'B',  C'A  enthält,  wes- 
h.ill)  das  Seehseck  ABCA'B'C'  hyperboloidisch  genannt 
\\  ird. 

An  dem  concentrisciien  Trieder  xyz,  dessen  Kanten  mit 
AB,  CA',  B'C'  parallel  sind,  werden  diese  Geraden  gegeben 
durch  die  Systeme 

{y  =  b,  z  =  —c),      {z  =  c,  X  =  — «),      (^x  ^  a,  7/  =  — b) 

Die  Ebenen 

z  +  c  —  }.{i/  —  b)  =  0    der    AB,     z  —  c  —  ^<(a;  +  «)  =  0    der    CA' 

haben  eine  Gerade,  welche  auch  B'C'  schneidet,   wenn 

z  -\-  c  ->flbX    =  I)     und     z  —  c — IcifA.   =   0 

also  unter  der  Bedingung  «/<  -j-  6Ä  +  c  =  0,  d.  i. 


z  —  c 

a 

X  +  a 

+  b 

z  +  c 

y-b 

+  c 

= 

(J 

ayz  +  bx 

z  + 

cxy  + 

abc 

= 

(J 

Der  Puncl  xyz  einer  Geraden,  welche  die  3  gegebenen  Ge- 
raden schneidet,  liegt  auf  einer  Fläche  2ter  Ordnung.  Der 
Asymptotenkegel  der  Fläche 

abc 

-  +  -  +  -  =  0 

xyz 

ist  real  und  concentrisch  mit  dem  Parallelepiped.  Die  Glei- 
chung der  Fläche  ist  auch 

{ay+ltx){az  +  cx)  — bc{x'-  —  «-)   ^   ü 

und  bleibt  unverändert,  wenn  a,  b,  c  durch  — a,  — b,  — c 
ersetzt  werden.  Also  ist  die  Fläche  das  oben  beschriel)ene 
hyperbolische  Hyperboloid.  Vergl.  Magnus  Aufgaben  H  p.  277. 
Fiedler-Salmon  Ranmgeom.  I,  114. 

HI.    Im  Allgemeinen  liegen  4  Gerade,   deren  nicht  2  einen 
Puncl  gemein  haben,  nicht  auf  einem  Hyperboloid.    Fline  Gerade, 
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welche  die  3  gegebenen  Geraden  Oj,  «2?  ^3  schneidet,  liegt  auf 
dem  Hyperboloid  0,^203.  Eine  Gerade,  welche  die  4  gegebe- 
nen Geraden  a^ ,  «2  ?  ^3  ?  9  schneidet ,  enthalt  einen  gemein- 
schaftlichen Punct  H  des  Hyperboloids  und  der  Geraden  r/. 
Nun  gehn  durch  den  Punct  //  die  Geraden  a^,  h^  des  Hyper- 
boloids ,  «4  zu  der  Serie  Oj ,  a.j ,  «3  gehörig ,  und  b^  zu  der 
andern  Serie  gehörig,  folglich  a^,  a.j,  03,  g  schneidend.  Daher 
werden  4  Gerade,  deren  nicht  2  einen  Punct  gemein  haben, 
von  2  bestimmten  Geraden  &4,  b^  (real  oder  nicht  real,  oder 
vereint)  geschnitten.  Die  Schnittpuncte  einer  der  4  Geraden 
liegen  auf  dem  Hyperboloid  der  3  andern  Geraden ;  die  Hyper- 
boloide a^a.2a■s  und  a^a.jQ  haben  die  Geraden  S^,  6-  gemein, 
so  dass  a, ,  A4,  «2;  ^5  ^^^  unebenes  Viereck  bilden.  Vergl. 
MöBiis  Baryc.  Calc.  §.  245  und  246,  Statik  §.  99.  Steiner  syst. 
Entw.  57.    Schröter  Oberfl.  2.  Or.  §.  14. 

Wenn  g  auf  a^  fällt,  so  sind  die  4  Geraden  hyperboloidisch, 
einer  Serie  angehörig,  und  werden  alle  von  jeder  Geraden  der 
andern  Serie  geschnitten.  Uypei'boloidisch  sind  z.  B.  die  Höhen 
eines  Tetraeders.     Yergl.  Stereom.  §.  6,  9.    Schröter  a.  a.  0. 

5.    Das  hyperbolische  Paraboloid 


x^        y' 


-z  =    0 


a2         fc2 
enthält  sowohl  die  Serie  von  Geraden 

X         11  X         y  z 

^   ^    X  --   +  —   =   — 

ah  '         a         h  X 

als  auch  die  Serie  von  Geraden 

^  +  IL  =  )         :^_1=1 
a         b  ''         ab  k 

Die   Geraden    der    ersten   Serie    sind    parallel    mit  der  Ebene 
—  —  TT  =  0,  die  Geraden  der  zweiten  Serie  sind  parallel  mit 

der  Ebene  —  +  |^  =  0.     Die   unendlichfernen  Geraden   dieser 
a         0 

Ebenen  sind  es,  aus  welchen  die  unendlichferne  Linie  des  Para- 
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holoids  l)CSlolil.     Auf  2  Gcnidon    einei'   Serie   werden    von  den 
(jeraden  der  andern  Serie  ähnliche  Fii^uren  ai)ijelheill. 

Die  Seilen  eines  unebenen  Vierecks  AB  CD  liegen  auf 
einem  beslinunlen  Paraboloid,  welches  die  unendlichferne  Ge- 
rade g  einer  Ebene  enlhiill ,  inil  welcher  die  Seiten  AB,  CD 
parallel  sind,  und  die  unendlichferne  Gerade  h  einer  Ebene, 
mit  welcher  die  Seilen  BC,  DA  parallel  sind.  Auf  dem  Para- 
boloid AB  CD  liegen  die  Geraden  ersler  Serie  in  der  Stellung 
[AB,  CD),  welche  die  Geraden  g,  BC,  DA  schneiden,  sowie 
die  Geraden  zweiler  Serie  in  der  Stellung  {BC,  DA),  welche 
die  Geraden  /i,  AB,   CD  schneiden. 

6.  Ein  Kegel  2ter  Ordnung  hat  mit  den  Ebenen  von  2  be- 
stimmten Siellungen  reale  Kreise  gemein.  Dasselbe  gilt  von 
den  ordinären  Flächen  2ler  Ordnung;  ausgenommen  das  hyper- 
bolische Paraboloid,  welches  auf  jeder  Ebene  reale  unendlich- 
ferne Puncte  hat.  Zwei  Kreise  einer  Fläche  2ter  Ordnung, 
deren  Ebenen  nicht  parallel  sind,  haben  2  Puncte  gemein, 
welche  den  beiden  Kreisebenen  und  der  Fläche  angehören; 
deshalb  liegen  die  beiden  Kreise  auf  einer  Kugel.  Bei  einer 
Rotationsfläche  sind  die  beiden  Stellungen  der  Kreisebenen  ver- 
eint ,  normal  zur  Axe ;  bei  einer  Kugel  ist  die  Stellung  der 
Kreisebeuen  unbestimmt. 

Diese  Kreise  eines  Kegels  2ter  Ordnung  waren  den  grie- 
chischen Geometern  bekannt.  Apollonius  Con.  1,  5.  Die 
Kreise  eines  Ellipsoids  sind  von  D'Alembert  Opusc.  t.  7  p.  163, 
die  Kreise  der  Flächen  2ter  Ordnung  in  der  polytechnischen 
Schule  bemerkt  worden.  Chasles  Apercu  V  §.  46.  Die  Aus- 
nahme des  hyperbolischen  Paraboloids  wurde  von  Klügel  1808 
Math.  Wörterbuch  3  p.  328  erwähnt. 

7.  I.  Wenn  a  <Cb  <i  c,  und 

«2  =  c  —  b ,      ß^  =   c  —  a,      y-  =  b  —  a 
folglich  bß"^  =  aa-  -}-  cy'^,  so  ist 
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n  =   ax"^  +  by-  +  cz- 

=   a{x'^  +  iß  +  z^)  +  y^-y^  +  ß^z'^ 

=    J(x2  +  »/2  +  ;22)  _  y2^2+   £(2^2 

=   cix^'  +  y'^  +  z-^)— ß-ix^  —  u^y^ 

Hier  ist  — y-x--\-a-z^  ein  reales  Product,  während  y'^y'^  +  ß'^z'^ 
und  — />-a;-  —  a'^y-  nicht  reale  Producle  sind.  Die  Gleichung 
w  -H  rf  =  0  ist  daher  ersetzbar  sowohl  durch  das  reale  System 

b{x-  +  y-  +  z^)  +  d  —  x{yx  —  az)  =  0,      y:c  +  «s  =  ;? 

als  auch  durch  das  System 

b{x'-  +  y-  +  z'^)  +  d  —  ?.{YX  +  az)   =   0,      yx  —  az  =  A 

II.  An  dem  orthogonalen  Trieder  xi/z  hat  die  Fläche  2ter 
Ordnung  u  +  d  =  0  die  Axen  x,  y,  z.  unter  welchen  y  die 
mittlere  Axe  heisst,  weil  y-  den  n)ittlern  Goefficienten  b  hat. 
Die  Fläche  enthält  den  Kreis,  welchen  die  Kugel 

b{x-  +  y-  +  z-^)  +  d  —  x{yx  —  az)   =  ü 

bei  gegebenem  /  mit  der  Ebene  yx  +  a^  =  x  gemein  hat. 
Dieser  Kreis,  dessen  Eigene  die  Stellung  7  0  a  hat,  und  die 
Richtung  der  mittleren  Axe  enthält,  hat  sein  Centrum  auf  der 
Ebene  ?/  ^=  0  der  beiden  andern  Axen.  Das  hiernach  be- 
rechnete Kreiscentrum  -~^  1  0  1  ^-3^  liegt  auf  dem  Diameter  der 
oß^  I      I  &/S2         s 

Fläche  u  -H  (^  =  0,  dessen  Richtung  c/jO|«a  conjugirt  ist  der 
Stellung  acy  O.caa  d,  i.  der  Stellung  /jO  «  der  Kreisebene, 
wie  nach  (1)  zu  erwarten  war.  Die  zweite  Stellung  von  Ebenen, 
welche  reale  Kreise  der  Fläche  enthalten,  findet  man  durch 
Vertauschung  von  a,  /.  mit  — «,  l.  Ebenen,  welche  mit  den 
andern  Axen  parallel  sind,  enthalten  bei  bestimmten  Stellungen 
nicht  reale  Kreise  der  Fläche. 

III.  Die  den  beiden  Stellungen  von  Kreisebenen  conju- 
girten  Diameter 

—  =  +  —         7=0 
cy         ~aa' 

haben  mit  der  Fläche  u  +  cZ  =  0  die  Puncle 
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—  de  y'^  ..         —  da  a'^ 

ab     ß^        -^  bc     /92 

gemein.  iNuii  sind  j,-  und  z'^  l)ei  einer  li\  [xTholiscIien  l-'l;iche 
tc  +  d  =  Q  negativ,  hei  einer  elli[)lisehen  Fläche  positiv.  Also 
liegen  auf  den  beiden  Üianietern  4  Funete  der  Fläche,  l'A'k- 
puncle  eines  Reclangels,  nicht  reale  Puncte  einer  hyperboli- 
schen FiächCj  reale  cyclische  Puncte  (§.  oi,  9)  einer  ellip- 
tischen Fläche. 

Der  Kreis  /  erster  Serie  liegt  auf  der  Kugel 

b{x-+ . .)  +  d  —  x{yx  —  az)  —  }.(YX  +  az  —  x)   =  0 
Der  Kreis  Z  zweiter  Serie  liegt  auf  der  Kugel 

b{x''+ ..)  +  d  —  }.{yx  + az)  —  ;^(ycC  — «^  —  ?.)    =   0 
Also  liegen  die  beiden  Kreise  auf  der  Kugel 

b{x-+  .  .)  +  d  —  x{y^  —  «^)  —  ?.{yx:  +  az)  +  X?.   =   d 

Die  bei  der  Fläche  u  -i-  d  =  Q  gefundenen  Stellungen  der 
Kreisebenen  sind  auch  die  Stellungen  der  Kreisebenen  bei  dem 
concentrischen  Asymplotenkegel  u  =  0 ,  sowie  bei  den  con- 
centrischen  Flächen  u  -{-  d  +  ^i{x~  ■+-  y'^  -+-  z-]  =  0.  Denn 
a ,  ß ,  /  bleiben  unverändert ,  w enn  man  a,  b,  c  um  jli  ver- 
ändert. 

Wenn  unter  den  Differenzen  a^,  ji'^,  y'~  eine  null  ist,  so 
hat  die  Fläche  nur  eine  Serie  realer  Kreise,  und  ist  eine  Rota- 
tionsfläche. Wenn  2  derselben  Differenzen  null  sind,  so  ist  die 
Fläche  eine  Kugel. 

8.    Wenn  b  <<  c,  so  ist 

n  =  biß  +  cz"^  +  2lx 
=  b{x'^  +  y-  +  z'^)  +  llx  —  bx'^  +  [c—  b)z^ 
=  c(a;2  +  y2  +  ^2)  +  2lx  —  cx^  —  {c  —  b)iß 

Bei  gleichen  Zeichen  der  6,  c  ist  entweder  — bx'-+{c  —  b)z'^ 
oder  — ex- —  (c  —  b)y'-  ein  reales  Producl;  bei  verschiedenen 
Zeichen  der  h.  c  ist  weder  das  eine  noch  das  andre  Binomium 
ein    reales    Product.      Also    giebt    es   auf   dem    hyperbolischen 
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Paraboloid  keine  realen  Kreise;  auf  dem  elliptisclien  Paraboloid 
giebt  es  2  Serien  Kreise,  und  2  cyclische  Piincte,  deren  Gegen- 
punete  unendlichfern  sind. 

9.  Wenn  der  Puncl  P  von  einem  gegebenen  Punct  F.  von 
2  gegebenen  Ebenen  und  von  ihrer  Geraden  n  die  Distanzen 
FP,  LP,  MP,  NP  hat.  und  FF'-  :  LP.  MF  gegeben  ist,  so 
liegt  F  auf  einer  bestimmten  Fläche  2ler  Ordnung,  von  welcher 
eine  Axe  mit  n  parallel  ist.  Die  Fläche  hat  auf  der  Ebene  Fn 
eine  Linie  2ter  Ordnung,  für  welche  F  ein  Brennpunct  und 
n  die  zugehörige  Directrix  ist.  Der  Kegel,  dessen  Centrum  F 
ist,  und  dessen  Gerade  die  Fläche  2ter  Ordnung  berühren,  ist 
ein  Rotationskegel,  dessen  Axe  auf  einer  zu  n  normalen 
Ebene  liegt.  Vergl.  Salmox  Geom.  of  3  dini.  136.  144.  Schröter 
Oberfl.  2.  Or.  §.  68. 

I.  Dass  der  Punct  P  auf  einer  Fläche  2ter  Ordnung  liegt,  er- 
kennt man  daraus,  dass  das  gegebene  Verhältniss  FP-  :  LP.  MP 
eine  quadratische  Function  des  Punctes  P  ist.  Wenn  ins- 
besondere P  auf  der  Ebene  Fn  liegt ,  so  bilden  die  Geraden 
iYL,  NM  mit  N P  gegebene  Winkel,  also  sind 

LP  :  IS'F,       MP  :  NP,       LP.  MP  :  .VP-\       FP^-  :  NP^ 

constant.  Folglich  liegt  P  auf  einer  Linie  2ter  Ordnung,  welche 
den  Brennpunct  F  mit  der  Directrix  n  hat    §.  23,   14). 

IL  Das  orthogonale  Trieder  xyz  wird  so  gerichtet,  dass 
eine  seiner  Kanten  z.  B.  z  mit  der  Geraden  n  parallel  ist,  und 
dass  die  Ebenen  xz,  yz  parallel  sind  mit  den  Ebenen,  von 
welchen  die  Winkel  der  gegebenen  Ebenen  halbirt  werden. 
An  diesem  Trieder  seien  bestimmt  die  Puncte  F{p\q\r), 
P[x'y\z),  die  Gerade  n[x  = /,  y  =  g),  und  die  Ebenen 
L71,  Mn 

y  —  g  —  m{x—f)  =  0,     y  —  g  +  m[x  —  f)  =  0 

folglich  (§  51,  5) 

LP.MP  =  [{y  -  g)i  -  „i-^{x  -  fy^]  (?h2  +  i) 
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Also  liat  man  die  gesuchte  Fläche  2ter  Ordnung 

Die  Axen  der  Fläche  sind   mit  den  Kanten  x,  //,  z  parallel. 

Hl.  Der  der  Fläche  aus  dem  Puncl  /•'  iimgcsclii-icl»rnc 
Kegel    wird    nach  §.  Ö8,   2    gefunden.      Znr   Ahkiiiziing    wci'den 

x—p,      y  —  q,      z  —  r,      x  —  f,      y  —  g 

ersetzt  durch  a,-,  ?/,  z,  x  +  a,  y  -\-  ß,  wo  a  =■  p  — ./",  ß  =  9  —  .</• 
Datui  erliiill  man  den   timgeschriehenen  Kegel 

{Aa^  —  Bß'^)[x-^  +  y^  +  z-i  +  A{x  +  ay^  —  B{y  +  ßY] 
'-[Aa{x  +  a)—Bß{y  +  [i)Y-  =  0 

(1.  i.     {Aa'i~Bß'-){x^-  +  y'i  +  z''-)-  AB{ßx~ayy  =   0 

Dieser  Kegel  ist  nach  §.  'ö'-\.  8  ein  Rotaliüuskegel,  dessen  Axe 
die  Richtung  ß  — a  0  hat. 

10.  T.  Unter  den  Kegeln,  welche  eine  gegebene  Linie  2|ter 
Ordnung  projiciren,  giebt  es  Holationskegel.  An  dem  ortho- 
gonalen Trieder  xyz  ist 

[(^  ^i^)2  +  {y-  qy-  +  {z-  rf  ]  J  -  [« (X  -~p)  +  ß{y  -q)  +  y{z  -  r)]2  =  0 

ein  Rotationskegel,  welcher  das  Centrum  S{p  q  r)  hat,  und 
dessen  Axe  die  Richtung  cx^ß\y  hat.  Derselbe  enthält  die  Linie 
2lter  Ordnung 

z  =  0,      ti^x^+  m'^y^  —  m^7i^  =  0 

nicht  ohne  die  Redingung  aß  =  0.  Rei  «  =  0  ist  die  Axe 
des  Kegels  normal  zur  Kante  a-,  bei  ß  =  0  ist  sie  normal  zur 
Kante  y. 

In  dem  Fall  a  =  0  ist  zunächst  p  =  0  erforderlich  zur 
Uebereinstimmung  der  beiden  Gleichungen.     Die  Linie 

[x'~  +  {y-qy2  +  r^6-[ß{y-q)-Y>'r-  =   0 

ist  congruenl  mit  n-x-  +  m-y-  —  7n'-?i'-  =  0  unter  den  Re- 
dinsungen 
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;.«-'  =  6,      Xm""-  =   S  —  ß^,     also     ?.{n^  —  m^)  =  ß^ 
—  6q  +  ß-q  +  ßyr  =0,     d.  i.     ßyr   =   Im'^q 

Nun  ist  ßq  +  yr  =  fejLAi"l?  _  ^^    MoHch 

_  ,h2    =    ^2   +   ,.2  _  i_  j2 


2«2 


)2     =     f2  —  ^ 


3^   =   /■ 


ß-^         ^  «2  _  ^2 

d.    i.    1    +    -^ r,    +        ,    =    0 

In  dem  Fall  /3  =  0  ist  ^r  =  0,  und  man  findet  nach  Yer- 
tauschung  von  q  mit  p  und  von  m  mit  n 

«2  yi 

2-  =  0,     -/ — 5  _  i_!L  =  0 

m2  —  «2  jji 

II.    Demnach  ist  ein  die  Linie  2ter  Ordnung 


0,         ^^,  +  ^_  1    =   0 


yj. 


projicirender  Kegel  ein  Rotationskegel,  wenn  sein  Centrum 
S[p\q\r)   entweder  auf  der  Linie  2ter  Ordnung 

02  J.2 

m2  —  n2        w2 
oder  auf  der  Linie 

»2  ,.2 

2   =   0,       -^ -  —  \ ^  =   0 

liegt.  Bei  m'^n  ist  die  erste  Linie  nicht  real;  sie  enthält 
[r  =  0)  die  nicht  realen  Brennpuncle  der  gegebenen  Ellipse, 
welche  der  kleinen  Axe  derselben  angehören.  Die  andre  Linie 
der  Puncte  S  ist  eine  Hyperbel;  ihre  Scheitel  (r  =  0)  sind  die 
auf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  liegenden  Brennpuncte  der 
Ellipse,  während  die  Brennpuncte  der  Hyperbel  die  Scheitel 
der  Ellipse  sind. 

Dabei  findet  man,  dass  die  Hyperbel  in  ^^[p\^  r)  von  der 
Axe  des  die  Ellipse  aus  dem  Centrum  S  projicirenden  Rota- 
lionskegels  berührt  wird. 
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111.    Zugleich  h;il  iiuin  für  die  Dislanz  des  Funcles  P[x  y  0) 
der   l">lli]is(>  von   dem   Pniicl   S [p  0   ;•)    der  llypcrix'l 


m^  —  n'^  »i2 


SF2    =    (^  _  ^,)2  +  y>  +  ,.2    =  _  ,,2   _    22JX  +  _  — i,2 


Wenn  *S''  und  »S'  auf  demselben  Zweig  der  Hyperbel  liegen,  so  ist 

S"P=   .:r-<       S'F-SP   =  P^^ 

Wenn   T  auf  dem   andern  Zweig    der    Hyperbel    liegt,    so   sind 
p'  und  p  nicht  eines  Zeichens,   und   man  liat 


SP  =  —fx  +  ^  ,       TP  =  sx-  ' 

s  f 


2} 
s 

SP  +  TP  =  P^S^^^^ 

6 

Tnd  wenn  P'  auf  der  Ellipse  liegt,  so  ist 

6'P'=  sx'—^,      SP—SP'=  e(x  —  x') 
e 

Mithin  haben  2  Puucte  /S'  und  T  verschiedener  Zweige  der 
Hyperbel  die  Eigenschaft  von  Brennpuncten  der  Ellipse,  wäh- 
rend 2  Puncte  P  und  P'  der  Ellipse  die  Eigenschaft  von  Brenn- 
puncten der  Hyperbel  haben. 

IV.    Der  Rotationskegel   (I)   enthält  die  Parabel 

^  ==  0,       iß  —  2hx  =   0 

nicht  ohne  die  Bedingung  ccß  =  0.  Bei  a  =  0  ist  J  =  0,  der 
Uotationskegel  ])lan  mit  unbestimmtem  Centrum.  Bei  />  =  0 
ist  die  Linie 

[[X  - py- +  (ij  -  qy +  >■'-]  6 -[a{x-p)-YrY  =   0 
mit  y-  —  "i/ix  =  0  congruent  unter  den  Bedingungen 
rf  — «2   =   0,       iSq  =   ü.       yr  +  ah   =   ü 

d.  i.    ^2  +  .,.2  _  (p_ft)2  =  0,       r2  =2h{^^k—p) 
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Also  ist  der  die  Parabel  projicirende  Kegel  ein  Rotationskegel, 
wenn  sein  Centrum  p\q\r  auf  der  Linie 

(j-  =   0,       r2  =   ih{lh  —  p) 

liegt,  auf  einer  Parabel  der  Ebene  xz.  Die  beiden  Parabeln 
sind  congruent,  ihre  Diameler  haben  eonträre  Richtungen,  der 
Scheitel  der  einen  ist  der  Brennpunct  der  andern.  Die  zweite 
Parabel  wird  in  »S(^lOir)  berührt  von  der  Axe  des  die  erste 
Parabel  aus  ^  projicirenden  Rotationskegels.  Dabei  ist,  wenn 
P[x\y\^)  auf  der  gegebenen  Parabel  liegt, 

.S'P2  =  (ic— i>)2  +  1/2  +  r2  =   [x—pY-  +  2hx  +  /«2  _  2äjj 

=   {x—p  +  hY 

SP  =  X  —  i)  +  h,     S'P  =   x—p'  +  h 

SP—S'P  =  2)'  —  p 

eine  constante  Differenz  für  2  bestimmte  Puncto  der  einen  und 
jeden  belielngen  Punct  der  andern  Parabel. 

V.  Demnach  hat  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  nicht  nur 
2  reale  und  2  nicht  reale  Brennpuncte  auf  ihren  Axen,  sondern 
eine  Serie  idealer  Brennpuncte  (Focalpuncte)  und  eine  Serie  nicht 
realei"  Brennpuncte  auf  den  Centralebenen,  welche  normal  zu 
den  Axen  gestellt  sind.  Die  Punete  der  beiden  Serien  erfüllen 
2  Linien  2ter  Ordnung,  eine  real,  die  andre  nicht  real,  die 
beiden  Focallinien  der  gegebenen  Linie  2ter  Ordnung. 
Die  Ellipse  hat  eine  reale  Focalhyperbel,  die  Hyperbel  hat 
eine  reale  Focalellipse,  die  Paral)el  hat  eine  reale  Focal- 
paraJ)el. 

Die  realen  Focallinien  der  Linien  2ter  Ordnung  sind  von 
DupiN  entdeckt  worden.  Corresp.  sur  l'ecole  polyt.  1813  t.  2 
p.  424,  Applications  1822  p.  209.  Dieselben  ergeben  sich  geo- 
metrisch mit  Hülfe  der  l>eiden  Kugeln  ,  welche  den  Rotations- 
kegel und  seinen  Planschnitt  berühren  (§.  22,  4).  Vergl. 
QuETELET  Mem.  de  Bruxelles  1822  p.   151. 

Dieselben  Focallinien  sind  von  Steiner  1827  Grelle  J.  2 
p.  192  bemerkt  worden.  Vergl.  .Iacobi  1834  Grelle  J.  12  p.  138 
und  73  p.  220.  Ghasles  Apercu  Note  31  art.  27.  Magnus  Auf- 
gaben U  p.  298  ff.     Schröter  Oberllächen  2.  Or.  §,  65. 
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Eine  Tangente  eines  Kegels  2ter  Ordnung  enthält  eine  Serie 
Pliinsohnitte  des  Kegels  (§.  53,  4).  Die  Brennpuncle  dieser 
IManschnilte  erfüllen  eine  Linie,  welche  die  Focale  der  Serie 
Linien  2ter  Ordnung  genannt  worden  ist  von  Oiktki.kt  Disscr- 
tatio  de  quihusdain  locis  geoinetrieis.  (iand  tHl9.  Vergl. 
Dandelix  Meni.  de  Bruxelles  1822  p.  171.  Chasles  Apercu 
note   4. 

11.  L  Wenn  u  ^=  ax^  -\-  hy"^  -t-  cz^-  -f-  '/  in  dem  Punct 
a:,  y,  1^,  den  Werlh  ?/,  hat,  so  liegt  der  Punct  x.^  y-i.~i  auf  dem 
Kegel,  dessen  Gerade  den  Punct  a?,  y^\z^  enthalten  und  die 
Fläche  2z  =  0  berühren,  unter  der  Bedingung  (§.  ö8,  2) 

(1.  i.     Ax-^'~  +  -ß;/2-  +  C'5-2-  +  '-y]li~i  +  lGz.j^x->  4-  lllxiiji  +  .  .   =    i» 

\so     A   =   (tu^  — a'-x^'  F   =  — hcy^Zy 

B  =  hu\  — ö^yi^  ö   =   — caZyXi 

C  =   cUf  —  c- Zf-  H  ^  — ribxjy^ 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkeliger  Coordinaten  ist  der  Kegel 
Ax.j,^ -h  ..  =  0  ein  Rotationskegel  {§.  53,  8),  wenn  die  Form 
Au:/- -i-  ..  ■+■  i/fx.,fj.,  durch  eine  orthogonale  Substitution  in 
die  Form  A'x./^  ■+■  A'y.,/-  ■+■  C'z/-  gebracht  werden  kann.  Als- 
dann ist  (§.  59,  10) 

.,         ,       GH  HF  FG 

A   =  A--^   =   B--^     =   6-^ 

{B  —  A'){C—A')  —  F-i^^,.. 

Die  ersten  Bedingungen  fordern,  dass  zugleich 

{B  —  A)FG  —  {Fi  —  G^')H  =  0  u^{h  -  a)abcixiy^z^^-  =  0 

{C—A)HF—{F-2  —  ffi)G  =  0  M,(c  — a)a62ca;,t/,2^,    =  0 

sei.  Bei  u^  =  0  würde  der  die  Fläche,  u  =  0  bertlhrende 
Kegel  plan  sein;  bei  a  =  b  =  c  würde  die  Fläche  eine  Kugel, 
mithin  jeder  dieselbe  berührende  Kegel  ein  Rotationskegel  sein; 
also  ist  entweder  .r,    oder  y,   oder  z^   null. 

Baltzer,  anal.  Geom.  34 
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IL  Bei  a;,  =  0  sind  G,  H  null,  folglich  A'  =  A,  so  dass 
3/j,  z^  nur  noch  der  Bedingung  [B  —  A){C —  A)  —  F'^  =  0 
unterworfen  sind.     Man  findet 

B  —  A  =^   {h  —  a)ui—h''-y^'^  C~A   =   {c  — a)ui  —  c'^z^^ 

{B—A){C—A)  —  F^-  =  [[b  —  a){c—a)Ui^{h-a)c^-Zy^~  —  {c  —  a)b-^y,^H, 

=   [ —  ah[c  —  a)yv'^  —  ca{h  —  (1)^1"^ +  {h  —  ri){c,  —  a)(l]u^ 

also  für  das  Centrum  S[x^  y\^,^\)  eines    die  Fläche  z<  =  0  be- 
rührenden Rotationskegels 

^.  =  0'    ^^^  +  TJ^'—^  =  -r^    /A  +  -Ä  +  ^^  =  0 

'  c(fo  — a)         6(c  —  a)  ahc       1111 

ha         c        a 
und  ebenso 

•^^  c(fl  — ?>)         ft(c--Ä)  ahc       1111 

ah  c         b 

a         c  6         c 

Wenn  wie  oben  (7)  «  <C  &  <  c, 

«2  =   c  —  & ,       ßi  ^  c  —  a ,       y^  ^  b  —  a 
SO  hat  man  die  3  Linien 

aic         cy-  hj9- 

x<~  d  «.2 

2/1=0,      ~~.  ^ ^ ^,  =  0 

cy-         oüc         aa~ 


xj-     ,     2/1-     .      f^ 

•/5 


h  ß-        aa-         ahc 


III.  Die  Centren  S  der  die  Fläche  ?<  =  0  berührenden 
Rotationskegel  werden  wie  oben  Brennpuncte  (Focalpuncte)  der 
Fläche  2ter  Ordnung  genannt.  Diese  Brennpuncte  liegen  auf 
3  Linien  2ter  Ordnung,  den  Focallinien  der  Fläche  2ter 
Or,dnung.  Die  Ebenen  der  Focallinien  sind  die  Axen-Ebenen 
der  Fläche.     Eine   Focallinie  und  der  auf  ihrer  El)ene  liegende 


§.60.     Gerade,   Kreise,  l'ocallinieii.  !)3 1 

Fliiclionschnill  sind  coiifocal  (§.  2i,  3),  z.  H.  die  erste  Foealliiiie 
uiul  by-  -f-  cz-  +  (?  r=:  0,   weil 


Eine  der  Focallinien  ist  nicht  real,  eine  andre  ist  eine  Ellipse, 
die  dritte  ist  eine  IIyperl)el. 

Wenn  S  ein  realer  Punct  einer  Focallinie,  so  wird  die 
Focallinie  in  aS^  von  der  Axe  des  Rotationskegels  berührt,  auch 
in  dem  Fall  dass  der  Rotationskegel  selbst  nicht  real  ist.  Ein 
realer  Punct,  welchen  die  Flüche  mit  einer  ihrer  Focallinien  ge- 
mein hat,  ist  ein  cyclischer  Punct  der  Fläche   (7), 

Von  den  Focallinien  einer  Rotationsfläche  2ter  Ordnung 
liegt  eine  ganz  auf  der  Rotationsaxe  (wie  §.  24,  8),  eine  andre 
ist  ein  Kreis,  real  oder  nicht  real. 

Die  Focallinien  eines  Kegels  (cZ  =  0)  bestehn  jede  aus 
2  Geraden,   von  welchen   ein  Paar    (die  Focalhyperbel)   real  ist. 

IV.  Wenn  u  =  ax^  +  hy'~  +  1z  in  dem  Punct  cc^y,  |z,  den 
Werth  u^  hat,  so  liegt  der  Punct  x.-^\y^z^  auf  dem  Kegel,  des- 
sen Gerade  den  Punct  x^'y^z^  enthalten  und  das  Paraboloid 
M  =  0  berühren,  unter  der  Bedingung 

d.  i.     Ax^}  +  By.-^  +  C'r.2  +  IFy.z.,  +  iGz-^x.  +  IHx^y.  +.  .   =   0 
wo     A  =  ff«i  —  «2^1 2  F  =^  —  hy^ 

B  =  hu^  — b'-y^-  G  =   — ax^ 

C  =  —  1  .  H  ^  —  ahxiyi 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkeliger  Goordinaten  kann  der  Kegel 
nur  dann  ein  Rotationskegel  sein,  wenn 

«j(ö  —  a)abxiyi   =  0     und     Uia-b-Xiyi"^  =  0 

also  x^   oder  ?/i   null  ist. 

Bei  x^  =  0  sind  6r,  H  null,  folglich  A' =  A,  und  ?/j,  z^ 
der  Bedingung  (B  —  A)  [C —  ^1)  —  F-  =  0  unterworfen,  d.  i. 

[ib-a)u,-b'-y,mi+au,)  +  bhji--  =  0 

34« 
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Bei   7/|   =  0    sind  F,  H  null,    A'  =  B,    und   x^ ,  z,    durch 
die  Gleichung    (C—  £f)f^  —  B]  —  G'  =  0    verbunden,    d.    i. 


'.=  -G-^)(;-0 


Das  Paraboloid  hal  demnach  2  Focallinien,,  Parabeln  der  Ebenen 
yz  und  a:z,  confocal  mit  den  Parabeln  by-  +  2^  =  0  und 
ax'^  -j-  2~  =  0  des  Paraboloids. 

V.  Die  Focallinien  einer  Flache  2ter  Ordnung,  auf  Nvelchen 
die  Centren  der  der  Fläche  umgeschriebenen  Rolationskegel 
hegen,  sind  von  Steiner  1826  eingeführt  worden  (zunächst  eine 
der  drei)  Grelle  J.  i  p/tT.  Vergl.  Jacobi  1834  Grelle  J.  12 
p.  137,  Magms  Aufgaben  II,  §.64.  Weitere  Aufschlüsse  hat 
Ghasles  Apercu  Note  31  über  die  Focallinien  (,,excentrische 
Kegelschnitte,  Focalkegelschnitte")  gegeben.  Vergl.  Salmox 
Geom.  of  3  dim.  137  ff.  Reye  Geom.  d.  Lage  II,  23.  Schröter 
Oberfl.  2.  Or.  §.  61 — 65.  Ueber  die  Focallinien  eines  Kegels  2ter 
Ordnung  Magxis  1826  Gergonne  Ann.  16  p.  33,  Aufgaben  11 
p.  170.    Salmon   Geom.  of  3  dim.  c.  XI. 

Bestimmte  Puucte  der  Axen  einer  Fläche  2ter  Ordnung  haben 
für  die  Krümmungslinien  der  Fläche  die  Eigenschaft  der  Brenn- 
puncte  eines  Kegelschnittes,  und  sind  deshalb  Focalpuncte  der 
Fläche  2ter  Ordnung  in  besonderem  Sinn  genannt  worden. 
Heilermaisn  1859  Grelle  .1,  56  p.  345.  Vergl.  Schröter  Oberfl. 
2.  Or.  §.  70. 

12.  1.  Wenn  a,  ?/,  z  die  rechtwinkeligen  Goordinaten  eines 
Puncles  sind,   /.  ein  Parameter,   c^  <<  b''  <<  a'^,  und 


"^      +   -^^ +  — = —  —  1 

i^  —  x         b^  —  x         c-^~x 


x^  y- 


so  ist  ti  =  0  eine  Fläche  2ter  Ordnung ,  deren  Axen  die 
Kanten  des  orthogonalen  Trieders  xyz^  und  deren  Focallinien 
von  X  unabhängig  sind.  Daher  erhält  man  entsprechend  allen 
realen  z  eine  Serie  confocaler  Flächen  2ter  Ordnung 
w=  0   (mit  gemeinschaftlichen  Focallinien).    Vergl.  §.  24,  3  ff. 
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Wenn  c'^  —  x  positiv,  so  ist  u  =  0  ein  Ellipsoid  (§.  57). 
Wenn  o-  —  /.  negiiliv ,  b'^  —  /.  positiv  ,  so  ist  «  =  0  ein 
hyperbolisches  Hyperboloid.  W^enn  b'^  —  x  negativ,  a'^  —  /. 
positiv,  so  ist  M  =r=  0  ein  elliptisches  llyi)erboloid.  Wenn 
a'^  —  X  negativ,  so  ist  li  =  0  eine  nicht  reale  Fläche  2ler 
Ordnung. 

ik'i  z  =  c'^  ist  2  =  0,  die  Fläche  u  =  0  plan,  einerseits 
der  l'^bene  xy  ein  planes  Ellipsoid,  andrerseits  ein  planes  hy[)er- 
bolisches  Hyperboloid,  beide  getrennt  durch  die  Focalellipse 

^  =  0  ,       ^.,—  „  +  ^^,  -1=0 

U.  s.  w.    Also   besieht   die  Serie   confocaler  Flächen   aus  4  Ab- 
theilungen : 

Ellipsoide,  wenn  —  oo  <  ät  <  c- 
liyp.  Hypcrbnloule,  wenn  c-  <^  x  <i  b- 
ell.  Hyperboloide,  wenn  b'^  <i  x  <i  a- 
nicht  reale  Flächen,  wenn  x  >  a- 

Getrennt   werden   die  Flächen    der    4   Abtheilungen    durch    die 
planen  Flächen  der  3  Focallinien. 

Die  Flächen  einer  Abtheilung  sind  affin.  Zwei  Flächen 
einer  Abtheilung  haben  eine  Linie  2 .  2ter  Ordnung  gemein, 
einem  Kegel  angehörig,  von  welchem  nur  das  Centrum  real 
ist;  also  haben  die  beiden  Flächen  keinen  realen  Punct  gemein. 
Wie  §.  24,  4. 

II.  Einen  gegebenen  Punct  x  y\z  haben  je  eine  bestimmte 
Fläche  der  ersten,  zweiten,  dritten  Abiheilung  gemein.  Denn 
die  cubische  Gleichung  «  =  0  für  /.  hat  eine  reale  Wurzel  / 
zwischen  —  oc  und  c-,  eine  positive  Wurzel  /<  zwischen  c-  und 
6^,  eine  positive  Wurzel  zwischen  h'^  und  a^  (§.  24,  5).  Aus 
den  Wui'zeln  Ä,  /<,   v  findet  man 

X2(a2—  62)(f,2_c2)  =  (o2_;^)(«2_^<)(a2_v) 
t/2(62_c2)(62_oa)  =  (J2_;.)(^,2_^)(J2_v) 
22(<;2_a2)(c2  —  fe2)     =     (C2  — A)(C2  — (M)(c2—  V) 

Eine  Function  der  x ^  y  ^  z  wird  durch  diese  reale  Substitution 
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in  eine  Function  der  A ,  /f ,  v  transformirt ,  so  dass  l,  f.i ,  v 
elliptische  Coordinaten  sind,  geeignet  den  Punct  sc\y\z 
eines  gegebenen  Raumoctanten  eindeutig  zu  bestimmen, 

III.  Die  3  Flächen,  das  Ellipsoid  /.  =  Z,  das  hyp.  Hyperboloid 
y.  =  /ii,  und  das  eil.  Hyperboloid  k  =  v ,  werden  überall  von 
einander  normal  geschnitten.  Denn  aus  den  Bedingungen 
u{l)  =0,  u{lii)  =0  folgt  durch  Subtraction 


y2 


(«2  — ;.)(a2— /^)  (b^  —  X){b^  —  fx)  (c2  — A)(c3_^) 


=   0 


d.  h.  die  Stellungen  -5 r   -w—^     ., '"    .  und    ,        , , ,         ,   „ 

^      a^  —  /.\o-  —  /.ic- — A  «2  —  ^  1)2  —  /j,\c-  —  fi 

der  Ebenen,   von   ^Y eichen   die  Flächen  t<(A)  =  0,    u{f.i)  =  0 

in  dem  Punct  x'yz  berührt  werden,    sind  normal  zu  einander 

(§.51,4). 

Wenn  überhaupt  3  Flächen  einander  überall  normal  schnei- 
den, so  sind  ihre  Schnitte  Krümmungslinien  der  Flächen.  Dlimn 
1813  Developpements  p.  305  ff.  Den  besondern  Fall,  dass  in 
der  Serie  confocaler  Flächen  2ter  Ordnung  eine  Fläche  einer 
Abtheilung  von  den  Flächen  der  beiden  andern  Abtheilungen 
in  ihren  Krümmungslinien  geschnitten  wird,  hatte  gleichzeitig 
auch  BiNET  bekannt  gemacht.  J.  de  l'ecole  polyt.  Cah.  16.  Liou- 
viLLE  J.  2  p.  248. 

Jacobi  Grelle  J.  12  p.  137  hat  bemerkt,  dass  die  aus  einem 
beliebigen  Gentrum  K  den  Flächen  der  Serie  umgeschriebenen 
Kegel  ebenfalls  confocal  sind :  ihre  gemeinschaftlichen  Focal- 
linien  sind  die  Geraden  des  Punctes  K,  welche  auf  den  durch 
den  Punct  Ä  gehenden  3  Flächen  der  Serie  liegen.  Vergl.  Salmon 
Geom.  of  3  dim.  c.  8.  Hesse  Raumgeom.  22.  Schröter  Oberfl. 
2.  Or.  §.  69. 

IV.    Wenn  wie  §.  24,  7  dem  Punct  F 

tYa'^  —  x  \uYW^6k  I  v^c^—fx 
der  Punct  P' 

entspricht,  so  sind  die  Figuren  der  entsprechenden  Puncte  affin. 


§.  GO.    Gerade,  Kreise,  Focallinicn.  5:^5 

Die  der  Bedingung  t'^  4-  du'^  -I-  ev"^  =  1  genügenden  Punete 
P,  U,  ..  und  die  entsprechenden  Punete  F',  Q',  ..  liegen  auf 
confocalen  Flächen  2ler  Ordnung,  so  dass  die  Distanzen  FQ' 
und  F'Q  gleich  sind.  Ivory  a.  a.  0.  Wenn  nun  den  Puncten 
A,  B,  C,  D  der  einen  Fläche  die  Punete  A',  B',  C',  D'  der 
andern  Fläche  entsprechen,  so  hat  D'  von  A,  ß,  C  die  Distanzen 
A'l),  B'D,  C'D,  durch  welche  er  (zweideutig)  bestimmt  ist. 
Daher  kann  eine  Fläclie  iiev  Ordnung  mit  Hülfe  einer  gegebe- 
nen Fläche  2ler  Ordnung,  insbesondere  einer  planen,  construirt 
werden,  wie  .Iacofm  a.  a.  0.  bemerkt  hat. 


Druck  von  Hundertstund  &  Pries  in  Leipzig 


Berichtigungen  und  Nachträge. 

Zu  lesen  p.  44  Z.  12  v.  u.  §.  3,  3.  p.  53  Z.  13  v.  ii.  1837.  p.  56  Z.  3. 
OAi.  p,  60  Z.  1  V.  u.  §.  12,  1.  p.  77  Z.  18.  1748.  p.  82  Z.  1.  der.  p.  83 
Z.  8.  eine,  p.  92  Z.  7.  cfj  statt  Cj ,  p.  98  Z.  6.  Keppler.  p.  104  Z.  17. 
nicht  vereint  statt  vereint,  p.  123  Z.  12.  «2  statt  ii .  p.  124  Z.  16  k'  statt 
Ä;i.  p.  126  Z.  16.  —0P2  statt +.  p.  206  Z.  13.  §  13,  12.  p.  229  Z.  7. /<  sin  a. 
p.  408  Z.  4  V.  u.  ?/  =  &  —  .     p.  443  Z.  13  v.  u.  —  statt  =  . 

p.  24  unten  zu  citlren:  Maclau  rin  Trgctatus  §.  28,  p.  95  unten:  das 
Wort  Ellipse  kommt  bei  Archimedes  nicht  vor,  p.  248  Z.  4.  Euler 
Nova  Acta  Petrop.  9  p.  132.  p,  254  zu  citiren:  Hesse  4  Vorlesung-^n  über 
analyt,  Geoni.  1866  Vorl,  2  und  Serret. 

p.  267  Z.  13  fl'.  Die  Stelle  soll  heissen:  ..bestimmt  durch  die  Gleichung 
i?3i  =  0  oder  (wenn  i?3i  bei  x  =  Xi  unbedingt  null  ist)  durch  die  Glei- 
chung u  =  0.  Der  3fachen  oder  4fachen  Abscisse  Xj  entsprechen  3  oder 
4  Ordinaten,  w  eiche  der  Gleichung  i?3i  =  0  oder  (wenn  diese  nicht  existirt) 
der  Gleichung  ,«  =  0  genügen."  Die  Bedeutung  mehrfacher  Wurzelnder 
resultirenden  Gleichung  R^q  =  0  war  1880,  als  diese  Stelle  gedruckt  wurde, 
noch  nicht  vollständig  aufgeklärt.  V'ergl.  unten  §.40  und  die  5te  .Viitlage 
meiner  Determinanten  1881. 

p.  280  Z.  14  soll  heissen:  ,,wenn  die  Functionen  f,  g  der  .r,  y  in 
Functionen  der  ^,  2  transformirt  werden,"  p.  282  unten:  Eine  der  Spitze 
nahe  Tangente  des  Bogens,  welchem  der  andre  Bogen  seine  concave  Seite 
zukehrt,  schneidet  diesen  Bogen,  und  hat  mit  der  Linie  4  oder  mehr  Puncto 
gemein,  p.  287  Z,  3  hinzuzufügen:  oder  auf  der  unendlichfernen  Geraden, 
p.  315.  Bei  art,  4  sind  die  folgenden  art.  8  und  11  zu  beachten,  p.  318 
Z.  10,  Plücker  1829  Grelle  J,  4  p.  329,  p.  321  art,  11.  Vergl.  Cayley 
Grelle  J.  64  p,  369, 
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